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谢多夫 

/l. M. C e a o b 
(1907—1999 ) 

俄罗斯力学家。 1907 年 11 月生于顿河罗 
斯托夫。1931年毕业于莫斯科大学， 1936 
年获得技术科学副博士学位，1937年获得数 
理科学博士学位。从1937年起担任莫斯科 
大学力学数学系教授，1946年当选为苏联科 
学院通讯院士，1953年当选为院士。曾经 
获得社会主义劳动英雄称号、列宁勋章 （6 
枚） 等许多荣誉称号和奖章。主要研究领域 
涉及连续介质力学、流体力学、空气动力学 
和相对论，著有专著《流体力学和空气动力 
学平面问题》、《力学中的相似方法与董纲 
理论》、《连续介质力学引论》和教材《连 
续介质力学》（共2 卷}。 
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《俄罗斯数学教材选译》序 
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从上世纪50年代初起，在当时全面学习苏联的大背景下，国内的高等学校大量 
采用了翻译过来的苏联数学教材.这些教材体系严密，论证严谨，有效地帮助了青年 
学子打好扎实的数学基础，培养了一大批优秀的数学人才.到了 60年代，国内开始 
编纂出版的大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材，但还在很大程度上保留 
着苏联教材的影响，同时， 一 些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或课外 
读物继续发挥着作用.客观地说,从解放初一直到文化大革命前夕，苏联数学教材在 
培养我国髙级专门人才中发挥了重要的作用，起了不可忽略的影响，是功不可没的. 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材，大 
家眼界为之一新，并得到了很大的启发和教益.但在很长一段时间中，尽管苏联的数 
学教学也在进行积极的探索与改革，引进却基本中断，更没有及时地进行跟踪，能看 
懂俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜，不能不说是一 
个很大的缺憾. 

事情终于出现了一个转折的契机.今年初,在由中国数学会、中国工业与应用数 
学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上，有数学 
家提出，莫斯科大学为庆祝成立250周年计划推出一批优秀教材，建议将其中的一 
些数学教材组织翻译出版.这一建议在会上得到广泛支持，并得到高等教育出版社 
的高度重视.会后高等教育出版社和数学天元基金一起邀请熟悉俄罗斯数学教材情 
况的专家座谈讨论，大家一致 认为： 在当前着力引进俄罗斯的数学教材，有助于扩大 
视野，开拓思路，对提髙数学教学质量、促进数学教材改革均十分必要.《俄罗斯数 
学教材选译》系列正是在这样的情况下，经数学天元基金资助，由高等教育出版社组 
织出版的. 

经过认真选题并精心翻译校订，本系列中所列入的教材，以莫斯科大学的教材为 
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主，也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材.有大学基础课程的教材,也有适合大学 
高年级学生及研究生使用的教学用书.有些教材虽曾翻译出版，但经多次修订重版， 
面目已有较大变化,至今仍广泛采用、深受欢迎，反射出俄罗斯在出版经典教材方面 
所作的不懈努力，对我们也是一个有益的借鉴.这一教材系列的出版，将中俄数学教 
学之间中断多年的链条重新连接起来，对推动我国数学课程设置和教学内容的改革， 
对提高数学素养、培养更多优秀的数学人才，可望发挥积极的作用，并起着深远的影 
响，无疑值得庆贺，特为之序.\ • 、 •. 


李大潜 
2005年10月 
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译者序 


本书作者 JI . M . 谢多夫的名字对国内许多读者来说并不陌生，其代表作《力学 
中的相似方法与量纲理论》的中译本早在 198 2 年就由科学出版社出版.现在，他的 
另外一本享誉世界的著作《连续介质力学》(共2卷）的中译本由高等教育出版社出 
版，这对相关专业的学生、教师和研究人员来说无疑是一件喜事 . ： v 

作为俄罗斯科学院院士和莫斯科大学流体力学学派的领袖， jj . m . 谢多夫在大 
量从事科学研究和社会活动的同时仍然极其重视教育工作，在他的学生中有4位院 
士、50多位博士和130多位副博士 1). JI . M . 谢多夫曾经多次表示，在所获得的所 
有职位和称号中，他最看重莫斯科大学教授的头衔，在他的西装上总是别着一枚莫 
斯科大学授予的荣誉 徽章. 这本书就是 JI . M . 谢多夫多年来教学工作的结晶•正是 
在他的推动下，从 2 0世纪 G 0 年代开始，连续介质力学成为莫斯科大学力学数学系 
力学专业和数学专业的必修课，整个课程体系也相应发生了根本变革，逐渐形成了以 
理论力学、连续介质力学和控制力学这3门必修课为核心的力学专业新教学计划并 

沿用 至今. 实际教学效果表明，这样的新教学计划反映了学科的发展趋势，对培养掌 
握现代化知识体系的高级人才功不可没. 

本书是专门为力学专业大学生编写的教材，重点讲述如何建立连续介质的数学 
模型.作者是建立连续介质数学模型的大家，他的经验和思路很好地融合在全书的 
内 容里. 全书材料的取舍和叙述方式都经过作者的精心 设计. 在译者看来，书中独具 
特色的部分一是对张量本质的介绍和自然而严谨的处理方法，二是对连续介质热力 
学的简要介绍，三是对问题提法的全面论述.此外，读者可以看到，书中有大段的文 

1》 俄罗斯的副博士 (KaH^H^aT Hay K ) 学位相当于我们通常所说的博士 （ Ph . D .) 学位，而俄罗斯 

的博士 (40KT0P HayK) 学位则是更高一级的学位，一般要求学位获得者在相关领域具有非同寻常 

的贡献. )； ^ : r J ^C / SnSf 出牟寸宅游戈 
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字（而不是公式）详细地从各个角度甚至从哲学层面上论述建立数学模型的本质、意 
义、假设和方法，这也是此书明显有别于其他教材的地方.因此，把这本书介绍到中 
国来具有重要意义. 

在20世纪90年代在莫斯科大学力学数学系留学期间，译者作为一名力学专业 
的本科生完整地上过由 E . B . 洛马金教授主讲的连续介质力学课程.课程持续3个 
学期，主要内容与 JI . M . 谢多夫的《连续介质力学》基本一致.译者至今还清晰地记 
得当时上课记笔记、课后仔细阅读这本教材并与笔记内容进行对照的情景.初次学 
习连续介质力学这样的课程无疑有一定困难，但 JI . M . 谢多夫的教材对译者很有帮 
助.当时的感觉是，这门课和教材都很难，但是经过仔细思考可以接受和掌握.译者 
在后来的研究和教学工作中又多次阅读过这本书的相应章节，例如在北京大学为力 
学专业学生讲授流体力学时，尤其是在介绍张量和建立流体模型时主要参考了这本 
书的讲法，取得了很好的教学效果.这本书的可贵之处在于，对学生而言，书的内容 
丰富而经典，有一定难度但又不是高不 可攀； 对教师而言，这是一本可以常置案头的 
参考书.这就是此书多年来能够不断再版并被译为多种文字的根本原因，译者相信其 
中文版同样能够在很长一段时间内使读者受益 ？ H AW 夫 n a 

译者在留学期间与 JI . M . 谢多夫院士建立了很好的私人关系. JI . M . 谢多夫曾 
经多次表示，虽然他的《连续介质力学》己经被翻译为英文、法文、日文和越南文， 
但一直没有中文版是一件非常遗憾的事情，因为中国是一个大国，有众多的科技人 
员和大学生.他相信这本书对中国科技界是有用的参考书，因此,他委托译者来翻译 
《连续介质力学》 . 1999年秋天，在译者回国后不久， JI . M . 谢多夫院士以92岁髙龄 
辞世.惊闻噩耗之余，译者发誓要精心完成他的遗愿.在一些准备工作之后，从2002 
年起，译者开始认真地进行翻译工作.历经6年辛苦工作，第一卷终于付印，希望能 
够得到广大读者的认可. 2007年是 JI . M . 谢多夫的百年寿辰，谨以此书纪念这位为 
科学和教育事业做出重大贡献的科学家！ i •颌刊乃肀⑹噠甜 W M 齡啪艏夯 

本书涉及物理、数学等领域的大量专业术语，译者尽可能使术语的翻译规范化， 
但也遇到了大量困难.困难之一是中文术语本身就不统一，在不同领域有不同的习惯 
和用法.译者主要使用全国自然科学名词审定委员会公布的《力学名词1993》、《物 
理学名词1996》和《数学名词1993》（以下统一简称为《名词》）和相应国家标准作 
为翻译标准，同时还参考了科学出版社出版的《物理学词典》等工具书和词典，以及 
其他一些俄文书的中译本.不过，考虑到学科的特点和译者所掌握的一些文献中的 
使用习惯，仍有个别名词没有按照国家标准翻译，例如在张量分析中广为使用的协变 
和逆变 （ 《名词》中为共变和反变)，量纲分析中的无量纲量（在国家标准中为量纲一 
的量)，等等.原书使用的个别术语已经过时，译者一般依照原文翻译，但在该术语第 
一次出现时在脚注中注明其标准名称，例如热力学中的内能现在改为热力 学能； 少董 
没有按照原文直接翻译的名词则在脚注中加以说明.此外，激波和冲击波（击波）都 
是表示突跃压缩的术语，译文采用前者，因为这是流体力学中更为常见的用法,尽管 
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俄文 y^apHan Bojma 从字面上直接翻译就是冲击波.书后的人名译名对照表是由译 
者添加的. 

中文版完全保持了原书的排版风格，尤其是小标题的样式与原书一致，这被认为 
是原书的一个有益于阅读的重要 特点. 除了改正一些印刷错误和明显的疏漏，译者 
还增加了一些注释并重新制作了索引.为了便于读者査阅书中引用的俄文文献，译 
者尽可能找到相应中文版或英文版并将其列在俄文文献之后.由于原书历经多次修 
订和增补，部分公式的编号出现多种形式（例如用带撇号的数字或用字母表示)，所 
以在中文版中按照形式统一的原则对正文中的公式编号进行了调整，并且去掉了那 
些不被前后文引用的编号.此外，译者还对个别表示同一个量的不同符号进行了统 
一化处理.总之，上述变化使中文版更加规范，也使读者更加容易掌握本书的内容. 

译者非常感谢莫斯科大学力学数学系的 M .9. 埃格利特教授的大童无私帮助, 
她不但不厌其烦地回答了关于本书的方方面面的问题（包括俄文理解的问题)，还专 
门写了中文版序 . M . 9. 埃格利特教授是 JI . M . 谢多夫院士的学生，是连续介质力学 
领域的著名学者,长期讲授连续介质力学、流体力学等课程，曾经多次参加本书俄文 
版的编辑和修订 工作. 由她撰写的序言特别有助于读者认识本书的意义. 

译者的导师 H.P. 西布加图林教授在生前一直关心本书的翻译工作并提出了一 
些具体建议，他的儿子 M.H. 西布加图林博士为本书版权问题的解决提供了大量帮 
助，译者在此对 H. P. 西布加图林教授表示深深的怀念，对 M. H. 西布加图林博士表 
示 感谢. 觅介 紫逛弗 K 立盘费辦员 A 突报诉戥工拍3»齡牮代苯要常钱數来辑出過 
在翻译过程中，译者得到了北京大学力学系的许多同事和学生的帮助.陈国谦 
教授和黄克服副教授一直支持和鼓励译者的翻译工作，苏卫东副教授对部分内容提 
出了具体建议，博士研究生杨延涛认真阅读了前5章译文并提出了一些文字上的意 
爲薄釤裘而，來出立瞇中柙举 n 寺拥藤#陝乘一 从卞举 I 欠通令 
人工晶体研究所的晶体学专家黄朝恩教授仔细检査了附录一的译文并提出了许 
多重要的意见和建议，译者特别感谢他的帮助.七杰的雄龄準次撖介無我&毕本 
译者还要感谢髙等教育出版社的帮助.编辑郑轩辕博士仔细审阅了全部译文并 
提出了大量恰当的修改建议，编审张小萍女士对最终的译稿提出了一些有价值的建 
议，他们在最大程度上完善了译文的质量. 

最后，译者恳请广大读者对译文中不够准确甚至错误的地方予以指正. 


北京， 2007 年 8 月 
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近年来，由于计算机的普及和数值方法的广泛发展，如何在数学上提出问题成 
为头等重要的事情，这要求我们能够用数学方法描述所研究的现象，即建立其数学模 
型.经典的连续介质模型和它们所能够描述的效应是在流体力学、水力学、弹性力 
学、塑性力学、蠕变力学、材料力学等连续介质力学分支中进行研究的.然而，实际 
应用越来越经常要求力学领域的工程和研究人员能够建立复杂连续介质的新模型, 
能够研究复杂的物理和化学过程，能够提出并解决关于各种介质在新条件下的物理 
行为的新问题.因此，我们不仅要理解连续介质力学中的个别已知的具体模型和规 
律，而且要理解连续介质力学基本概念和定律本身的意义.正是由于上述原因，连续 
介质力学才从一系列单独的专门学科中独立出来，而连续介质力学课程也被许多大 
学列为必修课程. n \ 母 激瞵分 游藤親酿黄寒寺举粉晶拥请突梅教龜工 a 

本书是连续介质力学领域的杰出学者、俄罗斯科学院院士、国立莫斯科大学教 
授 ji . h . 谢多夫所著连续介质力学教材的中译本，该教材在俄国得到了广泛使用. 
Jl . M . 谢多夫发表了 200多篇学术论文，撰写了多部专著和教材，其中最为著名就是 
本书和《力学中的相似方法与量纲理论》 1) ,后者已经出版10次，被译为多种语言. 
在 2 0世纪册年代， JI . M . 谢多夫是理解在力学专业大学生教学计划中引入连续介 
质力学课程的必要性和重要性的最初几个人之一.他率先为莫斯科大学力学数学系 
学生讲授连续介质力学，该课程持续3个学期，包括70次 讲座. 此后，这一课程成 
为莫斯科大学力学数学系力学专业学生的传统课程，而为数学专业学生讲授时则删 
减部分 内容. 现在奉献给渎者的这套两卷本教材就是基于该课程的授课内容撰写的. 


1} Ce^OB JI . M . Mcto^li noAo 6 uH h pa 3 MepHocTM b MexaHMKe . 10 -e H3 ^. MocKBa : Hayna , 

1987 (俄文第八版的中译本： n . w . 谢多夫.力学中的相似方法与量纲理论.沈靑.倪锄非，李维新 
译. 北京： 科学出版社， 1982). 
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本书是连续介质领域的基本教材之一，俄文版已经出版5次,英文版已经出版2次， 
此外还有其他语言的一些版本. 

本书的主旨不仅在于描述连续介质的经典模型和规律，而且在于阐明建立数学 
模型的一般基础，使读者能够理解最前沿的问题.在第一卷中首先引入了一些基本 
概念，用来在数学上描述连续介质的平衡和运动，并且描述方法与介质的具体性质 
无关.这些概 念是： 对时间的物质导数（随体导数)，有限应变张量，小应变张量,应变 
率张量，应力张量， 等等. 在这一部分中有非常重要的一节专门解释张量的概念.在 
引入张 董时， 基矢量被明确地写在张量的记号中.这种定义方法有助于更深刻地理 
解张量的本质和运算法则，尤其是在使用曲线坐标系的时候.由于热力学在建立连 
续介质模型时起重要作用，在第一卷中还有一章专门讲述连续介质热力学.书中给 
出了普适的物理守恒定律，并由此导出了相应微分方程和包括激波条件在内的间断 
面条件.引入了经典的流体模型和弹性体模型，详细讨论了连续介质与电磁场的相 

互 作用. 第一卷最后一章论述提出具体问题的共同基础，其中包括量纲分析、现象的 
相似和模拟. 

第一卷的附录是作者的2篇论文，其中研究非线性张量函数理论的附录一具有 

第二卷论述了连续介质的具体模型一理想流体、黏性流体、.弹性介质和塑性 
介质,研究了流体力学、空气动力学、弹性力学、塑性力学和裂纹理论的基本问题和 
一般规律，给出了提出具体问题并进一步求解的一些实例.这里值得特别强调关于 

祕性弹性力$ 念難;二= 

书中没有用于自学的练习和 习题. 如果读者希望通过求解习题来加深对课程的 
理解，可以参阅由 JI . M . 谢多夫的一些同事和学生合编的《连续介质力学习题集》 1) ， 
其中包含1000余道题目.该习题集可以看作是对 JI . M . 谢多夫的这套教材的补充 • 
对力学、数学和物理学专业的大学生、研究生以及工程师和研究人员来说，本书 

无疑是^-本#用的 ‘ 


M . 3 . 埃格利特 
莫斯科， 2007 年 7 月 


^MexaHHKa cnjiomHux cpe A b aa^a^ax. T. 1, 2. Uoa pe A . M.9. MocKBa: Moc- 

KOBCKHtt JiMiicH, 1996 (Eglit M. E., Hodges D. H M eds. Continuum Mechanics via Problems and 
Exercises. Parts I, II. Singapore: World Scientific, 1996). 




为了认识自然和解决许多迫切的工程问题，需要建立大量新的模型，以便深入 
而更加细致地描述微观的和宏观的、力学的乃至一般而言物理学的对象、相互作用 

经验和科学的内在本质表明，无论是物质结构问题、天体力学问题，还是关于生 
物体、有机体和无机体中的复杂相互作用的重要性质的各种问题，其答案在许多情 
况下关系到我们的某些普适的一般的概念、观念、定律、原理和方法. 

为 ^究物理场的行为，为了研究气体、等离子体、液体和可变形固体的运动和 

平衡，目前已经积累/大量科学信息，发展了相应理论，并取得了许多实验结果. 

明确地提出一般原理并建立各种理论与所观察到的效应之间的内在联系这有 

助于史深刻地理解科学发展的实际状态，正确地评价已经取得的和正在发展的科学 

成就，自如地驾驭所获得的丰富的信息.所有这一切都是科学进一步发展的基础因 
而是非常必要的. ’ 

由我们引入并使用的那些概念和关系式只有在某些模型的范围内才具有确定而 

准，的意义，因为模型就是为了科学地描述和研究我们所关心的若干类实际现象而 

建立起 来的. 在阐述力学和物理学的基本原理时遵循上述原则是有益的，我们必须 

明确地强调这一点.空间、时间、力、温度、熵等基本概念无不如此.众所周知牛 

顿力学在量子力学所描述的某些相互作用中毫无意义，仅有牛顿力学也远不足以描 

述复杂的现代连续介质模型中的力学相互作用.熵和温度这些“普适”概念在分析 
力学模型巾就义也无臟 

因此，脱离模型就不能讨论那些基本的概念和规律，无论模型的涉及面是宽还 
是窄，也无论模型已经被明确引入、可能被引入还是以隐含的、潜在的方式存在于理 
论和实验观 察中. 如果忽视这一点，过分地推广并脱离问题的本质，在讨论力、熵等 
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概念的意义时就可能出现纸上谈兵的 情况. 在一些正确引入的确定模型下，既可以 
实现必要的明确性，也容易消除出现的 误解. 但是自然，所有模型都只是近似地在某 
一 方面反映实际情况，所以模型的精确化和复杂化，建立新模型或在已知的意义下 
简化已有模型是关系到科学进步的不断进行的过程. 她 

显然，无论从已有的应用来说，还是从将来的研究和应用前景来说，学习力学对 
学生而言都有特别的好处. 此龄 ftm 》# 锻躲常 非边辟 

因此,在高等院校的教学中引入连续介质力学课程，并把它作为热力学、电磁场 

理论、流体力学、空气动力学、弹性力学、塑性力学、蠕变力学等物理学和力学分支 

的共同基础，其必要性在最近一些年已经明显地显现 出来. 尽管物理学和力学的上 

述分支初步看来各不相同，但它们的共同点和不可分割的联系使我们不得不把这些 
分支看作一个统一的整体. 

本连续介质力学教程就是在上述观点下，根据作者多年来在国立莫斯科大学授 
课的讲义写成的，最初曾经在 1966—1968 年在小型胶印机上印刷出版. 

本书由2卷 组成. 第一卷讲述普适的数学方法和概念以及热力学和电动力学的 
基本原理.作者希望，对热力学和电动力学原理的简要叙述并非仅对力学领域的专 
家才有 益处. 在第一卷中还建立了基本物理方程、强间断面附加关系式以及初始条 
件、边界条件和其他一些条件，此外还给出了近似方法的一些重要性质，例如与问题 

的线性化相关的一些性质.总之，第一卷为建立具体的连续介质模型打下了基础，还 
揭示了用来提出具体问题的典型概括方法. 

第二卷研究流体力学、空气动力学、弹性力学和塑性力学的具体模型和理论，并 

在经典模型的范围内给出了一些典型问题的解，建立了对多种运动和过程都成立的 
一些最重要的规律. 

本书之所以在叙述时采用以演绎为主的风格并对材料进行相应选取和安排，是 

为了尽量给出连续介质运动理论的逻辑框架，并达到以下主要 目的： 利用最少的实 

际信息和实际应用价值最重要的一些最简单的实例，为读者创造适宜的环境来详尽 

地理解连续介质力学原理的本质，使读者了解在连续介质运动中出现的一些主要的 

已知 效应. 换言之，我们尽量用最少的必要信息使读者获得最多的理解. 

本教程不包含流体力学和固体力学中的某些非常重要的分支，因为除了一般的 

连续介质力学课程，还有一些后续专业课程和其他文献更加详细地发展了相应理论 • 

例如，书中不涉及下列 问题: 液体和气体的平面运动理论，气体的非定常运动理论，液 

体表面重力波理论，更加详细的量纲分析与力学相似理论，边界层理论，湍流，详细 
的塑性力学和蠕变力学， 等等. … n 

B - B . 罗赞采娃和 M .9. 埃格利特在我的课上记录的笔记是本教程的原形：在 
撰写和编辑全书的过程中，我们进行了卓有成效的讨论，正是在他们的大力协助下， 
内容才得以完善.我特别感谢 B.B. 罗赞采娃和 M.3. 埃格利特，他们的大量工作 
保障了本教程的 出版. 在撰写流体力学和弹性力学平面问题的相应章节时分别得到 
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了 B . IL 卡尔利科夫和几几伊夫列夫的大量帮助，我对此深表感谢. 

在撰写和编辑关于气动机械和水力机械一般理论的部分时，我得到了 r . M . 巴 
姆一泽利科维奇、 r . K ). 斯捷潘诺夫和 A . H . 切尔克兹的许多帮助，我真诚地表示 

® 谢. . 毀啪调彿不典逛班举 I 蛾 

在准备本教程最初的胶印版本时 ， E M 斯韦什尼科娃和我的其他许多同事和 
学生完成了大童工作,我也非常感谢他们的帮助. : : 

^连续介质力学的参考文献列于第二卷最后 Ulf 中举薄 ，$@ 
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在本教程最初几版问世后的10年时间内，连续介质力学的一系列基本理论取得 
了显著的进展.因此，在本教程的新的第四版中补充了一些内容，完善了多处文字的 
表述，还从方法论的角度给出了一些说明，这应当有助于在现代水平上更清晰地理 

_掌握问题鏞_ 中卜 浊琎十悚教式许两 w 

例如，使用本教程讲授连续介质力学的经验表明，通过书中所采用的明确引入基 
矢量的方式来定义矢量和张量的概念，这完全符合问题的本质，因而不但不会引起任 
何困难，反而特别有助于读者和学生在最短时间内正确而全面地掌握大量儿何、物 
理和力学理论的本质. 兔 . a :押变不友 统穿具 h 全避 媒变 餒讲換 .中条货 

根据所需要的详细程度，在书中不仅强调了引入随体坐标系和完全任意的观察 
者参考系的必要性，还强调了与此相关的自然定律协变性的概念.值得再一次指出, 
力学和物理学的基本方程相对于以任意方式运动和变形的任意参考系具有协变性， 
并且这种性质不是像某些人认为的那样只对广义相对论中的相应坐标系才成立，它 
对牛顿力学中的坐标系也同样成立.必须加以注意的仅仅是关于时间和空间的相应 
一些公设以及在某些情况下（如在牛顿力学中）选取出来的一些参考系，例如全局的 
或局部的惯性系，这些参考系不仅被用来建立方程和提出问题.而且被用来引入类似 
于“绝对加速度”的一些物理量.在相对论中也可以借助于局部固有惯性参考系的 
选取来引入类似的物理量，在一些个别实例中还可以像在牛顿力学中那样利用全局 
参考系来引入类似的量. 徽 

例如，如果把绝对加速度和按照定义具有重要物理意义的所有对时间的导数都 
通过任意运动的参考系中的相应一些量表示出来，则牛顿力学中的所有方程都将具 
有协变形式.对于相对于惯性参考系的加速度矢量;用公式 : 通4 
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式中是所研究的物质点 M 相对于任意的运动参考系的加速度矢量， a e<)n 是运 
动参考系中的在给定时刻与点 M 重合的点 AT 相对于惯性参考系的加速度矢量，而 
a add 是因为点 M 的相对运动速度以及牵连运动的涡张量和应变率张量而产生的附 
加的广义科里奥利加速度矢量.在一般情况下，牵连坐标系在这里起主要作用 1》 .在 
个别实例中，例如在平面运动或直线运动等情况下, 一 般公式 （1) 中的矢量可能在专 
门选取的坐縣巾具有棚的贼. 

在使用公式 （1) 和标量、矢量、张量特征量的类似公式的时候，无论是在相对论 
中，还是在牛顿力学中，所有方程都具有协变形式.其含义是，对于每一个给定的现 
象，所有物理关系式都能够在任意选取的坐标系中借助于同样一些张量公式写为一 
种普适的形式.这些公式含有度规张量的分量，度规张量的分量是坐标的函数，而坐 
标在使用不同坐标系时是各不相同的. 


不过，相对论、牛顿力学以及一般任何理论中的协变性并不意味着不同观察者 
都以完全相同的方式感受物理现象.在任何参考系中用展开的分量形式具体写出的 
协变方程与所研究的现象和固定的观察者都有密切的关系，这些方程还强烈地依赖 
于所使用的具体坐标系！这不仅体现在理论中，而且体现在观察者所获得的实验结 

果中. I ■ 1 中鉍四第 tmn 轉 ft 本洛 ■ 


除了协变性的概念，还可以引入形式不变性的概念，这时用分量形式展开写出 
的所有方程对于彼此相对运动的、与不同坐标系相联系的不同观察者而言是完全相 
同的.换言之，我们所讨论的是使所提出的物理关系式的所有数值函数保持不变的 


一 些坐标变换.在一般情况下，只有一些专门的变换才满足形式不变性. 

众所周知，在牛顿力学中，伽利略一牛顿变换在全局具有形式不 变性； 在狭义相 
对论中，洛伦兹变换在全局具有形式不变性 2 );在广义相对论中，任何有限的洛伦兹 


变换仅在四维伪黎曼空间中每一点的局部具有形式不变性. 


实践表明，上述讨论对于构建介质和场的各种模型是有益的. 


目前，在宏观热力学教材中已经包含了不可逆过程和非平衡过程的一些新的模 
型，因为我们必须重新认识已有的传统和概念.有鉴于此,在本教程第一版和此前的 
其他版本中，在相应一些地方给出了更加明确的说明.在本书这一版中，在某些表述 
中补充了-些新的更加详细麵明.神 ㈣ 卞顧） 

A.r. 库利科夫斯基和 M.9. 埃格利特参加了这类讨论，他们非常成功地为莫 
斯科大学的学生讲授了连续介质力学课程（并且对热力学和其他一些章节做出了重 
要的创造性贡 献). 这一版中的部分改进内容就反映了他们的一些建议. 

作为力学和物理学的分支，磁流体力学和电流体力学最近一些年来获得了广泛 

】）参见： CeAOB JI . M. O CJlOHieHMM OTHOCMTeJILHO Ae 中 OpMlipyeMUX CHCTeM OT- 

CMeTa . nMM , 1978, 42(1): 175 — 177 (Sedov L. I. On the addition of motions relative to deformable 
reference systems. J. Appl. Math. Mech” 1978, 42(1): 181 — 184). 

2 ) 伽利略一牛顿变换和洛伦兹变换具有不同的公式,这些公式在笛卡儿坐标系中非常简单，也 
容易在任何坐标系中写出这些公式^ # “ a ， •… 
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发展和大量应用.本书对电动力学中有关建立有质动力矩方程和建立磁流体力学模 

型、电流体力学模型的部分进行了大量补充 • 

在第二卷中扩展了在考虑有限变形和各种应力张量的条件下建立非线性弹性体 
模型的一般热力学理论. 

在第二卷第八章§19中也进行了相应补充，这一节研究液体中的气泡和蒸汽泡 
在考虑液化和气化时的非定常运动理论. H . C . 哈别耶夫为此提供了重要帮助，我在 
此深表感谢. 

在第二章§5中补充叙述了费米坐标的构造方法. 

在第一卷382—385页给出了基本变分方程的一个新的解释，该方程可以视为广 
义的能量变分 方程; 在370页对张量函数的概念进行了推广. 

就像在前面几版的出版过程中那样， B . B . 罗赞采娃和 M .3. 埃格利特为编辑 
和检査全文付出了大量劳动， A . r . 库利科夫斯基也进行了大量工作，我对他们深表 
谢意. 


JI . M . 谢多夫 
莫斯科， 1982 年 9 月 
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第一章绪论 


藥七连蜗介貭力学的内 “k mm 

连续介质力学的内容连续介质力学是 力学的 一个庞大的分支，研究气体、液体 1} 和 

制 :; 、.私 . 窄镩 ㈣ 射爾 m -诫偷麵亚乘 

理论力学研究质点、离散质点系和刚体的运动，由此发展出来的方法和结果是 

连续介质力学的基础和工具.连续介质力学研究连续地充满空间的物体的运动，物 

体诸艘 射麵施額今麵簡.額^發 

除了诸如水、空气或铁块的普通物体，在连续介质力学中还研究一种特殊的介 
质一场，如电磁场、辐射场、引力（重力）场等. 

在研究自然现象和解决大量技术问题的过程中，我们会遇到各种液体、气体和 
可变形固体，其运动是多种多样的. 

对于变形体的许多运动，我们只利用个人在日常的一些基本经验就可以在必要 
的程度上加以控制.通过日常生活中的观察，我们在头脑中会有一些合乎实际的感觉 
和“真实合理的看法”，从而使我们经常能够正确地预言和制造所需要的力学效应. 

然而在复杂的情况下，我们就需要对已有的经验进行特别的积累和总结，需要 
专门的方法进行理论上和实验上的研究.这些研究使连续介质力学作为一门科学产 

许多与变形体运动有关的重要的实际问题，其解决方法是我们每个人都能立刻 
指出的，这样的例子不胜枚举.比如，怎样把水从一个容器倒入另一个容器，怎样保 
存房间内的热气，怎样躲避风雨，等等.与此同时，也存在其他许多只有用专业知识 

” 在下面的译文中经常把气体 （ ra 3) 和液体 ( jKMAKOCTt ) 统称为流体.此外，俄文 JKMAKOCTb 一 
词将根据上下文的意思译为液体（仅指液体）或流体（对液体和气体均适用). 一 译注 
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才能回答的问题.例如，容器中的压缩气体从小孔溢出的速度是多少，气旋在大气中 
如何运动，怎样减小空气对飞机或者水对船只的阻力，怎样用金属材料建设高度达 
500米的电视塔和桥墩间跨度上千米的大桥，增加或减小飞机螺旋桨的直径有什么 
后果,炸弹爆炸时的压强分布和空气运动有何规律，等等. 

我们立刻指出，还存在着大量题目，用已知的实验和理论的方法尚不能给出我 
们所希望的满意的答案.解决那些新的有学术和应用价值的复杂问题，.以及那些对其 
研究能够促进科学进一步发展的课题，是目前科学研究工作的内容. 

这里列举一些亟待解决的新 问题： 降低以100 m - s - 1 量级的速度在水中高速运 
动的物体所受的阻力，产生并保持上百万度高温的等离子体，査明高压髙温下材料 
行为的特性（考虑塑性、蠕变等现象)，确定爆炸时作用于建筑物的力，研制髙超音速 
远程客运飞机，解释大气层中空气的一般环流，天气预报，研究动、植物体内的力学 
过程，星体演化问题，解释太阳上的现象，以及太空和宇宙学的其他一些问题. 

尽管在某一方向上的研究工作密切关系到并决定了该方向上的科学和技术的进 
步，但是在目前，与精确的科学数据相比，设计师和工程师从丰富的经验中发展出来 
的“真实合理的看法”，他们的才能、直觉和力学的“嗅觉”仍然在技术中起着巨大 
的作用.不应当认为一切制造出的汽车、飞机、.轮船等都可以计算出来,所有 细节都 
能够预先分析好.即使是现在，许多制造的进行也还是像一千多年以前古斯堪的纳 
维亚的海盗造船一样，那时候作为萌芽状态的力学科学都不曾存在，但是海盗造出 
的船只已经具有良好的航海性能. . 

• 馨 • I 

与此同时，现代技术的发展已经使技术离不幵科学，离不开积累起 来的系 统化的 
经验.同样，现代化生产没有相应的机械化，技术的发展不以已有的科学为基础，都 
是不可想象的. 


连续介质力学的一些 
问题 


一 些被深入钻研的连续介质力学问题列举如.下. 

流体对在其中运动的物体的作用问题.流体作用于物体 
的力决定于流体的运动，所以研究物体在流体中的运动与研 


究流体的运动有直接的联系.，伲进这个问题发展的特别因素是关于飞机、: S 0. 机、飞 
艇、炮弹、导弹、轮船和潜水艇运动的技术课题，以.及研制各种诸如水和空气中的螺 
旋推进器等动力装置的题目*. 

, s 


流体沿管道以及更一般情况下在各种机器内部的运动.在这些问题中> 具有基 
本意义的是流体与流动边界的相互作用规律（例如运动或靜止固壁的阻力值)，速度 
分布不均勻现象，等等.这些问题对于煤气管、输油管、泵、涡轮机和其他水力机械 

的设计具有直接的价值. •、 

9 • ， • 

渗流是液体经过土壤和其他多孔介质的运动.例如，土壤中总可以观察到 水的运 
动，这种运动在建造各种建筑物（堤坝、桥墩、水电站）的地基，开凿地下隧填等: J ： 程 
中必须加以考虑.渗流在石油; C 业中具有重大意义 . ^ 

流体静力孥研究流体和浮在流体内部或寒面的物体的平衡，以及在牛顿万有引 



. 连续介质力学的内容和方法 

力作用下处于平衡状态的旋转流体的形状 A - 

波的运动，如波在固体中的传播.海洋表面波，船只运动所产生的波，波在水渠 
和江河中的传播，潮汐，地籐波，声波，各种介质中噪声的一般问题，等等.我们周围 
的环境（液体、气体、固体和各种场）总是处于振动状态，各种扰动随着时间沿空间 
传播. 显然，这些现象在我们的生活中起着非常重要的作用，它们是解决大量技术问 
题狀以14 哉羝 咪职内兴:溆迕 用玢博 谢出啪擗林嫌合衆喪播诔朗 
气体在爆炸、爆漤和燃烧过程中伴有化学反应的非定常运动，如气体在活塞发 
动机汽缸或喷气发动机燃烧室内的运动 麻# 大铖啪抖树棘林李千关 

保护固体在髙速进入大气层高密度区时不被烧毁，保护其表面不被严重烧熔. 

流体的湍流运动理论.所谓湍流，实际上是指流体的一些非常复杂的具有随机 
性质的无规则运动，这些运动在某些平均的有规律的过程附近 振荡. 从应用的观点 
来看,这种运动在我们所讨论和提出的问题中极其重要.不论是在星体和星云上，地 
球大气层中，河道和水渠中，还是在管道以及其他各种工业建筑和机器中，气体和液 
体的绝大多数运动都具有湍流的性质.由此可见，用来研究湍流的理论和实验是非常 
重要的.目前对湍流的研究对于理解这些复杂运动的本质的诸多特性和规律还远远 

mmiai 狀乳瓦跅 W 粉祺柝各砗東光繼®货掰涪31浙 KJHISC 6 播 w 赛龜避一 

被强烈压缩的流体的描述问题，其中要考虑介质在该情况下，特别是在高温下 
的复杂物理 性质. 有一些有趣而且重要的技术领域必须与受高压（上万甚至上百万 
个大气压）的物体打交道，如生产人造钻石,利用爆炸冲压某些结构的零件，以及其 
錐 HMMHi 鹚一鞟鞴 W 顶立缠: A 压♦扑工获释量大 T 膊出轚聆荦呔 轉主淑 K 擻 

另一方面，超稀薄气体中的一些现象也很重要.在实验室、宇宙空间、行星和恒 
星大气层中的强真空的情况下研究与介质运动有关的各种不同过程，也要应用连续 

磁流体力学问题和被电离的介质——等离子体——在与电磁场的相互作用下的 
运动的研究，目前在认知上和技术上都具有头等重大的意义.例如，在制造磁流体发 
电机时就需要研究这些现象，因为等离子体的动能在发电机内部直接转化为电能.我 
们还指出，热核能源应用问题的解决与髙温等离子体在强磁场中的特性这一问题的 
解决是密 u _ 虹燔武汾驗哉些一丁出焚爾激尽 

预报天气的科学——气象学——在很大程度上研究空气在地球大气层中的运动， 
是连续介质力学的一个重要领域，它密切关系到物理学的许多其他分支. 

天体物理学和天体演化学的基本问题是在连续介质力学的范畴内进行研究的， 
其中包括恒星的内部构造及其光球的构造，星云和宇宙云的运动，变星的爆发和爆 
炸，造父变星的振动等问题，以及星系的发展，宇宙的构造和演化这些基本问题. 

连续介质力学的一大部分内容研究可变形“固体”的运动与平衡.弹性力学是 
建造所有类型的建筑物和制造各种机器的基础.当前，研究物体的复杂弹性性质和 
非弹性效应的力学分支具有越来越重大的意义.非弹性效应包括塑性和蠕变.塑性与 
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出现残余应变有关，蠕变则与应变在外部载荷不变的情况下逐渐增加的现象以及机 
器部件的耐热性有关（各种结构长时间工作后都会出现蠕变现象，而在高温下工作 
时该现象会在短时间内出现). 

研究各种类型金属的疲劳现象和物体在运动和平衡过程中的记忆现象具有重大 
价值. 

随着新型聚合物材料的出现和使用，必须考虑其内部物理结构，这种结构可以 
在实际应用过程中发生变化. 

最后，关于多材料构件的耐久性和破损的一般问题的工作具有重大意义.这个 
重要的应用课题至今还没有明晰的满意的答案. 

还可以列举出关于各种类型混合物的运动的力学问题，如沙子、雪和各种土的 
运动，合金、溶液、悬浮液和乳浊液的运动，含聚合物的液体的运动，等等.还有空化 
问题，其特点是小气泡和充满气体和液体蒸气的大空腔不断在运动的液体中产生和 
消失 • 

需要特别强调的是，近来化工企业中生产工艺问题的解决，也是以相应连续介 
质运动的力学研究为基础的. 

一些重要的新的现代理论正在研究强激光束与各种物体的相互作用，如非线性 
光学问题,运动物体与电磁场的相互作用问题.这种宏观尺度下的相互作用与量子力 
学范畴下才能描述的一些效应密切 相关. 当物体在极低温度下运动，或者其运动要考 
虑磁化和极化作用的时候，在对物体相关宏观性质的描述中有类似的情况. 

最近在生物力学领域出现了大量研究工作，正在建立可以解释一些生物现象的 
力学模型，如信号沿神经的传导，病毒、细菌及其他微生物在各种介质中移动的机理, 
鱼类的游动，等等.已经建立了描述动物体中血液运动和肌肉收缩的模型. 

连续介质力学的方法本教程是连续介质力学的理论教程，讨论用于研究变形体运 

+ 7 动的数学方法，其特点如下. 

首先引入一系列概念来表征并唯一地确定连续介质的运动.在定义这些概念时, 
要使用数或其他一些数学概念.例如，这样的概念可以是速度场、压强场、温度场、 
环量，等等.我们将在以后了解描述连续介质运动的这几个量以及其他特征量. 

在连续介质力学中详尽地研究出了一些把力学问题化为数学问题的方法，后者 
是指利用各种数学运算求解某些数值或函数. 

此外，连续介质力学最重要的目标是确定变形体运动的一般性质和规律.我们 
将在以后了解许多关于流体对其内部的运动物体的作用力的定律，建立对多种重要 
而广泛的运动类型都成立的压强与速度之间的关系，阐明外载荷与由此产生的变形 
之间的关系. 

还应当指出，通过数学运算求解连续介质力学具体问题的过程本身通常也属于 
连续介质力学的范畴.这是因为，用数学方法表示出来的连续介质力学问题即便在最 
简单的情况下一般也非常困难，用现在的数学工具无法有效地求解，所以不得不利 


用各种力学的假设和手段来改变问题的提法，然后求出近似解. 

在连续介质力学的影响下，数学的许多领域得以蓬勃发展.例如，连续介质力学 
对复变函数论的某些分支、偏微分方程边值问题、积分方程等都产生了巨大的影响. 

在考虑力学和物理学中其他领域的一些问题时发现，这些问题可以与连续介质 
为学中的某些问题进行有益的类比. 5 m 交 “ insu 、 货 Ti 抑 指丄 虱丰心 

此外,连续介质力学的不同问题及其数学研究方法在许多情况下有紧密的联系. 
例如，对流体沿管道运动的研究可用于解释机翼附近流体运动的某些基本现象，机翼 
绕流问题的求解方法与液体在土壤中的渗流问题的数学解法有许多共同点，气体沿 
管道运动理论的许多结果原来可以用来研究水渠中水波运动的各种问题，等等 
我们在开始阶段暂不考虑上述题目，因为首先需要学习许多具有一般性质的力 
学和数学 知识. 读者在最初不会感觉到他已经在研究与自然界和工程技术中实际发 
生的现象有关的问题，甚至不会感觉到他正在向这样的目标前进 • 作为对这种状况 
的补偿，可以阅读关于连续介质力学历史发展的文献.连续介质力学的数学方法经 
过了一百多年才被成功应用于解决流体运动理论中的实际问题 • 

本教程给出了连续介质力学的基础知识，这些知识对于专门研究各种具体问题 
是必要的和充 分的. [ u 漪，!消:汰対-下芽 

§ 2 . 基本假设 

(A) 实际物体的结构和连续性假设些： 肀学次 敢 介甲裘 

研究物体的运动必须以该物体的实际性质为基础.我们知道，所有物体都是由 
各种分子和原子组成的，物体有时还可以处于电离状态，即组成物体的微粒是电子、 
离子（带有多余电子或失去电子的原子和分子）和中性粒子.下面列出物理学中关于 

基本粒子的 I 窜匕:七::; J 彷.巧： 

基本粒子的有关数据 原子核半径的量级是 10— 13 cm, 氢分子半径为 1.36 x 10- 8 cm, 

可见原子核半径远小于分子 半径. 但是，物质的主要质量却 
集中在原子 核内： 电子质量为 9.1066 x 10- 28 g, 而质子质量为 1.6724 x 10_ 24 g. 

在通常条件下（在海平面高度上，当温度为 0 °C, 压强为 1 atm 时)，每立方厘米 
空气中含有 iV = 2.687 x 10 19 个 分子. 在日常的工程技术中，长度的测量精度经常不 
及 10- 3 cm. 即使取边长为 10_ 3 cm 的立方体,其中也含有 2.687 xlO 10 个分子.现在 
的飞机远远飞不到 60 km 的高空,在这个髙度上，大气分子数为 AT = 8 x 10 15 cm- 3 . 
在星际空间中充满极其稀薄的气体， AT = 1 cm -3 = 10 15 km** 3 . 与宇宙空间的特征 
长度相比， 1 km 的长度是很小的，所以星际空间中的气体也可以看作是一种在很小 

的体积讎騎錢錢，巧巧關 

月球没有大气层，那里 AT = i 0 ig cm' 3 , 比地球表面的值小 27 亿倍.在地球的 
实验条件下，如此强的真空实际上是得不到的.在这样的真空下,互相接触的物体在 
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7 x 10^ 4 


多数情况下会发生熔合： . 

对于铁 （ Fe )， = 8.622 xlO 22 cm ' 3 , 密度 p Fe ='7.8 g * cm -3 , 核物质密度 u Fe « 

1.16 X lO 14 g . cm -3 , 故 P F e/^ nU cl. Fe ~ 7 X 10 "' 4 * 

我们看到，物体所占的体积实际上远远大于组成物体的物质本身所占的体积.所 
以，从本质上讲，所有物体都是“空的”，而在物体所占空间中，即使实际上很个的体 
积内也总包含有大量粒子. 

原子和分子总是处于无规则运动状态. 


在大气的通常条件下，氢分子的平均速度 w mean = 1692 m • s - 1 (大于现在客机 
的速度).分子总在互相“碰撞”.在上述条件下，氢分子自由程 /.= 1.12 x 10- 7 in , 
而对于氧分子 , '^mean = 425 m - s ^ 1 , 1 = 6.5 x 1 CT 8 m ， 即一个氧分子每秒钟会发生 
6.54 x 10 9 次 碰撞. 


粒子之间有确定的相互作用 .. 在稀薄气体中，这些相互作用只与 
碰撞有关在液体和固体中，分子间的距离较近，它们之间力的相 
互作用或者量子的相互作用都很重要. 

使物体具有强度和弹性的力具^•电的本质.粗略讲，这些力可以归结为库仑 
力以及磁元之间的相互作用.至于核力和弱相互作用力，它们仅在核反应过程中才 
表现出来，这时粒子在近距离上发生相互作用.使粒子接近到这种程度需要极高的 
•能量，只有在温度达几百万度以上时，粒子的无规则热运动才能提供这么髙的能量. 

只要知道粒子之间相互作用的电磁力，就可以建立可变形固 
体理论，所以电动力学对我们是很重要的 • 为了模拟实际的 
物体，我们引入一些抽象的概念，这就必须考虑物体在结构 
上的各种特性.物体可以处于气态、液态或固态，可以具有晶体结构，也可以是各种 
状态的混合物.当温度升高时，.还会出现物质同时表现为气态、液态和固态的情觅. 

除了结构，物质的属性以及混合物、溶液、合金的组元的性质也有重要意义. 


在许多情况下会产生这样的力学问题，这时要考虑运动物体的组成部分及其相 
对成分在性质上的变化,,例如伴随核皮应和化学反应，包括燃烧、离解、复合、电离 
等过程的气体运动问题. 

在研究物体的运动时，相变过稈可能有重要的意义,这些过程包括凝结、汽化、 
熔化 、凝固 、衆合、重结晶等等. 

4 • 

在研究连续介质的运动时必须引入内应力.物体具有离散的分子结构，任一寧 
面上的内应力是以下作用结果的统计平均，它们既包括位于该截面两侧的分子之间 
的直接的相互作用，也包括因分子热运动而导致的经过该截面的宏观动量输运过程. 

气体具有黏性，这是因为分子热运动使相邻气体微元的宏观运动相同.所以，物 
体中的内应力的性质决 定于： 物体的分子结构，分子友原子之间只有在极近的距离 
上才能表现出来的 相互作 用力，以及以温度为标志的热运动. 

类似地可以解释热传导现象.互相接触的任何两个相邻介质微元之间，或者通 
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过碰撞，或者直接通过高速分子和低速分子的交换，都会发生能量的交换，这导致温 
度所标志的分子热运动能量的统计平均備敷氏跸 w f I 凇辦啪掛 it 分不 
混和物中不同组元扩散的机理也可以用热运动所导致的分子混合这一分子动理 
过程来解释. . immmn . \ 

对辐射现象的描述要复杂一些，这是由于分子、原子或原子核系统中能级改变 
的量子效应，以及带电粒子的加速运动而导致的.辐射现象可以视为发射光子的现 
象，它在很多情况下与分子和原子的无规则热运动密切相关，并且对温度非常敏感, 
因为温度决定着粒子碰揸时可能激发出的能量.在研究物体在高温下的运动时，由 
于辐射能的耗损和散射过程总是伴随发生的，所以必须考虑由此造成的能量传递和 

极化和磁化现象与物体中基本粒子规则有序的排列有关，这些现象在物体的各 
种运动中也可能具有重要的意义 . r ---- :义宝 

在相对较低的温度下和其他一些情况下，固体、具有复杂分子结构的材料和密 
度极髙的物体，其内部相互作用的机理非常 复杂. 一般而言,在牛顿力学的范畴内无 
法解释这些现象.为了理解这些相互作用，在许多情况下必须利用一些量子力学的 

槪辘瞄 j 6_ sr 农基忘乂面较的零伏+奉曲 IS •莱 g 坐儿寺审樂二拥 

在上述现象中，通过深入分析微观的物理机理和基本粒子的性质来确立宏观的 

规律物理任 Mm 汶奂•两犮：!，脚大啪汝两芨扱班：1面_错埶离 m 时 

统计观占和 p # 索观占我们指出，分子的复杂结构和维持此结构的电磁作用力并非 

总是已知的尽管物体是由基本粒子组成的力学似乎应当 
在此基础上发展，但是由于基本粒子的数目过于巨大，而且不知道粒子之间的作用 

力，所以跟踪每个粒子的运动是不可能的. H 贫細基武:01炤而 f l 3 l 空供里武稱间 

对实际应用而言，只需要知道某些平均的，综合的，或者总体的特征量即可. 

在物理学中发展起来的统计方法就是研究物体力学行为的一种一般处理方法. 
在这种方法中，应用概率论的观点处理被研究的现象，并引入粒子系综的平均特征 
量. 统计方法总是关系到引入一些附加的假设，这些假设涉及粒子的性质和相互作 
用，以及这些性质和相互作用的 简化. 我们指出，在许多情况下甚至连建立这种方法 
的基本要素都不 存在. 即使该方法已经建立，它通常也不是解决问题的有效工具，因 
为相应的方程过于 复杂. 射 I ' Hpfl 逊较 洛饮淋 斑枣不夯，只 

研究物体运动的另外一种一般处理方法是以实验中得到的一般规律和假设为基 
础，建立唯象宏观理论.宏观理论是解决重要的实际问题的有效工具，由此得到的结 
果与盡符食擗公.护畤许衣 m •铒酢錘突砗常登果键拍 
本湛我们将在下面发展物体的唯象宏观理论.玢.艟誇啪间 

连续性 p 设我们来引入连续介质的 概念. 所有物体都是由单独的粒子组成的，然 

而，任何对我们来说有意义的体积内都包含有大童粒子，所以可以把 
物体近似地看作连续地充满空间的 介质. 我们将把水、空气、铁块等视为完全充满某 
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一部分空间的物体. 

不仅通常的物体可以视为连续 介质, 各种场，例如电磁场，也可以当作连续 介质. 
有必要进行如此理想化处理的一个原因是，我们在研究变形体运动时希望运用 
连续函数工具和微积分. * 


( B ) 空间和时间 


所谓空.间，是指由若干个数给出的点的集合，而这些数称为坐标. 

我们将考虑连续的度规空间.度规空间是定义了点之间的距离的空间， 
^ 例如通常的三维欧几里得空间就是度规空间，其中的点由适用于全空间 
的笛卡儿坐标系: r ， 仏 2给出，而两点 x l 5 仏， q 和別，％々之间的距离由以下公式 
定义: 


(xi - x 2 ) 2 + ( y 1 ~ y 2 ) 2 + (zi - z 2 ) 2 . 


( 2 . 1 ) 


欧几里得空间在任何空间中都可以引入适用于全空间的笛卡儿坐标系吗？为简单 

起见，我们讨论二维空间.显然，在平面上总可以引入适用于全平面 


的二维笛卡儿坐标系.在曲率不为零的球面上，这是办不到的，即在球面上无法引入 
这样的二维坐标系，使球面上任意两点之间的距离由公式 (2.1) 定义.这里两点之间 
的距离是指球面上通过这两点的大圆上这两点之间的弧长.在球面上，.只能在每一 
点周围很小的区域内引入笛卡儿坐标系.在三维度规空间的情形下，也不是总可以 
引入适用于全空间的三维笛卡儿坐标系. 


以后我们一般只考虑可以引入适用于所有点的笛卡儿坐标系的空间，这样的空 
间称为欧几里得空间，而以此为基础发展起来的力学称为牛顿力学.实验表明，实际 
的物理空间在不太大的尺度下可以非常精确地当作欧几里得空间来处理. 


绝对时间 


时间的概念与实验有关，这个概念在力学中是必须的.任何力学现象总 
要从某一个观察者的角度来描述.一般而言，时间可以与观察者应用的 


参考系有关. 


我们将认为，时间的流逝对于所有观察者都是一样的，不论观察者位于火车上， 
飞机上，还是教室内，即我们将使用绝对时间.这是一个理想化的概念，它并不能永 
远正确地描述实际情况.只有在不考虑相对论效应的时候，这个概念才是正确的. 

这样，我们将在欧几里得空间中考虑连续介质（亦称连续统）的运动，并使用绝 
对 时间. 总之，我们将利用上述三个基本假设来建立变形体运动的理论.以这些假设 
为基础的理论所给出的结果经常与实验相符，但亦有例外.在需要时，可以修正和推 
广所采用的空间和时间的模型.但是，所有进一步的推广都要考虑建立于上述基本 
假设之上的牛顿力学，并以此为 基础. 这些假设的本质将随着后面理论的发展而变 
得更加明晰. 
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§1. 用拉格朗日观点研究连续介质的运动 




坐标系运动总是相对于某个参考系（即坐标系）而确 定的. 我们使用坐标系来建立 

数与空间点之间的关系.三维空间的点对应 3 个数 z 1 , z 2 , 它们称为点 
的坐标.若某2个坐标值在一条曲线上保持不变，则该曲线称为坐标线（图 1). 

例如,若在某曲线上: e 2 = const , X 3 = const , 则该曲线定义了坐标线 x 1 . 坐标 a : 1 

的不同值磷定屮该坐标线上芣_的 w 7 
加的方向定义了该坐标线的方向.经过空间的 ，.乂 二二景 〆 


不在同一个平面上. 一 般而言，这3条切线组 ~ m _ 

成非正交的三 面体. | r - r 4 *! ； J : juJU ^ f lu x 2 y , 

坐标线 rr 1 , x 2 , rr 3 为直线的坐标系是直 

线坐标系，否则是曲线坐标系.今后我们将看 
到，从本质上讲，曲线坐标系在连续介质力学 fflL 

中是必须的广< 二;、幢^广 

我们规定， x 1 ， x 2 , d 表示任意坐标系的坐标，当然有时也表示 
坐标与时间的记号笛卡儿坐标， ^ XiViZ 只表示笛卡儿坐标^表示賴•鼠 

点的运动点相对于坐标系: r 1 , a : 2 , a : 3 运动，如果其坐标随时间变化 •. 

•: J/ . 丨： •、‘ 1 ..tTfff .Cl U ：- j t # m MltK • 艰 .31 取研 H 

d = 户 ⑷， i = l ， 2,3. (1.1) 

运动的点在不同时刻等同于空间中不同的点.如果函数 （1.1) 已知，点的运动就是已 
知的.函数 （1.1) 称为点的运动规律. 七？ 
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如何区分连续介质的 
点 


连续介质的运动连续介质是点的连续 集合. 按照定义，己知连续介质的运动，其部 

• 分含义是指组成连续介质的所有点的运动是已知的（研究连续介 
质作为一个整体的运动一般是不够的) 

为此，我们必须有一些规则来区分组成连续介质的单个的点, 
这些点在几何观点上是完全相同的.以后我们将看到，一般 
而言，在理论中应用的区分规则决定于这样的条件，它要求 
连续介质每个点的运动都满足确定的物理定律.例如，可以用连续介质诸点的初始坐 
标值来区分这些点.我们将用$ 2 , c 来表示点在初始肘刻化的坐标 D ， 而点在 
任何时刻的坐标则记为 o : 1 ， z 2 , 

由坐标 d ， 《 2 ,决定的连续介质的点，其运动规律可以写 
为： 


连续介质的运动规律 


工 1 =^ 1 ( C 1 , t)A 

x 2 = ^ 2 , ^ 3 , t ), | 或 y = ^(^ 1 , < e 2 , ^ 3 , t ). ( i .2) 

rc 3 = x 3 ^ 1 , ^ 2 , $ 3 , t),J 

与单个点运动的情况不同的是，这里的函数不是1个变量的函数，而是初始坐标 f ， 
^ 2 ,? 3 和时间 i 这4个变量的函数. 

在 （1.2) 中，如果 C 1 ， P，f 固定不变，而 f 是变量，则 （1.2) 给出连续介质的一 
个特定的点的运动 规律； 如果 A C 2 , f 是变量，而 f 固定不变，则函数 （1.2) 给出连 
续介质的点在该时刻在空间中的分布.如果 纟 1 ，《 2 , f 与 《 都是变量，则 （1.2) 可以 
视为确定连续介质运动的公式.函数 （1.2) 称为连续介质的运动规律. 

r 格朗日亦貝用以区分连续介质诸点的坐标 e 1 ， ？ 2 , P (或者，有时也使用这些坐 

标的确定的函数）与时间 t 称为拉格朗日变量. 

以后我们总是明显地或者隐含地以运动规律的概念为基础. 

为了一般性，我们指出，连续介质是诸点的集合，但它不一定是物体.比如，有时 
可以用平面上的点表示各种商品的价格，从而可以用连续介质运动学的方法来研究 
经济学中的价格变化. 

还有一种经常采用的做法是，可以研究物质点的各种运动状态在空间中移动的 
规律，而不是物质点本身移动的规律.例如在有风的天气,在麦田表面能观察到波的 
运动.我们可以说，‘麦穗的最大或最小高度在空间中移动，但麦穗本身并没有移动. 

因此，在运动学中，不仅可以把物体当作连续介质，还可以把抽象的几何对象当 
作连续 介质. 连续介质的运动可以受各种规律的控制.如果研究物体的运动，这个规 
律就是我们基本上已知的物理定律.如果讨论诸如价格的变化，这个规律则是我们 
现在刚刚认识的经济学的数学规律. 


1} 原文同时使用两套记号 a , C 与来表示点的初始坐标，译文为统一起见改为只使 
用后一套记号.——译注 
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表示运动规律的函数在研究变形体力学的时候，我们希望利用微积分这一工具，所 
的连续性 以我们假设连续介质运动规律中的函数是连续的，它们对所 

有自变量的偏导数也是连续的.这是一个相当一般的假设， 
但它同时也极大地限制了能够研究的现象的范围 .、 -k 

实际上，比如水被喷洒后，原来互相无限邻近的点在以后时刻将不再邻近.在运 
动规律连续的假设下，这类现象是无法描述的.以后我们将看到，在许多情况下必须 
弱化运动连续的假设并研究这样的运动，其特征量本身或者导数在某些单独的曲面 
上发生间断.我们将在以后讨论这种类型的间断，例如激波.不过我们指出，连续运 
动的理论是研究不连续运动的基础. 


表示运动规律的函数 
的单值性 


基于物理上的考虑，我们假设函数 d 《 2 , € 3 , t ) 在 

每个固定时刻£ = const 都是单值的.众所周知，这时雅可比 


A 


dx l 

W 

dx 2 

w 

dx 3 

w 


dx 1 

dx 2 

dx 3 

w 


dx 1 

w 

dx 2 

W 

dx 3 

W 


在某个有限区域内的所有点都不等于零.只要 △ / 0,就可以从式 (1.2) 解出 f ， 

《 3 ,麵它 ㈣ 他 u 卟&中…七领- 卞私 wAim ) 


、 ^ , ar . x 3 , t ). : K (1.3) 

单值连续映射的一般设物体在给定时刻《位于空间中坐标值为 rr 1 ， x 2 , z 3 的点所 
性质 组成的区域 D . 如果把坐标 f j 2 , 看作坐标: c 1 ， a : 2 , x 3 在 

另外某个时刻 k 的值，则坐标 P ， 《 2 ,就对应着化时刻空 
间中的某一区域 A ). 此时，运动规律 （1.2) 与 (1.3) 可以视为区域 D 与 D 0 之间的 
单值连续映射 t 

我们知道，这种映射的 
一般拓扑性质是，任何几何 
体 Vb 变换为几何体 V ，曲 
ffi 5 0 变换为曲面曲线 
L 0 变换为曲线 L , 而封闭的 
曲面和曲线分别变换为封闭 

的曲面和曲线（图 2). 例如 ，明 .. . n w 

体不能变换为点，否则违反图 2 .雜介质的 35 动在 ㈣ 时 ㈠ 1 ，〜 2 ’~ 

映射的单值 条件; 封闭曲线不能变换为不封闭曲线，否则违反映射的连续条件. 
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图 3.. 参考系 d 与拉格朗日随体坐标系《 2 , 


参考系连续介质的运动同所有运动一样总是相对于某个坐标系而确定的.我们引 

入坐标系 Z 1 , Z 2 , 0： 3 作为观察者的参考系来研究连续介质的运动，它可以 
任意选取.参考系是根据条件引入的，其选择取决于研究者.在实践中，它经常与地 
球相关联,但也可以与太阳、恒星、飞机、车厢等相关联.根据引入参考系的目的，它 
可以是运动的或者静止的. 

在牛顿力学中，研究相对于惯性坐标系的运动具有特别的物理意义. 一 个惯性 
坐标系相对于另一个惯性坐标系的运动是匀速直线运动.存在惯性坐标系（这密切 
关系到以下两个 假设： 物理空间是欧几里得空间，固有时间对于不同的点都是绝对 
的和相同的）是牛顿力学的基本假设 1 在牛顿物理学中，所有物理定律通常是在惯 
性坐标系中表述的，并且与惯性坐标系的选取无关.这就是著名的伽利略一牛顿相 
对性原理.在实际应用中，我们可以选取以太阳系的质心为原点的笛卡儿坐标系为 
原始的惯性坐标系.在这个坐标系中，可以认为遥远的恒星是静止的. 

与此同时，对于连续介质的运动，还需要引入随体坐标系.用于区别点 
的拉格朗日坐标 p ， C 2 , f 可以像坐标 o ： 1 ， /， d 那样看作是空间中 
这些点在区域 d 中的另外一种坐标，而相应的坐标系 f ， $ 2 , $ 3 就组成了该空间中 
运动的可变形的曲线坐标系，称为随体坐标系.这样，如果在初始时刻&在连续介质 
中选取某些由连续介质的点组成的坐标线（初始的拉格朗日坐标系)，则它们在下一 
时刻还将与连续介质的点一起组成随体坐标系的坐标线.不过，即使在初始时刻的随 

体坐标线选取为直线，它们在下一时刻一般也将变形为曲线（图 3). 

% 


0在狭义相对论中也假设存在通过洛.伦兹变换相联系的惯性坐标系，但是物理空间由四维伪欧 
几里得空间（闵可夫斯基空间，第四个坐标与固有时有关)给出.在该理论中，观察者在描述相对运 
动时也可以采用任意的运动坐标系. 

在广义相对论中，相对运动的任何坐标系都认为是等价的，物理空间不是给出的,而是在一定 
假设下定义出来的.这些假设 包括: 物理空间是四维黎曼空间，狭义相对论定律成立于小的区域. 

饶有趣味的是,解决相关问题得到的结果表明，拓扑意义上多连通的空的（不含质量与电荷的) 
黎曼空间从已知的意义上讲类似于带有引力场与电场（产生于空间中的质量与电荷）的欧几里得 

空间， 参见 ： YnJiep rpaBHTaiiHH, HeflxpHHo h BceJieHHaH. MocKBa : M3^-bo mhoctp. jiht m 
1962 (Wheeler J . A . Neutrinos , Gravitation and Geometry . Bologna ， I 960), 


. 用拉格朗日观点研究连续介质的运动 
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因此，如果考察与连续介质的点联系在一起的坐标系，那么它将随着时间的推 
移而发生变化.在任何给定的时刻，我们都有权选择这样的坐标系，但在此后的时刻， 
该坐标系己经不再受我们的控制，因为它已经被“冻结”在介质中，并与之一起变形. 
这种被冻结在介质中的坐标系就是上面定义的随体坐标系.连续介质所有的点相对 
于运动着的随体坐标系总是静止的，因为其坐标《 2 , f 在随体坐标系中保持不 
变.然而,该坐标系本身却在运动，其坐标线不断伸长或缩短,并变得弯曲.随体坐标 
系的概念是理论力学中刚体的固连坐标系向连续介质情形的推广 

每当我们讨论连续介质运动的时候，都必须区别介质中不同的点，因此必须使 
用拉格朗日坐标.所以，在研究连续介质运动时总是认为，既存在用来确定运动的参 
考系: T 1 ， 0： 2 , X 3 , 也存在随体坐 标系 .• 乂: •' 

把 f d 2 , f 与 《作为独立变量来使用，这就是研究连续介质运动的拉格朗曰观 
点.因此，这个观点在很大程度上是以单独描述连续介质每个点的运动过程为基础 
的.这样的描述在实践中常常过于详细和复杂，但是在表达物理定律的时候，我们总 
是这样处理. 

为了描述连续介质的运动，除了运动规律，还必须引入某些其他概念，例如连续 
介质诸点的速度与加速度的概念. 




设连续介质某点在时刻《位于空间点 M , 而在时刻 t 位于点 M '， 且 
MM 7 = Ar. Ar 是连续介质的点在时间内的小位移，它具有方向.如果 
能在空间中引入径矢 r (这在欧几里得空间中总是可以做到的)， Ar 显然就是该点的 
径矢增量. , 

在非欧几里得空间的情况下,相应两个无穷小量 Ar 与之比在 — 0时的 
极限，或者在欧几里得空间的情况下，连续介质的点相对于参考系的径矢对时间的 
偏导数 dr/dt, 称为连续介质的点的速度.速度矢量将用黑体字母 V 来表示. 

径矢 r 一般与用来区分连续介质的点的3个量彳 1 ， f 和时间 t 有关.速度 
是对连续介质单独的点计算的，这时《 2 ,固定，所以取 r 对《的偏 导数： 

dr 辨 

、 v = 瓦.％ ... 

速度是相对于参考系计算的.显然，介质相对于随体坐标系是静止的，所以相对于随 
体坐标系的速度永远等于零. … 


基矢量 


经过空间的每个点有3条坐标线，所以在空间的每一点 M (: r 1 ，： r 2 , a : 3 ) 可 


以考虑具有方向的线微元 An , Ar 2 , Ar 3 , 它们从点 M 出发，分别与点 
Mi ( x l Ax 1 y x 2 , x 3 ), Af2 ( x 1 , x 2 -h Ax 2 , x 3 ), M3 ( a ; 1 , a ; 2 , x 3 Ax 3 ) 相连.在空间 

D 显然，对于包括观察者的参考系在内的任何坐标系，总可以引入一个假想的理想化介质，对它 
而言血坐:系是随体里稼装 ^ 

对同一介质可以引入不同的随体坐标系.因此，有时要区别观察者所在的参考系与他正在使 
用的坐标系这两个概念，前者是某一不变的对象，而后者对于给定参考系中的观察者而言可以是 
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的每一点可以取比值 An / ^或 An/Ae (当 — 0或△夕 — 0时）的极限，它 
们显然是沿相应坐标线在点 M 的切线方向的矢量.在欧几里得空间中，这些极限是 
r 对相应坐标的偏导数.如果把^或△疒理解为沿相应坐标线的弧长，则 dr / dx \ 
dr / dC 是单位矢量. . 

引入记号 D 

# 

dr dr 

_ = e “ 豕=〜 （1.4) 


q 与 & 分别称为参考系与随体坐标系的基矢童.如果坐标系: r 1 ， z 2 , d 是笛卡儿坐 
标系，则可以使用记号 ej = i ， e2 = ：/, e 3 = fc , 其中 i, j ， A; 分别是沿 zu 坐标轴 
的单位矢量.如果坐标系: r 1 , z 2 , x 3 或 f 是曲线坐标系，则 q 与匕在空间 
中不同的点是不同的，一般而言,它们在空间中的每个点组成非正交的三面体. 


速度的分量 


连续介质点的无穷小位移 MW = Ar 可以通过点 M 处的基矢量 ei , 
e 2 , e 3 分解： 


△r = △ a : 1 e 1 + Ax 2 e2 + △: c 3 e3 ， (1.5) 

式中 Arr 1 ， Ax 2 , Ax 3 为位移 Ar 的分量.分解式 （1.5) 可简写为 

s 

3 

Ar = ^2 Ax 1 a = Ax l ei , (1.6) 

t=l 

并且在最后一个表达式中省略了求和号以后我们通常省略求和号/只要在类似 

于 （1.6) 的表达式中有2个相同的角标，_中一个是上标，另一个是下标，就理解为 
求和 2 ). 

时间增量对应于连续介质中的一个点在观察者所在空间中从点 M 移动到 
点的时间.用它除 (1.6), 在 — 0时取极限，根据连续介质的点的速度定义， 
得 


从而 


式中的下标0表示，导数是在用来区别连续介质中不同的点的参数 C 1 ， （ 2 , 不变 
时取的 • 量沪，#，称为速度矢量 t ; 在基 ei ， e 2 , e 3 中的分量，速度及其分量一般 


dr dx 


dt dt 


ei — v x ei = v l e\ + v 2 e 2 + v 3 e 3 , 


( L 7) 


dx 1 

dt 




dx 2 

~dt 


•3 




dx 3 

dt 




原文使用俄文字母 9 表示基矢量.——译注 
2) 此约定通常称为爱因斯坦求和约定，表示求和而成对出现的角标称为哑标.一译注 



与 e W 和亡有关: 


. 用拉格朗日观点研究连续介质的运动 


•- ”卜作 1 ， d <)，： • 

V 2 =作 1 ， e 2 , e 3 , <)， 

义：'乂、^ V 3 = v s (^f ^ 2 , $ 3 , t ). / ^*； ri •或祕細加❽ 

y - %^q f~% 

在以后的应用中，我们建立以下 记号： 带角标1，2, 3的字母 t ; 表示速度矢量 v 
在任何坐标系（有时也包括笛卡儿坐标系）中的分量，而字母 u , V ， w 仅用于表示速 
度矢量在笛卡儿坐标系中的分量，并且 U 表示 t ； 在: r 轴的投影， V 表示在 y 轴的投 
影，表示在2轴的 投影. 在笛卡儿坐标系中，介质点的位置由径矢 r 来 表示： 


而对于速度 V ，有 

即 


r = xi -h yj zk , 



u= d v = ( 乳’囉 ( S ) 〆 鍵娜 4 

矢量的概念我们己经引入了某些矢量，如速度％径矢 r ， 位移 dr . 究竟什么是矢 

量？矢量不是标量，但与此同时，矢量与标量都是与坐标系的选取无关 
的不变的 对象. 在定义矢量时经常说,这是被称为矢量的分量的 3 个数，它们在坐标 
系变换时以确定的方式进行 变换. 然而，这个定义并不充分，因为矢量总是在确定的 
基中给出的，所以在用分量定义矢量时，都应当指出确定该矢量的基. 

在笛卡儿坐标系中，矢量的分量与 i , j , fc 联系在一起，而在任意的曲线坐标系 
中，它们与基矢量^联系在一起，并且这些基矢量在空间中的每一点都发生变化. 
所以在曲线坐标系中，矢量的分量与该矢量所在的点密切相关，这不同于笛卡儿坐 

例如，当我们讨论速度矢量 V 的时候，在空间的每一点都应当考察量 v i ， 沪，# 
与基矢量 ei ， e 2 , e 3 , 并用 (1.7) 来确定矢量 v. 在给定的坐标系中，每一个矢量都可 

除了速度，还要考虑连续介质点的加速度 a , 它也是矢量， 



式中 a *= a *(^, t ) 为加速度的分量.与速度 V —样，加速度 a 也是对连续 

介质单独的点计算的.加速度的定义与给出运动规律 （1.2) 的观察者所用坐标系 z 1 ， 
#的选取有关， 坐榇系 X s 可以是运动的 . 1 
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必须指出，仅仅在笛卡儿坐标系中才成立关系式 

, dv l 2 加 2 3 加 3 

" =1， 江 。 

它们在曲线坐标系中不成立.实际上，加速度矢量定义为速度矢量对时间的导数, 
a = [dv/dty v ,所以在计算加速度的分量时必须注意，介质的点随着时间的流逝而在 
空间中移动，但曲线坐标系的基矢量 q 在空间中不同的点并不相同. 

在笛卡儿坐标系中还成立公式 

1 d 2 x 2 护 y 3 谷 2 之 

a a a 

在研究连续介质运动的时候，求解运动规律这一基本问题在许多情况下可以替 
换为确定速度分量以或者加速度分量 d 对 C 1 ， f 与 i 的函数关系. 

我们特别强调，用来研究连续介质运动的拉格朗日观点是物理定律的基础，因 
为这些定律关系到单独的物质点的运动. 


§2. 用欧拉观点研究连续介质的运动 


欧拉观点的本质现在假设我们所关心的不是连续介质单独点的运动历史，而是在 

观察者的参考系所描述的空间中的给定几何点在不同时刻发生的 


现象我们的注意力集中在空间的给定点，而经过该空间点的则是连续介质的不同 
的点，这就是用欧拉观点研究连续介质运动的本质.例如在研究河水的运动时，可以 
从上游起就跟踪每一滴河水的运动，一直到入海口（这是拉格朗日观点)，或者只在 
河上一些确定的位置观察水流的变化，并不沿整条河去跟踪单独水滴的运动（这是 
欧拉观点). 


_ 在实践中经常运用欧拉 观点. 空间的几何坐标 W ， #与时间〖称为 

欧拉变量.按照欧拉观点，如果速度％加速度 a ， 温度 T 及其他我们所 
关心的量由 a : 1 ， a ; 2 , x 3 与 f 的己知函数给出，那么运动就是己知的.当 rc 1 ， P ，： r 3 固 
定不变而亡改变时 ， v = v{x 1 ^ x 2 , x 3 , t), a = a(x l y x 2 , x 3 , T = T(x 1 , x 2 , t) 
等函数确定了经过空间中给定点的不同物质点的速度、加速度、温度等随时间的变 
化.当 i 固定不变而: r 1 ， x 3 改变时，这些函数给出了运动特征量在给定时刻 f 在 
空间中的分布.如果 x 1 ， z 2 , d 与 t 都是变量,这些函数就给出了运动特征量在不同 
时刻在空间中的分布. 


研究连续介质运动的 
拉格朗日观点与欧拉 
观点的区别 


所以，按照拉格朗日观点，我们关心的是连续介质中给定的 
单独的点的速度、加速度、温度和其他量的变化规律，而按 
照欧拉观点，我们关心的则是在给定位置上的速度、加速度、 
温度 等量. 在欧拉观点中，我们选取空间中的某个区域，并想 


§2. 用欧拉观点研究连续介质的运动 
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了解经过这个区域的物质点的所有情况1). |】行 f H , 

显然，欧拉观点与拉格朗日观点在数学上的区别仅仅在于，前者的变量是空间 
点的坐标 X 1 ， ： T 2 , d 与时间 <，而后者的变量是用于区分连续介质诸点的参数$1， 


从拉格朗日变量转换‘姻於雀脚 T :\ 

为欧拉变量”” “砂 w . i ) 

式中的自变量是拉格朗日变量.相对于 fj 2 ,? 3 求解，得 

C = C ( x \ x 2 t 工 3 ，^^貧 7 漱鼉关 : i (2.2) 

即已经转换为欧拉变量.对于固定的 z 1 ， a ： 2 , x 3 , 式 （2.2) 给出了在不同时刻经过 
该空间点的连续介质的物质点以， p ， 《 3 ).如果速度 v = v ( f , f ， （ 3 ,幻、加速度 
a = a ( e , e , e , t ), f 2 , o 以及其他物理量己经用拉格朗日观 

点给出，即给出它们对 e 1 ， € 2 , f 3 与 f 的函数，则利用 （2.2) 可以把速度、加速度、温 
度等量写为欧拉变量 x 1 , rr 2 , a ; 3 与 f 的函数.所以，如果运动按照拉格朗日观点是己 
知的，需要用欧拉观点来确定它，则只要相对于 p ， 《 2 ,求解运动规律 （2.1), 亦即 

把它写为 （ 2 .2) 的形式.从描述运动的拉格朗日观点转换为欧拉观点仅仅归结为求 
解隐函数. 


从欧拉转换为拉 相反，设速度在空间中的分布已用欧拉观点给出，那么如何求 
格朗日变量 出运动规律，即如何转换为拉格朗日观点来描述运动呢？例 

如，取笛卡儿坐标系 a :， y , 2 ，设在这个坐标系中己知 > P 

、 . ti = w(0J, y, ; ^, v^ v(Xi y, z y t), w = w(x, y, z, t). 


速度的分量 u ， v ， w 是当用来区分连续介质点的参数 f ， f 为常数时相应坐标: r ， 
I z 对时间《的导数，所以，如果％ v ， w ; 由欧拉变量 x ， y，z 与 t 的函数给出，则可 

拔把关系式•: - '• ■ ( ^-*4* ka - . r , 

— = u(x, y, z y t), — = v(x, y, z, t) t — = w(x, y y z, t) 


D 物质体、物质面和物质线是与拉格朗日观点有关的重要概念,它们是指随着连续介质一起运 

动的、由同样一些物质点组成的几何体、曲面和曲线，即同样的随体坐标集合所对应的相应几何 

对象.后面将利用对物质体和物质面的积分来表述研究连续介质运动的守恒定律，其核心是物质 
体积分对时间的求导公式 (8.8 ). x … mu / 

相应地，控制体和控制面是与欧拉观点有关的重要 概念. 控制体是指在空间中按照欧拉变量 
所表述的给定规律运动的几何体，其表面即为控 制面. 后面经常用到的是静止的控制体和控制面. 
我们甚至可以将控制体定义为相对于所用参考系按照给定规律运动的几何体，这时物质体就是控 
制体的一个特例，因为物质体相对于随体坐标系是静止的. 

在本书中，俄文 o 6 i,eM 一词被译为几何体、区域、物质体、控制体或体积（指相应几何对象 

的大小) •一 译注 > Hu 〜、.〔••+、 
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视为对 a :， y ， z 的3个常微分方程所组成的方程组.由此解出 x , y ， 它们是 t 和3 
个任意常数 C 2 , C 3 的函数.这些常数由: r ， ％ 2 在某一给定时刻化的值确定，所 
以它们就是区别连续介质点的参数，即拉格朗日变量.于是，求解这个微分方程组得 
到运动规律（2.1)，利用它就可以在所有确定 a ， T 等物理量分布的公式中完成从欧 
拉变量至拉格朗日变量的转换.所以当速度场给定后，从欧拉变量到拉格朗日变量 
的转换一般与求解常微分方程有关. 

显然，描述连续介质运动的拉格朗日观点与欧拉观点在力学上互相等价. 


§3. 标量场与矢量场及其特性 

标量场与矢量场的定在研究连续介质的运动时必须引入标 S 与矢量，如温度 r 、 
义 速度〃等.一般而言，对它们的研究可以在不同的坐标系中 

进行，既可以是观察者的坐标系，也可以是与连续介质冻结 
在一起的坐标系.因此，它们可能是 V ， x 2 , P 或者纟 1 ，《 2 ,的函数.在每个这样 
的坐标系中都可以选取某个有限或无限的区域，使该区域中的每个点都对应一个数， 
如温度 r ， 或者对应一个矢量，如速度％或者，正如我们以后将看到的,对应其他一 
些更复杂的量. 

设在我们所考察的区域内的每一点都给出某个量的值，它们合在一起就称为此 
量的场如果这个量是标量，即它的值在给定点不依赖于坐标系的选取，则称之为标 
量场，如温度场、密度场等就是标 量场. 如果这个量是矢量，如速度、加速度，则称之 
为矢 量场. 速度在每个坐标系 X 1 ， P ， P 中有3个分童 I ； 1 , #，#，所以它在给定点 
和给定坐标系中由3个数来确定.因此，速度场和其他任何矢量场等价于该矢置的 
3个投影的场.但是，尽管矢量本身不依赖于坐标系，其投影却与坐标系有关.我们 
将以温度场 r 与速度场 I ；为例来研究标量场与矢量场的一些一般性质. 

对时问的昨优忌数与温度分布既可用拉格朗日观点给出： e , e , 0,也可用 

欧拉观点 给出： x 2 , x 3 , o . 如果了的分布由拉格朗曰 

° 观点给出，计算连续介质微元的温度在单位时间内的变化就 

很简单，它等于导数 ( dT / dt ) 之“ 如果温度分布由欧拉变量给出， rb 1 ，： r 2 , X 3 ,认将 

如何计算此量呢？显然，为此应当先从欧拉变量转换至拉格朗日变量， 

T ( x \ x 2 t a: 3 , t ) = Tlx 1 ^ 1 , ^ 2 , ^ 3 , e ), x 2 (^\ ? 2 , e 3 , t ), x 3 (^\ ^ ^ t ), t ], 

再运用复合函数的微分法则.于是 

fdT \ dT ( dx 1 、 dT fdx 2 \ dT fdx 3 \ 

式中的导数 dxVdt , dx 2 / dt , dx^/dt 是在夂《 2 , C 不变时取的，所以它们分别是速度 





我们指出，当函数 T ( x \ t ) 给定时，为了计算 [ dT / di ) v 、 并不需要完全知道 

连续介质的运动规律，只要知道速度场 fllPt * * j 

导数 ( dT / dt) v 表示连续介质给定点的温度在单位时间内的变化，称为温度 r 对 
时间 f 的随体导数，亦称物质导数或全导数,经常用记号 dT/dt 表示.导数 ( dT / dt) xi 
表示空间中给定点 X 1 ， Z 2 , Z 3 那里的温度在单位时间内的变化,称为就地导数或局 
部导数，用 dT/dt 表示. 在一般情况下，随体导数 dT/dt 不等于就地导数 dTjdt 、 它 
们之间相差一个与介质微元的运动有关的量，这个量称为对流导数.这样 


最夭瀛擗 


我们以后将更详细地分析对流导数的定义，而现在以温度场为例介绍一些概念， 

岑孽_务对!^个标量场都零|^，滴表，制成傲 . x 吣中方: 

等势面如果温度 r 由欧拉变量的函数给出，则在每一给定时刻《都可以考察曲面 

T ( x . 17 . 汉麥 


它们称为等势面.对于温度场，这些曲面称为等温面. 

方 向导教 在等温面了 = const 上取某一点 M ， 并从该点出发取某_ 

究温度 T 沿此方向的变化.我们用 S 表示这个方向.极限 


中豸 硪坐儿计 

的方向平行于等温面了 


称为 r 沿方向 s 的导数.显然，若 
在点 M 的切平面，则 


式中 


S 




const 




si 




因为△: T 等于 T 2 -: T l 5 乃= const 和 T 2 = const 是相邻等温面方程，并且对于给定 
的 Ar 有公式 An = Ascosa (参见图 4 )，所以 


式中 BT / dn 为沿等温面 : T = const E 
显然，导数 OT / ds 在法线方向 n (当 


的导数， o ： 为 n 与 s 之间的夹角 


D 等式右侧第二项其实表示速度矢量与温度梯度矢量的标积（见下 文)， 式 中对, 求和，即认为 
中的角标 i 对此表达式整体而言相当于下标（原因见后文)，从而满足求和约定.一译注 
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图 4. 等温面与温度梯度矢量 


梯度矢量考虑沿法线方向 n 且与 T 增加的方向一致、长度为 dT/dn 的矢量.该 

矢量称为标董函数（这里是温度）的梯度矢量，用 gradT 表示义 


gradT 


dT 

dn 


式中 n G 为沿法线方向 n 且与 r 增加的方向一致的单位矢量.显然，在等温面 
r = const 分布较密集的地方， grad T 的绝对值也较大.根据（3.1)，温度梯度矢量在 
任何方向 s 的投影就是温度沿该方向的导数 


(grad T 1 ) 


8 


dT 

- 


例如，梯度矢量在坐标轴 x 1 ， x 2 , a: 3 上的投影等于 


(grad T) x i 


dT 

dx l 


而在笛卡儿坐标系中 


gradT 


dT • 8T • dT 1 


我们指出， dT/dx, dT/dy } OT/dz 可以视为矢量的分量，因为 2 ) 


dT 


or ' ar ， dr , 

_ dx+ _ dl/+ _ d . 


是不变量，而 da:, dy ， d2 ： 是矢量 dr 的分量. 

对 f 导数我们把表达式 伽 ㈣ 称为温度对时间的对流导数.利用温度梯度矢 
” 量与标积的概念，可以把该表达式写为另一种形式 3 ): 


{ dT 

V d^ 


v - grad T. 


gradT 有时也记为▽: 7\ —译注 

2 ) 相关解释见 §4. ——译注 • 

3) 矢量 a 与 b 的标积通过分童可表示为 a-b = a i b i = 角标的写法与含义见 §4. -译注 


. 标量场与矢置场及其特性 



导数总是理解为函数增量与自变量增量的比值在后者趋于零时的 极限. 在对流导数 
的定义中，函数的增量是什么呢? ; y i 

我们把温度的对流导数写为 vAi gradT / At 显然， 

等于位移 △« ( 见图 6), 于最 M 

As -grad T_ 1: _ (grad^A^-^^ ^ m. 


式中 Ar 为连续介质微元在时间内仅仅因为在空间 / 

分布不均匀的温度场中以速度 V 从空间中的一点运动图 5. 用于对流导数的概念 

至另一点（从困5中的点4至点釣而絲的酿難 

在一般情况下，因为温度在点 A 与点 B 的值不同，所以对流导数不等于零.对 
流导数在以下情形中等 于零： 或者不存在运动，或者温度没有梯度，即温度在该时刻 
在空间每一点都相同（这样的场称为均勻场)，或者在《 = const 时运动是沿着等温面 
T ( x ， y , z , <)= const 进 行的. ' 

当速度由欧拉观点给出时，加速度分量的计算规则与对时间 
_体导数、就地导数与对流导数这些概念密切相关•在笛 


需要注意的是，这些公式仅在笛卡儿坐标系中（当所有^都与坐标和时间无关时) 

才成立. ' …、二工磁 

如果由欧拉观点给出的所有表征各种过程与运动的量:只依赖 
^ x l x 2 iX 3 而不显式雌赖于麵 t ， 这些过程与运动就称 

为定常的.所以，所有表征定常过程和定常运动的量对时间 
的局部导数等于零，即 - iL A .' , 


瓦’瓦’瓦’瓦’… 

比如， ^T = T ( x 1 , x 2 , x 3 ), 则温度场 定常； 若 T = T { x \ x \ x \ t ), 它就是非定 
常的.在定常运动的情形下， 温度 T 、 速度 V 与其他量在空间 a : 1 , o : 3 中的分布在 
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不同时刻是相 同的; 而对于非定常运动，这些分布在不同时刻则是不同的.定常运动 
的概念对于应用非常重要.首先，许多实际遇到的流动就是定 常的； 其次，用欧拉观 
点研究这样的运动较为简单，因为这时独立变量的数目减少了 1个（不含时间). 

我们指出，同样一种运动既可以是定常的，也可以是非定常的，这取决于如何选 
择用来研究运动的坐标系.例如当轮船匀速航行时，船后出现的波浪运动对船上与船 
一起运动的观察者而言是定常的，对岸上的观察者而言则是非定常的.定常运动是 
一个相对的概念. 


注意上述两个观察者是在各自的、但相同的坐标系中研究运动，相应运动或者 
是相对于岸的绝对运动，或者是相对于轮船的相对运动. 


矢量线 • 流线 


对于任何矢量场，例如速度 I ；，加速度 a ， 温度梯度 gradT 等场，都 
可以引入矢量线，现在研究这一概念.为确定起见，我们以速度场的 
矢量线为例来阐明其含义.速度场的矢量线称为流线. 


我们知道，为了给出场％需要在每一时刻 < 在空间每一点 o : 1 ， z 2 , x 3 给出矢量 


v = v l ei = v 1 ei + v 2 e2 + v 3 e3, 


式中 v \ x \ X 2 , a : 3 , t ) 为速度在基中的分量.给出速度是一个很强的要求，可以 
把它稍微减弱一些，比如，可以要求并非在所有时刻纟，而只是在某一确定的时刻化 
才给出 v . 还可以进一步要求，在该时刻 to 在空间的每个点 rr 1 , z 2 , d 仅仅给出速 
度矢量的方向，但不考虑其大小.显然，为了满足这个要求，应当画出这样一族曲线， 
它们在空间中每一点的切线方向与这一点在该 时刻化 的速度矢量 t ; 的方向一致.对 
于速度场，这样的曲线称为流线，而对于任 f 的矢量场，它们称为矢量线. 

对于任何速度场1；都可以画出流线.‘线一经画出，即可知道速度矢量 r 在每 
一点的方向.在实际应用中常常有必要知道流线，它们可以通过实验来确定，而这就 
关系到流动显示方法的发明.例如，为了用实验方法确定流线，人们通过在流体中加 
入可以悬浮的特殊粉末，在液体内部制造小气泡等手段，利用髙速摄影把流动拍摄 
下来.那些与流体一起运动的微粒会在照片上形成短线，这些短线就基本上复原了 
流线的 图案. 很容易观察磁场的矢量线，只要把细铁屑倒在纸上，并在纸下放一块磁 
铁 即可. 我们还能看到机翼绕流的流线，这时要把细丝粘在机翼上，然后在风洞中或 
者直接在飞行时拍摄绕流的图片. 

怎么用解析方法求流线呢？为此必须提出用来确定流线的数学问题.沿 

// it 玫万 /.K — 


dr = dx l ei = dx l e \ + dx 2 e2 + dx ^ e^y 

它与速度矢量 ' 

v = v l e{ = v l e\ + v 2 e2 + v 3 e 3 

互相平行的条件为 dr = rdA , 其中 dA 是一个标量参数.在每条流线上,这个参 



数可以看作是某个函数 A ( s , 义） 的微分，其中 s 是沿流线的弧长.对于各分量.得 


这就是流线的微分 方程. 它们有别于确定连续介质点的运动规律或者运动轨迹的微 

分方程，后者显然是 •' u 【 ㈣ 辦植 n 


方程 （3.3) 的左右两侧都包含时间 t ， 而方程 （3.2) 中的导数是对 A 取的，方程 

的右侧则与 < 有关.在求解 （3.2) 时,应当把 f 视为不变的参数，而方程 （3.3) 中的< 

则必须筆为是类淋讲 巧丁出 細中 r 阕沲游砍劭如点槐痛响 

因此，流线与轨迹一般不重合.流线族 d = ^( c 1 , c 2 , c 3 , A , t ) 与时间有关，在 
不同时刻是不 同的. 然而，参数 f 仅在非定常运动时才出现于 （3.2) 与 （3.3) 的右侧. 
在定常运动的情况下，方程 （3.2) 与 （3.3) 之间的差别消失了，因为其差别仅仅在于 

进行微分运算时所用的字母不同，而这是无关紧要的.因此，在定常运动中流线与轨 

迹 重合. 类明中漱贵关癩尹方％ 

$#与$九'亦的例子我们来分析几个例子.若刚体内每一条线段在运动过程中都保 

持同自身平行，则这样的运动称为刚体的平动在平动过程中， 
刚体所有点的速度在给定时刻的大小与方向均相同.因此，这时的流线总是直线.而 
轨迹呢？刚体的平动可以沿任何轨迹进行，包括圆周（见 f — , 

图 6). 所以在刚体平动的一般情形中 


流线与轨迹不重合. 

当刚体任意运动时，流线是螺旋线，而轨迹可以是任意的. 

是否存在这样的非定常运动,其中的流线仍然与轨迹 
重合呢？例如，考虑刚体的变速直线运动，这时流线与轨 
迹都是直线，而运动本身当然是非定常的.类似地，当刚 
体绕不动轴作变角速度旋转时，流线也与轨迹重合.在一 
般情况下，流线与轨迹重合的现象出现于这样的非定常运 
动中，此时在空间中的给定点，速度的大小随时间而变化， 

但其方向不变.因此，对于场 t；Or 
线与轨迹重合，式中 f ( x \ x 2 , x 3 , 0是其自变量的标量函数 

流线的微分方程 (3.2) 可以写为 M 


1 


流线的存在性 

dx 1 v 1 ， da: 1 一 • _、(3 4) 

可以对之提出柯西问题，即在作为常数的参数 t 的值给定后，求这样的解 xHx l ) } 
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它们在给定点: r 1 = 4取给定值; r 2 = a: 3 = a ; g . 换言之，应当经过坐标为 
xl xl xl .的给定点引方程组 （3.4) 的积分曲线（流线).我们从微分方程的一般理论 
知道，如果在某一区域 K 中，方程 (3.4) 的右侧是单值连续函数，它们对变量 rc 1 ，: c 2 , 
x 3 的一阶导数亦连续，则柯西问题在区域 K 内存在唯一解（此定理在某些更一般的 
假设下也成立).因此，在非常一般的限制下，经过运动的连续 介质所 在的给定空间 
的每一点能且仅能引一条流线. 


奇点.临界点 


保证柯西问题有唯一解的条件在速度场的个别点可能不满足.柯西 
问题解的唯一性会在这些特殊的点遭到破坏，流线则会在这些点相 


交或分岔.例如，在速度的所有分量都等于零或无穷大的点，方程 （3.4) 的右侧不确 


定，这些点是流线的微分方程的奇点.柯西问题解的唯一性定理在这些点可能不成 


立. 相应奇点的类型可以是中心、鞍点、焦点、结点，还可能更为复杂. 


流线的微分方程 （3.4) 的奇点称为临界点.重要的例子是流动中速度值等于零 
的临界点或临界线.在图7中画出了两股相向运动的轴对称液体射流发生碰撞而形 
成的流动在子午面上的流线示意图.在射流互相作用区域中心的某点乂出现临界 
点，在该点速度为零，流线发生交叉和分岔. 


流面 • 矢量面 


经过任意曲线 C 上的每一点都可以引流线，并且如果 C 不是流线， 


所引流线就形成一个曲面，曲面上每一点的速度都位于其切平面内. 
这样的曲面称为流面，而在任意矢量场中用类似方法作出的曲面则称为矢量面.怎 
样求流面方程 f ( x \ x 3 ) = const 呢?显然，沿曲面 f ( x \ x 2 , x 3 ) = const 法线方 

向的 grad / 垂直于矢量 v , 所以 

grad /, v = 0， 



df df 


+ w 


Tz 


0 . 


(3.5) 


我们得到了用于确定函数 f ( x ) Vl z ) 的偏微分 
方程. 

作流面的上述方法指出了求解型如 (3.5) 
豐 i 生? I 界点為流体的速度为零，、流的偏微分方程的—种方法，它归结为求经过曲 

^ 线 C 的一族流线，即求解常微分方程组（这些 

常微分方程的解在一般情况下称为偏微分方程 （3.5) 的特征线).显然，只有在曲线 C 
本身不是流线（即特征线）的时候才能用这种方法构造出唯一的解. 


流管 • 矢量管 
位势场.势流 


如果曲线 C 是封闭的，则经过该曲线的点引出的流线组成流管.在 
任意矢量场中用类似方法构造出的管状曲面称为矢量管. 

我们在前面讨论了温度 r 的梯度矢量.有一个问 题是： 难道不能把 
速度矢量 v 表示为某标量函数 p ( a :， y ， Z ， 0的梯度的形式吗？如果 


. 标量场与矢置场及其特性 
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存在这样的函数 p ( rr ， y ， 2：， i )， 使 


% 


dip v 

v = 瓦' w 


d(p 

= 


则速度场 〃 称为位势场，函数 ^ 称为速度势，而相应的流动称为势流.类似地，任意 
矢量场 A(x, y , 2 :, t) 是位势场，如果存在这样的函数 $(： r ， ％ 使 

/ ^ A = grad ^( x , y, z, t). >y 

根据梯度矢量的性质，势流的速度 v 垂直于等势面 p = const , 并且在等势面分布较 
密集的地方取值 较大； 速度 V 在任何方向 s 的投影等于速度势 p 沿该方向的导数, 

v a = d(fi/ds. ( ^ i_ ' . 


速度势存在的充分必 
要条件 


组成表达式 


.尨棣阢衆出点劭祕坐从呈 

a nA iidr + vdy + 由 


(3-6) 


如果流动是势流，则（ 3 . 6 )是函数 p (对坐标 rr ， 仏幻的全微分.实际上， 

udx + vdy-{- wdz = —da: + ^dy + = dp. 

I 、， H ; ^ & Jb . dy 办夯 舆神乂 

逆命题也 成立： 如果表达式 （ 3.6) 是全微分，则流动是势流.我们知道，为了使 （ 3.6) 


dip. 


mww ^* Pfl .? rh : 馒沃 干贷级曾萌 : :R 玖 同穿武 wrtsasw 尨為 @ 赫 

du _ dv du dw dv dw 3S ? 4L^£1 

抑 卽 - MWi 夂 un 粗 t ?6 点外 8 x ’ dz dx 1 dz 一 dy ’ 冲进单厲付来 

这就是势流的充分必要条件.以后我们将看到势流具有重要价值，而现在先讨论势流 
的某些例子.‘ 

平动以常速度 u G 沿 rc 轴的平动是势流的一个例子，这时 u = u 0l v = w = 0 ,而速 
度势 p = uox + const , 因为 \ v 


平动 


0,而速 


d(f 

dx 


w 0 , 


i 面寒遶 

ftte ) ' e . *鞀千直垂 i 


忉 0, 


由此容易得出两个明显的 结论： 第一，势函数只能确定到相差一个相对于坐标的常 
数; 第二,任何平动都是有 势的. 其实，在平动的一般情况下， U = Wo , t ; = 1；0, W ； = ^0, 

ip = u 0 x-\- v 0 y -h w 0 z + C , 并且 w 0 , 2 ； 0 ,扣 0 与 C 可以是 f 的函数. 

我们指出，势流比非势流更容易研究，因为有势运动决定于1个函数 pOr , 2/，\ 
而一般形式的运动则决定于 3 个函数 v 1 ( x , y , z , t ), v 2 ( x , y , z , t) y v 3 ( x } y , z , t ). 

空间中的点 源与虹 再考虑一个在后文中很重要的势流的例子.令 




Q #免叛啪 

=- 


47IT ’ 


(3.7) 


式中 
面 r 


=+ 2 / 2 + 2 2 , Q = const 或 Q = Q ( t ). 显然，这时等势面 p = const 是曲 
const , 即球心在坐标原点的同心球面.速度 v = grad ^ 沿径向垂直于这些球 




• 26 • 


第二章可变形体运动学 


Q >0 


Q<0 




图&空间点源与点汇流动 b = - Q /47 rr ) 

面，而流线是从坐标原点出发的射线.设 Q > 0,那么，因为 gradp 指向 p 增加的方 
向，所以速度 u 与径矢 r 的方向一致.如果 Q < 0,则 r 指向 - r 的方向（图 8). 


速度的大小等于 


|( grad (^) r | 


d(f 

dr 


\ Q \ 


47 rr 2 


它在 r — oo 时趋于零，在 r — 0 时趋于无穷大.零点与无穷远点是临界点.当 Q 〉0 
时流体从坐标原点流向所有方向，这种流动称为空间点源.当 Q < 0时流体流入坐 
标原点，这种流动称为空间点汇.前者是位于无穷远点的点汇，后者是位于无穷远点 
的点源. 

我们来计算单位时间内流过半径为 r 、 球心位于坐标原点的球面 S 的流体的体 
积. 单位时间内流过球面微元 da 的流体的体积为 vda , 而流过整个球面的流体的体 
积为 

J v&a =>v J da = 4 nr 2 v — Q > 

s s 

(在球面上 r = const , 所以 t ; 可以放在积分号 外). 我们指出，这些等式在= Wr ) 
且 v 垂直于球面 S 时总是成立的•由 （3:7) 计算出的流体体积与 r 无关，因此，尽管 
在球心位于坐标原点但半径各异的不同球面上的速度各不相同,但在速度势^的公 
式（ 3 . 7 )中，常数 Q 却是单位时间内流过每个这样的球面的流体体积 . Q 称为点源 
(点汇）的流 M 或强度. 

如果 Q = const , 则点源（点汇）具有不变的 强度； 如果 Q = Q(t\ 其强度就是 

变化的.如果 Q 在某个时刻在坐标原点发生变化，则整个空间中的流场在瞬间都会 

改变 • Q 发生变化这一信号立刻在整个空间中都表现出来，这在实际上当然是不可 

能的,扰动应当以某个有限的速度 传播. 因此，我们所讨论的速度场属于一定的理想 

化情形,它仅仅在研究扰动能够髙速传播的流体的运动时才能很好地反映实际情况. 

例如,在许多情况下可以认为水就是这样的流体，因为弱扰动在水中的传播速度等于 
1450 m 、 s — 、 



表征连续介质运动的许多量具有张量的本质，所以我们来讨论张量分析的基础 
知识.我们指出，标量和矢量也是张量，只不过是最简单的张量.仅用矢量和标量来 
描述连续介质的运动是不够的. 

坐标系建立了数与空间点之间的对应关系.经过空间的每个点有3条坐标线，它 
们可以是随体坐标系的坐标线 f ， 《 2 ,或者是观察者所用参考系的坐标线 a : 2 ， 
: r 3 , 还可以是其他某个坐标系的坐标线.所以在本节中，我们用字母 C i ， 或#， 
77 2 , V 3 来表示坐标系. 

坐标系是由研究者引入的，其选择只取决于研究者而不取决于被研究的现象.运 
动定律中可以有坐标出现，但是这些定律本身不应当取决于坐标系的选取，它们相 
对于坐标系的选取应当是不变的.这就是对这些定律的数学表述的众所周知的限制. 

我们来讨论坐标变换理论中一些必须的 概念. 设与坐标系 c 1 ， C 2 , C 3 一 
起还有坐标系 r ； 1 , T / 2 , T / 3 , 并且既可以利用坐标系 C 1 ， C 2 , C 3 , 也可以利用 
坐标系 r / 1 ， r ; 2 , T ； 3 来研究运动的定律.设这两个坐标系之间的对应关系为 

^ 3 )f " ^ >L；) ^ ^^.1) 

_ V 4 

该对应关系称为坐标变换.我们将讨论连续的互为单值映射的坐标变换，这些变换组 
成群. 我们来寻找相对于互为单值映射的连续变换群不变的关系式.由 （4.1), 有 


一 w 1 " W 1 ^ v 

dc2 = l ^ dT?1+ % dril+ % dT1 

dc3 = w dr,1+ % Ar]2+ w dv 


或者 


式中对 j 从 1 到 3 求和, i 取值1，2, 3,并且以后都将这样理解而不再说明. 

这样，在每个给定点附近，坐标增量 df 与 df 都是有关联的.导数 ddd 錢 
点的函数，它们在给定的点是不变的，所以 （4.2) 是在给定点的坐标增量 dC 与 dr /> 

之间卿_^式.引入蛛 


(以后将得出，角标位置在上边或下边及其书写顺序都非常重要).量组成矩阵 
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式中第一个角标 i 对应矩阵的行，第二个角标）对应矩阵的列.上述变换在一般情 
况下互为单值映射，由这一性质可知，变换的雅可比行列式（即矩阵 { a \)) 的行列式) 
不等于零，于是 △ = \ a\j | 7 ^ 0. 因为 △ 一 0,所以线性关系式 (4.2) 可以相对于 df 
求解，与 （4.2) 同时可以写出公式 




(4.4) 


引入矩阵 


B 


妒；)， 


式中 


。= % 


矩阵 A 和 B 分别是对正变换和逆变换引入的，它们互为逆矩阵，即其乘积等于单位 
矩阵.实际上， 


A^B = ( a \ j )^ b \ k ) = ( aV j b i ： k ) 


而因为 C 1 ， C 2 , C 3 和 V ，沪， f 都是独立的坐标，所以 





dC dr ^ 
dr ]^ d^ k 


dC 

dc k 


fl , i 

lo, i 




k 




以后将使用克罗内克符号 


4 


1 ， i = k 

0 ， i^k 


我们有 


图 9. 基矢量 ei, e2, e3 


A.B = (4) 


fi o o\ 

0 10 

0 0 V 


E 


式中五为单位 矩阵. 显然，对于矩阵 B 的行列式，我们有等式 


叱 ;I 




以上讨论是对三维空间进行的，但它们对任何 n 维空间都成立，包括连续介质 
力学还涉及的一维、二维与四维空间. 

我们指出，上述讨论并不要求引入空间的度规.空间 C 1 ， C 2 , C 3 可以是非度规空 
间，或者具有非常复杂的度规. 

考虑到叙述的完整性，也为了强调所釆用的观点，现在我们重复讨论引入 
基矢量 ei ， e 2 , e 3 的问题.在坐标系 C 1 ， （ 2 , 中考虑坐标为 C 1 ， （ 2 , ( 3 的 

点 M 和与之无限邻近的坐标为 C 1 + dC 1 ， C 2 +火 2 ,（ 3 + dC 3 •的点 M '( 图 9) .引入 


基矢量 



个新的对象 


即无限邻近的按一定顺序选取的2个点（具有顺序的2个点） M 与 Af', 并在图中用 
箭头表示该对象 MM 7 , 它只决定于点 M 与 M ， 的坐标.与 dr* —起再引入另一个对 


式中 A: 为某个数.如果 A: 〉 0, 则对象 fcdr 的方向与 dr 相同； 如果< 0, 其方向则 
与 dr 相反.从点 Af 引坐标线，并考虑坐标线上的点 AT l5 7V 2 , 仏，它们分别只对应 
dC 1 , dC 2 , dC 3 中的一个坐标增量.类似于对象 dr， 再引入对象 MN~ U :或 

孝按興，( 4 . 5 )，取 lv ^ 邛抖翁分的讣董变逛’量变钳 

也―这鉍变具.巅啪变篼诗量郎 


义宝时霣关 


童 dC 1 ， dC 2 , dC 3 称为 dr 的分量.显然，坐标系 C 1 , C 2 , C 3 的基矢量 en e 2 , e 3 在该坐 
标系中的分量总分别是 （1, 0, 0), (0, 1， 0), (0, 0, 1). 基矢量既可以在坐标系 C 1 , (； 2 , 
C 3 中引入,也可以在坐标系 r/ 1 ， 沪， T/ 3 中引入,但同一点的基矢量在不同坐标系中并 
不相同.我们把坐标系V， 7 / 2 , 沪 的基矢量表示为 在该坐标系中有 


显然， dr 的分量和基矢量 ei 都与坐标系的选取有关. 

我们可以把新坐标系 r/ 1 ，r/ 2 , 沪的基矢量 < 用旧坐标系 C 1 ， 
c 2 , c 3 的基矢量 q 表示出来，现在推导其公式.我们有 


对于 dr 的分量，根据 （4.4)， 有关系式 


我们指出，基矢量^利用矩阵 A 按照 （4.6) 进行变换，而 dr 的分量则利用矩阵 A 
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的逆矩阵 B 按照 （4.7) 进行变换（必须注意 （4.6) 与 (4.7) 中角标的位置). 


dr 相对于坐标变换的 
不变性 


我们强调，对象 dr 相对于坐标变换是不 变的： 

dr = difej = 


因为 






当从一个坐标系变换到另一个坐标系时， dr 通过相应坐标系的基矢量与分量的表达 
式不发生变化，该表达式相对于坐标系变换是不变的. 


协变量与逆变量 


类似于基矢量 Q 按照 （4.6) 进行变换的量称为协变的，而类似于 
dr 的分量按照 （4.7) 进行变换的量称为逆变的.应当强调，协变 
的量与逆变的量，其变换是互逆的. 


矢量的定义 


现在可以按照 dr 的方式引入对象 A ， 它通过基矢量表 示为: 



并且其分量^在坐标变换时像 dr 的分量那样 变换: 


A fi = 

像 dr 那样相对于坐标变换不变的对象4称为矢量 D : 

A - A j ej = A ^. (4.8) 

% 

矢量的分量 W 的变换与基矢量的变换是互逆的，这保证了矢量4的不变 
性. 基矢量是每个矢量的载体.在 （4.8) 中，基矢量的系数在一般情况下是点 M 的数 
值函数. 

矢量 A 可以具有任何几何的或者物理的本质，但是它总可以通过基矢量由展开 
式 （4.8) 给出，其中的数（函数 ） A 与坐标系有关.基矢量 ei 控制着数 W 并创造了 
—个新的对象一 矢量克 

可以提出这样的问题：除了 ~能否再引入某些类似于 ei 的基底对 
象吗？它们也通过对一些数的控制，使我们能够进一步引入一些相 
对于坐标变换不变、但比矢量更加复杂的概念.这样的对象是可以引入的，例如，它 


D 更严格地讲，这样的童称为极矢量，例如位移、速度、加速度等.还有一类“矢量”，例如角速 
度、动量矩、磁场强度等，其分量的变换方式仅在坐标变换的雅可比行列式为正时才与上迷变换方 
式相同，这样的量称为轴矢量或伪矢童.对于雅可比行列式为负的坐标变换（例如三维空间中的反 
演变换和镜像变换)，轴矢量分量的变换方式与上述变换方式相差一个因子-1，即 
详见第四章 §3. —译注 



§4 . 张量分析初步 


们可以取为 


E\ = eiei ， jE ? 2 = eie 2 ， E3 = eie 3 
E 4 = e 2 ei, E 5 = e 2 e2, E 6 = e 2 e 3 


E 7 


f Es = e 3 e 2, E9 = 


义 


并考虑 


TO, 


(4.9) 


式中，: ^ 是数，称为 r 在基玖 （i = 1 ， 2 , •，勺 9 ) 中的分量. 

基底对象私称为基矢量 ei 的并积（这里指2个矢量的并积，因为每个乘积由 
2个矢量 组成； 但也可以引入多个矢量的并积，对于三维空间中4个矢量的并积，其 
形式为夂= eiejeket , s = 1，2 ,… ， 81). 按照定义,基矢量的并积是线性无关的，即 
等式 T = 0仅当9个数 f 都等于零时才能 成立. 为了方便，我们直接用记号 

取代新的记号五 fc ， 并把等式（ 4 .9)写为飞最分董来拥 I ? gi vU I ) 由 

T = eiCj. S' 分交银谢 ft 进 

并乘是矢量的一种运算，其结果是一个新的对象（既不是矢量,也不是标量).为 
了定义这种运算，只要指出其性质即可.首先，矢量的顺序在运算中很重要 (eie 2 ^ 
e 2ei ). 此外，并乘运算按照定义是线性的（成立分配律，数值因数可以从乘号中提 

魯猫傲 hR'wutT . 二 戈办啦效另棋谕掛 


e{(aej 4- bek ) = aeiej - f - beiek 、 


式中的 a 与 6 是数. V 、、’ v :八 ㈣ 順.、二 u 

基矢量的并积同基矢量 Q 本身一样，都与坐标系有关. 
式，并利用并积的线性性质，易得量 e ie , 的变换公式,其形 式为： 

郭故诫 彳 、 if 姑讲姑 iff 光 S3H k 仓 


■ w w , w w w ，， _ — w ▼ ^ ▼ 

ft e iej 的变换公式，其形式为: 

i^j = 0 fl? j-6pCg ， 


知道& 的变换公 

i 簷聚竑薄黌浙 

(4.10) 


为 


并积 e ，巧 在相应坐标系中的分量可以写为矩阵的形式，该矩阵的元素中有一个 

、 W.I •0^0 l 0 ；. - 

o oy 抖 .蜂 

利用并积可以引入被称为张量的对象.我们要求 ^ eiej 相对于坐标系变换不 


变，即 


T^eiej = T ^ eie ；, 


(4.11) 


其中 W 与属于不同的坐标系.根据并积的变换规则（4.10)，由此显然可知 ro 



• 32 • 


第二章可变形体运动学 


在坐标系改变时应当按照以下公式进行 变换: 


T ,ij = b i . p b j . q T pq . (4.12) 

张量的定义不变的对象 ： T = T ^ aej 称为二阶张量.张量分量的角标数目称为张 

量的阶.显然，矢量是一阶张量.就像矢量 A 那样，并积的变换 （4.10) 
与张童分量的变换 (4.12) 是互逆的，这保证了张量的不变性. 

可以类似于二阶张量那样引入任意阶张量，例如五阶张量 


T = = T ^ fc ^ e ； e ；- e ； e ； e ^, (4.13) 


其中控制着数值的对象现在是并积 e i e , e fc efe m , 其变换类似于 (4.10), 而张 
量分量的变换则类似于 (4.12). 

我们强调，矢量与张量定义为与坐标变换无关的对象,而不是仅仅按照给定的规 
则进行变换的一组分量 D . 

由 （4.11) 与 (4.13) 引入的张量分量7^‘， T 啉 1 m 以逆变方式进行变换，它们称为 
张量的逆变分量. 

在 一般情况下，张量： T 的所有分量各不相同.若某 2 个角标的 
娜与汉 聊诋重位置交换后 ，张量 r 相应分量的数值不变 ，: r 咖 = T 拗、则 

称张量 I 1 关于这些角标是对称的.显然，根据张量分量的变换规则（4.12)，张量的对 
称性相对于坐标变换是不变的.若某2个角标的位置交换后，张量 T 相应分量的数 
值的符号发生变化， T 咻 1 m = — Tj iklm ， 则称张量： T 关于这些角标是反对称的.张量 
的反对称性相对于坐标变换也是不变的. 

取张量 T = 令 r —' = 则对象 T * = T ^ e iej 也是张量，且 I 1 = T * 

只对于对称张量才成立. 


张量相加 • 张量与数 
相乘 


取2个张董 A = A ^ eiejek 与 B = B 咻 e iej e k ， 它们的组 
合 A + B = (A^ k + B^ k )e iej e k 显然也是张量.这个新的张 
AA + B 称为张量 A 与 B 的和.于是,利用上述法则可以 


D 我们定义了不变的对象——矢量与张量，其基底对象与分量在坐标变换十 = V ( C i ， C 2 , 0) 下 
利用互逆的矩阵 （《()) = ( XV 却）和= 进行变换.类似地可以引入其他基底对象 

6 i , 其变换由其他（以其他方式与坐标变换相联系的）矩阵 （4) 和（巧）给出，并在此基础上建立 

Q = Q i e i = P= P^eiEj = P ,k %e\ 

等相应的不变的对象，使得 

e ； = A)e iy = BjQ 1 , P fkl = A)B J k = 

例如在研究正交变换时，除了矢童与张爾:，人们还引入旋量与自旋张贵,其基底对象与分童利 
用某些（不同于 ( a \ j ) 和(6(〕）的）矩阵 （$) 与 （ g ) 进行变换，这些矩阵是空间正交变换群的另 
外一种矩阵表示. 

对于变换方式相同的不同基矢量，在数学上和物理上相同的一组分贵可以对应不同的张量. 



从给出的张量组成新的张量——它们的和或差.只有同阶张量才能相加减. 

显然，如果我们有一个张量 A 和与坐标系无关的任何一个数（标量） A :, 则对象 
C = k . A 也是张量. 

_任何一个二阶张量 T = T ^ e iej 根据张量的加法与用数相乘 


对称化与反对称化运 

算 


的法则都可以对应一个对称张量 


To = -( T ^+ T ^) ei e . 


与一个反对称张量 


Tl = f ) 一 7 叫 


得到张量 25 与 H 的运算分别称为对称化与反对称化运算.若张量 T 是对称的，则 
2 J = T ， 2； = 0;若7 1 是反对称的，则25 = 0, U = T . 

我们指出，一个张量按照定义等于零，如果其所有分量都等于零. 

'本 t 甚年 饰八 才按照 (4-6) 进行变换的 基矢量 ^称为协变基矢量.设我们有* 

某个二阶张量 x = 0叫，在某个坐标系 C 1 ， C 2 , ( 3 中引入 

；. f 州父土 奶赶 神系％ uin ) 个 • — 土劣 琪無 

、 u . 〆 V. •: ry、、，. f [ e* = ； rf J e^.4ii 挑分七 ti 


例如， = yi ei + x 12 e2 + x 13 e 3 = e 1 是 3 个基矢量勺分别乘以数之后的 
和.类似地,在另一个坐标系 Ty 1 , V 2 nV 3 中可以引入^ V 、 


w 々中 : Ur x 域进前 # 潑 ..k a 仰 ju^iirij 

我们知道的变换公式 （4.12) 与 e g 的变换公式（4.6)，由此推出^的变换公 


式 




^；6%- x ^ a ^ e fc = ^ x^ej = ^.\ e \ 


(4.15) 


这里利用了 b q ) a k . q = 8 k r 可见 矢量& 以逆变方式进行变换，它称为逆变基矢量. 

这样，利用任意一个二阶张量 x 可以引入逆变基矢量 k 我们指出，如果说协 
变基矢量^只与坐标系有关的话，那么逆变基 矢量 〆 既与坐标系有关，也与用来构 
成它们的张董 x 有关 . W ㈣ 脉； 由 （ t 『L 

知道逆变基矢量就可以求出协变基矢量 ei ， 也就是可以相 
& 对于 h 求解 （4.14) .为此必须引入辦 ㈣ 的逆 矩阵 ㈣ ， 
这要求满足 det ( x ^)^0 的条件.从代数学原理可知 




kji 

A " 1 


(4.16) 


式中心为矩阵 （ W ) 相应元素的代数余子式， △ = det (^). 这样，知道行列式不等 
于零的矩阵（0)，就可以按照 (4.16) 组成矩阵（巧）并相对于 q 求解 （4.14). 在某 
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坐标系 C 1 ， C 2 , C 3 中有 


禱 

C j — • 


(4.17) 


类似地,在另一个坐标系 V ，铲，沪中有 

e， j = ^ ji e，i - 

齡 

利用已知的~的变换公式 （4.6) 与 d 的变换公式 (4.15), 就得到分量外,的变换公 
式.实际上， 

e f j = = a\ ) e* = a\)xike k = a\)a k .\x ik e! s , 


从而 


乂 ji 二 a p .'- a q .\> Cpq . (4.18) 

可见，如果组成表达式式中为逆变基矢 fl &的并积，它们按照公式 

e ri e ,j =bV k \P.\e k e l 

进行变换，则该表达式是一个与坐标系的选取无关的对象，因为按协变方式变 
换，而并积按逆变方式变换.此外，根据 (4.14), 以及矩阵 （巧） 是矩阵 （ W ) 的 
逆矩阵，有 * 

Xije % eP = x tp x^ q Xije p e q = x qp e p e q . 


由此可见，可以把 x # 称为前面讨论的二阶张量 x 在逆变基^中的协变分量 
为简单起见，以后我们将认为 X 是对称张量，即= X #，亦即~ 

对于任何矢量 A 显然都可以写出 D 

任意矢量的协变分量 

9 • • 参 

A = A 3 ej = A 3 XijB % = AiB 1 . 


式中 


A{ — Xij ^4 J . 


(4.19) 


由此可见，矢量 4 的逆变分量 A 与逆变基矢量^ 一样，其角标都利用张量 x 的 
协变分量分别按照 （4.19) 与 (4.17) 由上标降为下标.因此，烏也像&那样按照协变 
方式进行 变换： ： 


~ i ^ k'i 

Ai 称为矢量 A 在逆变基&中的协变分 fi . 所以，对于每个矢 fl A ， 既可以引入利用 
矩阵 S 变换的分量它们称为逆变分 fl ， 也可以引入利用矩阵 A 变换的分量 A ， 
它们称为协变分量.在一般情况下，矢量的协变分量与逆变分量是不同的，> # 


D 注意这里利用了 的对称性.一译注 



张置的协变分量与混对矢董进行的上述讨论可以应用于任意阶张量:，例如，对于 
变分量 四阶张量可得 杈 M 袖 UiiH 合3 


分量 Tp ^ m 称为张量 r 的协变分量， TV ^} 称为混变分量（对角标 P , (7 是协变的 
对角标 i ， Z 是逆变的).混变分量的变换公式为 


即变换对下标 n ， r 是协变的，对上标 m , s 是逆变的. 

以—我们看到，利用张量 x 可以使任何张量分量的角标上升或下降.这样 
升与降的运算称为升标或降标，例如、滾中1 N » 捕不热 .• •舰娜 

.抑 ：裒说羊奇喿也武没礫中 押空 个薹芬 ( s^j > m t e x 

3^ * v ' ^ t -1" IU ^ ^ = = TijX^eke 3 = T^ e^e 7 . 么记 M 中疾里 》 J( 4 . 21 ) 

我们得到了张量 r 通过混变分量的表达式，它代替了通过协变分量7；,的写 
法.显然，降标是利用％进行的，如 (4.20); 升标是利用#进行的，如 （4.21). 

我们指出，只有角标结构相同的张量分量才能相加减.张量的对称与反对称性 

_蠢^*相_麵_定义 礓 tS 沐蹵敎&繼费犋 

以上所有讨论都是对任意但固定的空间点进行的.现在引入空间的度 
规即给出在空间中确定长度的方法.为了确定矢量的长度，只要确定 
基矢董的标积 ， - 、、 


::! um 】^； vji , v > 鞦弟本齋只爆舉®分 m 晖袅不 幾匕禎 -R 里发 

即可,它在给定点一般能取任意数值.矢量 dr 的长度的平方按照定义等于 


任何矢量的长度的平方则等于 


任何矢量的长度都通过其分量与基矢量的标积来表示. 

长度 | dr | 相对于坐标系的选取不变,此条件具有以下 形式： 

^ i ，i 、盧 瀘 1 .•丨 Ca ， f • KBi 1 «« ..x. « I • 

l dr I 2 = 9 f pq drj q = g 4j ^ dC j = g^. 

基本度规张量由此可知％具有张量的变换 公式： g ^ a ^ aV ^. 这样，根据长度 

\ dr \ 的不变性，量&>应当视为张量 g = Qij ee ? 的协变分量，该张量 

華本 满沖沒）拉变 斑扛 I 关薄变树^ 

:根据标积的定义，张量沒是雌张 i " ^ “:、 hlsS %: 
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相对于坐标增量 df 的二次型 (4.22) 称为基本二次型，它定义了度规一空间中邻 
近点之间的距离. 

由代数学可知，任何常系数二次型都可以化为正则形式，即在每个选定点都可 
以求出这样的坐标 x 1 , a : 2 , o : 3 , 使二次型 (4.22) 写为平方和的形式： 


ds 2 = ( dx 1 ) 2 - {- ( dx 2 ) 2 -h ( da : 3 ) 2 , (4.23) 


而张量 p 的矩阵化为 



我们指出，一般不能在整个空间中完成这种变换，即无法求出这样的坐标系 x 1 ， 0： 2 , 
#，使 (4.22) 在整个空间中都化为 （4.23) 的形式.如果存在这样的坐标系，则空间称 
为欧几里得空间，反之则称为非欧几里得空间.对于 n 维空间，如果利用坐标的实变 

换能够在整个空间中把 (4.22) 化为 ds 2 = f ： ^( dx *) 2 的形式，式中叫 = ±l,z = l, 
2, •••， n ， 并且至少有一个叫的符号与其不同，则该空间称为伪欧几里得空间. 


用张量 g 代替 x 时协 
变基与逆变基的相互 
关系 


引入矩阵 ( 9 ij \ 的逆矩阵(^),其元素按照逆变规则变 
换.我们将用它代替 (0) 来引入逆变基矢量，这时只要让 
det (^) ^ 0. 利用 （#) 可以引入逆变基矢量 A 



(4.24) 


这里升标已经不是利用任意张量 x 而是利用基本度规张量 g 进行的.以后我们将 
使用由 （#) 引入的乂 

我们来确定标积 - e p 的性质.由（4.24)，有 


^ * e p = g ” ei . e p = g tJ g ip = S J py (4.25) 


即 e 1 • ei = 1， e 1 • e 2 = 0, e 1 - e 3 = 0, 等等.由此可知，基矢量 e 1 垂直于矢量 e 2 , e 3 
所在平面，等等.不难验算，对于逆变基矢量成立以下 公式： 


C 1 - e2Xe 3 c 2 - 

e 3 xei 3 

一 eixe 2 

(4.26) 

er(e 2 xe 3 )’ 

ei.(e2Xe 3 )’ 

e V (^2 x 63) ? 

而对于协变基矢量则有公式： 

e 2 xe 3 

e 3 xe 1 

e 1 xe 2 


e^ie^xe 3 ) 1 62 " 

- el.( e 2 xe 3 )， 句 - 




式中的符号 x 表示通常的矢积.协变基矢量与逆变基矢量的概念是相互的.在笛卡 
儿正交坐标系中显然 d = ej , 因此,在这样的坐标系中矢量与张量的协变分量与逆 
变分量没有区别，把角标写为上标或下标因而不再重要. 
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度规张量的混变分量从 (4.25) 显见，基本度规张量 g 的混变 分量 〆 ._；• 在任何坐标 

u 系中都组成单位矩阵涞收蛉卯雄部迕 iixtmsi 


( A ) 


P- 'i pi 2 9\:3 

g 2 \ 9 2 、 g 2 、 

9 3 -\ 9^2 9 3 - *3 / 


10 0 
0 10 


(啩 


张量的不定乘 


0 0 v 

我们已经认识了张童的某些运算,现在再给出张量的一种乘法运算 
设有矢量 A = 与张量 r = e k e ^ 在形式上组成分灣轉 74 


B = A l T^j eje^e- 7 , 驾 
B* = A { T k : e k e^ei = 


if 




显然， B 与 B •都是张量，但 B ^ B \ 这种运算产生比初始张量更髙阶的张量，称为 
张量的不定乘运算，其结果取决于相乘的顺序.利用张量的不定乘可以组成任意阶张 

量但并非所有张量都能表示为矢量的积.利用不定乘可以引 

入形如 ： -. 少\… : : r 

切 = 9 lJ 9 pq 9 r8 - - - eieje p e q e r e s - - • ? ，张 


9ij9pq9\ 


l e^e p e q e T e s …= SW: … e p e q e r e s 


的 张量. 显然，通过克罗内克符号表示的张量级的混变分量在任何坐标系下都相同， 
即它们是坐标变换的不变量.这些分量等于0或 1. [:、槪^ v 


张量分量的数目 


标童 A : 可以视为零阶张量,用一个数表示（3 0 = 1). 矢量是一阶张 
量，在三维空间中具有3个分量（3 1 = 3)，而二阶张置具有3 2 = 9 
个 分量. 依此类推，三维空间中的 p 阶张量具有 V 个分量， n 维空间中的 r 阶张量 


则有#个分量.有时，比如当存在对称性时，张量的独立分量的数目会减少.例如， 
二阶对称张量 （7；』 = r #) 只有 6 个独立分量， 二 阶反对称张量 （!；,• = 只有 3 

个独立 分量. 张量对称的概念表示其分量相对于某变换群不变.例如，前面给出的张 
量货的混变分量相对于所有的连续变换群是不变的.张量货的具有任何角标结构 


的分量相对于正交变换群是不变的，因为正交变换群正是由基本度规张量的分量义 
是不变量这-条件定义的. 


张《的标&不在一般情况下，张量的分量与坐标系的选取有关，但是可以提 

出如下 问题： 寻找这样的函数其自变量是张量的分量， 


但函数本身相对于坐标系的选取不变，即 


张量分量的这种函数称为张量的不 变量. 它们是数，或者是空间点的函数.正是张 
量与矢量的分量的这种函数应当与其他不变的对象一起出现在物理定律的数学表述 
中，这种数学表述相对于物理现象的描述方法应当是不变的，例如，它应当与坐标系 
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的选取无关.用类似的方法可以定义若干个张量的分量的不变的函数.这样的函数 
称为标量.我们给出一些简单的规则来组成矢量与张量的不变量.取矢量 

A = A { ei = Aje j = A t g ij eP 


并组成标积 


A-A = A 1 A j ei - ej = A t A j g ij = A l Ai. 


所得表达式就是不变量（矢量 A 的长度的平方)，因为矢量的异名分量的变换是互逆 
的.矢量只有1个独立的不变量一它的长度,所有其他不变量都是它的函数. 
现在取任意二阶张量 

T = 


并与度规张量组成对2个角标的缩并 T^ 9ij (按上标与下标求和的运算称为缩并), 
就得到一个与坐标系无关的数，因为带 J ： 标的分量与带下标的分量，其变换是互逆 
的.可以写出 

. T^ 9ij = T\\ = r 1 . i + r 〒 2 + 7% (4.27) 

缩并 

‘ (4.28) 


也是不变量.这样，对于二阶张量，我们得到了 3个不变量，它们相对于分量是线性 
的、二次的和三次的.下面将证明，对于在实际应用中特别重要的二阶对称张量，所 
有其他标量不变量都是这3个不变量的函数. 

-队“〜冰旦从取任意点 O 及其邻近点 M ， 从点 O 引坐标线 C 1 ， C 2 , C 3 , 考 

_阶对称张量的张量 

面 敝量 


0M = dr = dC ei 


与对称张量 


T = T l j eiGj = T{je l e^. 


显然 Tij dC d ^' 是不变量，我们可以取 

T i：i dC d(： j = Tlj drf = c, (4.29) 

式中 c 为某个数.在点 O 的邻域内，当 c 固定而 2^ 取它在点 0 的值时，方程 (4.29) 
确定了一个称为张量面的二次曲面，而微分 df 或 dV 则视为张量面上点的坐标.每 


个二阶对称张量在每一点都可以与二次曲面 (4.29) 相对应. 


二阶对称张量的主轴 
与主分量 


我们知道，利用坐标变换可以把这个二次曲面的方程化为正 
则形式，即在点 O 可以选取坐标系: r 1 , P ， x 3 , 使 (4.29) 化为 

Tnidx 1 ) 2 + T 22 (dx 2 ) 2 4- T 3 3 (dx 3 ) 2 = c. 
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在这样引入的坐标系: r 1 , x 2 , : r 3 中存在正交坐标系，因此在空间每一点都可以引入 

这样的正交坐标轴，使二阶对称张量在该点只有3个分量 r n ， r 22 , r 33 不等于零.这 

样的坐标轴称为张量的主轴,而坐标轴沿主轴方向的笛卡儿坐标系(化=1，当 i 一 ） 

时= 0) 称为张量 r 在点 o 的主坐标系.显然，协变分量与逆变分量之间的差别 
在主坐标系中消 失了： / 

^ = Tu = T\\ = Ti : 

(式中对 i 不求 和). 在主坐标系中，张量的3个分量一般互不相等且不等于零，它们 
称为张量的主 分查. 对称张量的主轴与主分量的求法参见109—110页. 

^于二阶对称张量分量的独立不变量数目的问题现在很容易就能回答了.在 
主坐标系中，所有不变量应当只是3个分量的函数，所以独立不变量的数目不能超 
过 3 .由不变量 (4.27), (4.28) 在主坐标系中的写法可知，前面得到的所有3个不变 
量都是独立的: 

以后还需要张量分析的许多知识，我们将在必要时加以 叙述. 

§5. V-''"vt- 1 ^ - 

聊休相 对厂观杈者所用坐标系 rc 1 ， a ： 2 , a ; 3 运动（图 10), 取它在初始时刻化和 
任意某个时刻 < 的两个 位置. . f ,^ - S 

随体坐标系的基矢置物体的每一点 M 都可以与随体坐标系《 2 , P 相联系•随 
依赖于时间' 体坐标系与物体一起运动，其基矢量在时刻化与时刻£是不 

同的. 我们用 A 表示化时刻的基矢量，用&表示《时刻的 
基矢量.显然，随体坐标系的基矢量一般而言与物体的点 M 有关，而且还随时间变 

化.此外，如果坐标系彳 1 ,《 2 ,被冻结在介质中，而介质像刚体那样运动，则通过平 
动与旋转就能从三面体 A 得到三 

面体冬，这时 

l^t| = |ei|, Zeiej = Ze^j, 

即 

A A 

ei.ej = ei.ej. 

可变形体的运动则比较复杂. 

事实上，在可变形体运动时，其点 
M 与 之间的距离发生变化，所 
以随体坐标系的坐标线发生变形 J 

基矢景 ei 随时间而变化，其大小 ,, 卜飾：』图 10 . 刚体的运动 
与夹角都会 改变. 个内企突抑令 ^ ^ ' 

连续介质诸点之间的距离在运动中会发生变化，这一效应非常重要.比如，我们 
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指出，介质微元之间的相互作用力就可能与它们之间的距离有关. 

考虑可变形体在任意时刻《与 〆 的任意两个位置，比如，考虑它的点 M 与 JkT 
在这些时刻的位置（图 11) .点 M 的基矢量在时刻 f 表示为屹在时刻 t 表示为軋 

显然，在随体坐标系中 

dr = dr ’ = 

我们想研究表征距离变化的特征量， 
所以必须引入随体坐标系在时刻6和 
t ， 的度规张量. 

佴是在引入度规之前我们指出, 
任何一条由点 M 出发的无穷小线段， 
在连续介质的运动过程中都变为由该 





图 n . 可变 形介质 的运动 点 M 的对应点出发的无穷小线段. 

其实， t 时刻的连续介质微元 dr 
在时刻 〆 对应 d〆 ， 同时还可以在时刻《引入连续介质微元 kdr ， 式中 A : 为某个数. 
在时刻 A 这个微元对应空间 f , <? 2 , C 3 中的 kdr \ 因为在这个空间中，连续介质所 
有点的拉格朗日坐标保持不变，于是应当成立按基矢量 < 的分解式 


k df * e f { = k (\ r f . 

> 

对于给定的 dr ， 当 A : 取不同的有限值时，微元 Cdr 在时刻 t 确定了一条自点 Af 出 
发的线段微元，与之对应的正是 〆 时刻在空间 p j 2 , f 中的线段微元 kdr \ 

现在引入随体坐标系空间在时刻（与 <' 的度规.设在时刻6有 


|dr| = ds ， ds 2 = g {j d^ 1 , g {j = ej - ej, (5.1) 

而在时刻 f 有 

|dr'| = ds\ ds ，2 = df df j , g-j = e• - . (5.2) 


我们强调，点 M 和 Af 在随体坐标系中的坐标在时刻 《 和^是不变的，但分量 
^ g ' ij 却不相同. 


相对伸长因数 


我们把比值 



称为相对伸长因数，式中的 ds 和 d / 在相应时刻通过连续介质的相同物质点.因数 
I 取决于点 M 和计算所用微元的方向，但与 dr 的长度无关.如果/在可变形介质的 
每个点与每个方向都是无穷小量，变形就称为无穷小的.如果/取有限值，变形就是 
有限的.根据定义，刚体的所有 因数/ 都等于零. 

我们注意到，只要考虑连续介质完全任意的两个位置，就可以引入变形与相对 
伸长因数」，并且只要知道知，而与 dr 的方向，就可以对任何 dr 计算 /. 
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应变张量引入记号 arih ^ mm ： vmfim 

h ， _ w : 細 • ，菜 •: X^.d -o ^ (5J) 

根据 (5.1), 尊康 2)#，: ::二;，.•闻严+•严酿 ， J 1 .期〒 ’钟 

ds 2 - As 92 = ，不」」 f 1 

由此可见，可以视为张量的协变分量.我们知道，利用任何二阶张量 x 可以由某 
个张量的协变分量组成其逆变分量.在度规空间中，我们规定使用基本度规张量 g 
来代替张量 x . 在这里，可以利用 或者心 来升标，所以由协变分量 ey 可以组 
成两组不同的逆变分 量：# (用升标）与 e 〜（用 〆 0升标).这表示可以组成两 

个不同的 张量： ^ 絲4 •扣虫固 

K .1 :, 、、• ' ^ = eije^^ ^ 

它们具有相同的协变分童 (5.3), 但对应不同的基 ㈢ 与 e ' 这两个张量都称为应 
变张量 1〉 . 张量#和#的逆变分量与混变分量是不同的，我们分别用与 

来表示 它们. 混变分量因为= e pj9 ^\ t .) = %浐，而 

9 ，pi ^ 9 pi . :A 二 3 P - # 


应变张量是表征物体发生变形的基本特征量，其分量出现在描述连续介质运动 
的基本方程中. : d 


初始状态与“初始状 
态％ 、 


显然,在我们所关心的时刻 t , 变形的大小不仅与物体的当前 
状态有关，还关系到这些变形是相对于哪个状态计算的.如 
果我们想得到表征变形的确定的物理量，应当怎样选择这个 
状态呢？显然，此状态不可能是完全任意的，它应当由具体的物理方法来确定.我们 
注意到，这个状态可以用不同方法来确定，并且现在在变形理论中，我们也将不去固 


定确定该状态的方法，而只是把用某种方法选定的用于与连续介质当前状态进行比 
较的状态称为初始状态.我们仅仅指出，这时可能遇到以下 情形： 该初始状态不一 
定能够在实际中实现.例如，可以把这样的通过想象而引入的状态当作初始状态，此 
时每个连续介质微元的结构都是有序的，微元处于一种不受任何力作用的自然状态. 
我们把这种通过想象而引入的初始状态下的度规表示为么^把初始状态下随体坐标 
系的基矢量表示为显然,用这种方法引入的度规可能是非欧几里得度规.连续 
介质的真实运动是在欧几里得空间中进行的，因此在一般情况下，连续介质从初始 
状态到当前状态的这种转变在实际中可能无法实现.这种理想化的假想的“初始状 
态”（带引号）可以用来估计度规的变化并引入应变张量. - l： ；% 

我们以二维欧几里得空间中的（即平面上的）运动为例，对上述内容加以解释. 
考虑某个薄膜在平面上的运动，薄膜在不受任何力作用时的状态取为初始状态.设 
薄膜沿边缘受到拉伸，并且正是因为这种拉伸，薄膜才是平的.如果去掉拉伸作用力， 
薄膜就会翘起并布满 摺皱; 尽管它还将是二维的,但不会再是平的.对于当前时刻的 

D 倉与，通常分别称为阿尔曼西应变张量与格林应变张置.——译注 
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9 ij = - ej = leiMej-l cos^, 

9 ij = ' ej = |ei|- \ej\ cosTpij, 


平的薄膜与（去掉所有对它的拉伸作用力之后）翘起的有褶皱的薄膜，、可以建立起它 
们的点之间的一一对应关系，但为此一般要进入三维空间.如果停留在二维空间，同 
时还保持空间的欧几里得度规，这是做不到的.所以，对比薄膜在二维欧几里得空间 
中的运动，它在不受拉伸力作用时翘起的状态只能看作是“初始状态”（带引号).这 
样，如果按照某种物理方法引入的初始状态作为连续介质的状态既可以通过想象而 
达到，也可以通过某种运动在实际中实现，那么该初始状态就可以定义为不带引号 
的初始状态.如果通过想象而引入的用于比较的状态不能在相同的空间中通过介质 
的连续运动而达到,这就是“初始状态”(带引号！) . 

分量〜在一般情况下可以与《 2 ,和 i 有关.如果假想的“初始状态”是 
固定的 ，‘就 只与乂 3 有关. 、 

_张■■料 g 现在解_魏量<# =〜抑= ㈣ 的协变分量 

的几何韋义.我们把度规张量的分量写为以下形式： 


式中也,为矢量 A 与句之间的夹角，也为 A 与& 之间的夹角.作比值 


\ej\ 二 \dr/dC\ = |drj| = dsi_ 
€i| ~ |^ro/^| I dr oi| ~ ds 0i 


U + l , 


(5.6) 


式中 d Si 与 d % 为坐标线疒的线微元，^为沿？<方向的相对伸长因数.现在利用 
(5.6)，从 （5.4) 可得 ， 


9 ij = m - 1句 K 1 + + lj) COSipij. 


(5.7) 


取连续介质在时刻 〆 的状态为初始状态或“初始状态”心，利用（5.5)， （5.7) 和（5.3)， 
得公式 


2^ij = [(1+ “)(1 + 0 cos 知 -cos^-JleilvIejl, 

它们可以方便地给出的几何解释. 

‘首先讨论在角标相同时的几何解释.由 （5.8) 有 


(5.8) 


2 eti = [(.1 + U ) 2 — l ] p i: 


从而 



㈣ 會 1 . 


(5.9) 


如果变形很小，则很小•把 (5.9) 展开为级数，得 


\ — / \~/ 
4 5、 

5.5- 

/V /(\ 



此外，如果把初始状态的随体坐标系取为笛卡儿坐标系，则^=1,所以 

W 你’ . 汰 M 雠同琳內撖介15發中间9轵淋逍 

即在无穷小变形的情形下，应变张量的协变分量在角标相同时等于沿初始状态的笛 
卡儿坐标轴加麵雌长 S 数. 

再考虑分量在角标不同 (i ^ 3) 时的几何解释.为简单起见，在“初始状态”, 
我们在给定点选取这样的坐标系，使4互相垂直，即& = 7 T /2. 那么，令 


弃态郑绡併夯 itt 姘类 


2^ij = leil-le^lsinx 


应 变张量的主轴 包括应变张量在内的每个对称张量都可以与二次型相 

,联系.正如在§4中所指出的，在每一点都可以求出这样的正交坐 

标系屮，沪，沪，使二次型〜叱 d 夕化为 \ h 二 

飧 T 麻主翅琳 


Sij d^* 

从 t 到 V 的变换取决于分量 Gj ， 所以在运动过程中，相应的正交三面体十在不同 
时刻一般是不同的.在空间中取这样的轴 r ； 1 ， t ; 2 ，沪， 它们将随着运动在空间 
(随体坐标系）中变换到相应的轴 V ， r / 2 , r / 3 , 我们来证明^仍然互相垂直.实际上， 
对这样的轴 r ； 1 ， r / 2 , 沪来说，分量& 在 i 关 j 时等于零，因此，根据 (5.10), X i > = 0, 
即轴 V , r ; 2 , r / 3 还是正交的.这样，对于变量/ 7 1 ， r / 2 , r / 3 , 空间和 Ay 中的坐标轴 
三面体分别与 i 和湓的主轴三面体重合.在这些变量下，矩阵 f f : 

一「 ’ ~ V 4 ? jb ^ a - h 丹 ^ 心 MJtCJryv mlWltoait 

本: > (雖歸、的， __||_ 

同时化为对角形式.在初始状态下由主轴组成的正交三面体经过给定的位移后仍然 
正交，主轴之间的夹角不发生变化，但是，主轴正交三面体可以像刚体那样进行平动 
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和旋转运动.我们指出，沿主轴的微元 dr 在运动中可以缩短或伸长.我们强调，应 
变张 fi 主轴的概念在这里是对任意的有限变形而引入的.应变张量 舍与 i 的主轴 
在相应空间中经过介质的相同物质点. 

应变张量的主雜 

= 9 uW ) 2 (5.11) 

(对 i 不求和)，并且对于任意方向的微元 dr ，其长度的平方在主轴下可以表示为 


ds 2 = d5j -h ds^ H- d.Sg. 

类似地，在初始状态有 • 

d5 0i = ^ii(d^) 2 (5.12) 

(对 f 不求和)，并且 • 

d5g = d5^+dsg 2 -f d^ 3 - 

这枰沿主轴取的微元 d Si 和 d SQi 可以分别视为在当 lir 状态和初始状态下在给定点 
邻域中的普通的笛卡儿坐标（这时坐标 d 力和心 oi 沿不同主轴的尺度分别相同).在 
观察者所在空间中，坐标系 dsoi , ds 0 2, dso 3 和 ds !， 心2, 一般是不同的. 

利用 （ 5.11) ， （ 5.12) 和应变张量协变分量的定义 （ 5.3 )， 易得 

ds 2 - dsg = 2 ^ = 2^ (5.13) 

这里心中的撇号表示应变张量的协变分童是在主轴下取的.矩阵’ (&) 和（〜）在 
主轴下具有对角形式，所以其逆矩阵、和在主轴下也具有对角形式，并且 
9 U = l /9 u ， ^ = 1/^. 因此， (5.13) 中的比值和 e ^/ du 分别等于 = 
i \\ =匕和= e % = ^ (在这两个表达式中对 i 不求和)，故它们是应变张量在 
相应主轴下的混变分量.现在可以把式 (5.13) 写为 


ds 2 — dsg = 2(f L d5i 4- i 2 dsl + i 3 dsl) = 2(e 1 d5Q 1 + ^ 2 d5 02 + ^ 3 ^ 03 ) - 


这样，连续介质的每个点都可以与普通的笛卡儿正交坐标系 S ( n ， 卽 2 ，卽 3 和 Sl ， s 2 , 
53 相关联，前者的坐标轴因介质运动而移动至后者的坐标轴的位置.因为它们是笛 


卡儿正交坐标系，所以角标的位置（上或下）在这些坐标系中无关紧要.应变张量在 
这些坐标系中的相应分量☆和 A 就是主分量. 


应变张 S 的主 

分量之间的关系 


应变张量#与 i 具有不同的主分量，即& 一心但 &与& 
之间存在着联系.我们来建立这一联系.由（5.13)，对于沿第 
i 个主轴取的方向 dn ， 有 


ds i - ds oi = 2^ ds ? ， 



§5 . 变形理论 



由式 （ 5.14) 和 （ 5.16) 可见& / 心， 此外，从它们易得 


t - t ，. v A 1 + 2^ l + 2ii ，: : v y 

这就是我们想建立的张量 身与身 的主分量之间的关系.我们再来确定沿主轴方向 
的相对伸长因数 h = ( dsi - dso ^/ dsoi 与应变张量的主分量之间的联系.由 （5.14) 得 


类似地，由 (5.16) 得 

U = y/l -f 2ii - 1. (5.19) 

公式 （ 5.18) 和 （ 5.19) 对有限变形成立.如果变形是无穷小的，则应变张量#与 i 的 
分量也是小量，于是按级数展开后，从 （ 5.18) 和 （ 5.19) 得 


即在无穷小变形的情况下，沿主轴的相对伸长因数既等于当前空间中应变张量倉的 

主分量，也等于初始$间中应变张量滄 i Xa m 

现在我们回忆应变张量的主分量的求法.为简洁起见，取矩阵 


我们将把它理解为矩阵或矩阵（；^ 

c 在主轴下形如 ： m :.\ m . A 


如果取 detCT 并令它等于零，显然就得到 A 的三次方程 




• 46 • 


第二章可变形体运动学 


这个方程的根 A l7 A 2 , A 3 就是相应的应变张量的主分量 ei ， e 3 . 只要在主坐标系 
?? W 中组成 （5.20), 就可以用这种方法求解. • 

取不同于主坐标系的任意坐标系《 3 ,并在该坐标系中组成矩阵 C 7. 考虑 
从7/ 1 ，7? 2 , 7? 3 到 e 1 ， f 2 , 的变换.矩阵 C 7 的元素为两个张量的分量之差，所以也是 
张量的分量.根据张量混变分量的变换公式，得 

C / = ( c p q b i . p aV J ) = BCB - 1 . 

由此可见 ， detC = detC , 所以方程 (5.20) 或者 ， 

det ( AS ；- e \})^0 (5.21) 

相对于坐标系的选择是不变的，应变张量的主分量总是由它的根来确定.在 (5.21) 
中，如果用$替换 e %， 就得 到根心 如果用$代替4纟，就得到根紅方程 (5.21) 
称为特征方程.众所周知，对于对称张量，该方程总有3个实根.特征方程 （5.20) 的 
系数是相对于坐标变换的不变量，.因为它们完全决定于方程的根，即应变张量的主 
值.展开 （5.20) 或 (5.21), % I u / 2 , h 的公式： 


A = ^1 + ^2 + 63 = S °! q1 

/2 = eiQ + 十 ^ = ^[(e? a ) 2 — （ 5.22) 

_ 

h = = det ( e ' j ).. 


这样，为了求出应变张量的主分量，应当在给定的坐标系 f ， p , 中组成系数 
由 (5.22) 给出的特征方程 (5.21), 并求它的根. 

我们把张量 i 与#的不变量圮/ 2 , / 3 分别表示为/ 2 , / 3 与 A , / 2 , 4 .显 
然，不变量 A ， 4 / 3 可以通过“ A 来表示，而 八， 4么可以通过 a , f 2 , f 3 来 
表示，又因为 士 —軋 所以 A — 主分量 a 与 ☆ 之间有联系，所以不变量 A 与厶 
之间也有联系.在无穷小变形的情况下， ☆= 匕 不变量 I 与 A 相等.当变形有限 
时,利用 （5.17) 和 (5.22) 易求不变量 A 与义 之间的以下关系： 


/l = 纟1 +纟2 +纟3 




h + 4/ 2 + 12/ 3 
+ 2/!+4/ 2 + 8/ 3 5 


◊ 

J" A A 丨 丨 AA 

)2 =三1尽2 + £^3 + ^3^1 


/ 2 + 6/ 3 


1 + 2八 + 4/2 + 8/3 


a 

r a 八 a 

^3 = S1S2S3 


O 

/ 3 




+ 2/i + 4/2 + 8/3 


体积膨胀因数我们研究了当前状态与初始状态下的线微元 cb 与 dso 之间的关系， 

现在求这些状态下的体微元之间的关系.在初始状态下，沿应变张量 
的主轴取以办 01 ， d502 , d5 03 为边的长方体，其体积 dK ) 由公式 dVJ ) = “(n ds 02 ds 03 
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称为体积膨胀因数見根据 (5.15), 等式 (5.23) 可以写为 

V 馕分 I? & 量湘 魁变 I 鄺壤來 r _______^ 


涂河讲出辦^臟间 

雜絲 

根据 （5.22), 有 _^ 钚中 杀科坐 fi 诹濟 

0 + 4 /j - f - 8/3 ~ T ) i . (5.25) 

由定义，量彡是不变的几何特征量，其表达式由公式 (5.25) 给出，它在使用任何坐标 

a 公袼变啪系秭坐枏两舞廉翩 H 薄湩^ Mil 从教仗拥 

用类似的方法可以在任意曲线坐标系中对平行六面体微元引入量見以后将证 
明，公式 (5.23) 所定义的体积膨胀因数与原始体积 d % 的形状无关.它在变形有限 
时等于给定点附近任何微小体积的相对变化 . $ = 

在无穷小变形的情况下，从 （5.24) 和 (5.25) 得公式 


x ^\ 4 iX jO 讀锃 W 中友 


因此，应变张量的第一不变量在变形无穷小时可以视为体积膨胀因数. 

i 竹广现在讨论如何根据已知的运动规律 
根据动规律计算应 

#张置的分_ 昤 ; L 專 C = C ( x \ X 2 , X 3 , t ), ;• (5.26) 

則5梦 W 出 I ?肌】激系关包二：^ 1 ， C 2 , ㉚ to )，« o » to ) J 1(5.27) 

和观察者所在空间: r 1 ， z 2 , x 3 的已知度规 Pij 来确定应变张量的协变分量这一 
问题.我们强调,在从随体坐标系到观察者所用坐标系的变换中，时间£被视为参数. 
如果初始状态对应于介质在化时刻的位置，则在初始状态从观察者所用坐标系到拉 
格朗日坐标系的坐标变换由公式 (5.27) 给出.在随体坐标系中，应变张量的协变分 
量由以下等式定义 A - A .. 


u 这里为了强调我们是在当前时刻的随体坐标系中考虑问题，故意把应变张量#的协变分量记 
为〜 下文中的«^.|和 • 在" 、胃 

2) 这实际上是张量的协变分童的变换公式.一译注 
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因此，在随体坐标系中 


產 ij 


2 



dx p dx q 


9 ij 


(5.28) 


式中的导数由 (5.26) 给出.我们指出，在一般情况下无法对“初始状态”空 
间的度规么, • 作出任何结论，因为它在不同情况下可以用不同物理方法引入，但是， 
仍然可以通过选取“初始状态”下的坐标系疒乂 2 , f 来影响度规张量的分量点 y 
如果从观察者所用坐标系到初始状态的变换由 （5.27) 给出，则在初始状态的拉 
格朗日坐标系中有 ' 

。 _ 1 广 ^0 ^ x o \ 

£ ij = o [9ij - 9 闪更兩 ） ， 


2 


式中的 dx ^/ di n * (5:27) 给出. 

根据张量士的分量从随体坐标系到观察者所用坐标系的变换公式，除了随体坐 
标系中的公式（5.28)，在观察者所用坐标系中还有 


4 户 


K 叫 


9 jxj 


dx 


墨)， 


式中的导数由 (5.26) 给出. 

考虑初始状态能够实际实现的情形，这时度规和么> 都是欧几里得度 
规，.并旦可以引入位移矢量 ti ; (图 12): ■ 

M 


V = Vq + 


(5.29) 


式中 r 0 和 r 分别是连续介质的同一点在初始时刻知和当前时刻 i 的径矢. 

由 (5.29) 易得基矢量士与心之间的关系，利用这个关系就可以写出应变张量 
的分量~的公式.把 （5.29) 对 f 求导，得 • 



dw dr 

一粑 =e< ei ’ 


从而 

. o . dw 

ei _ ei+ 粑， 

或 n | P ， 

(5.30) 

所以 





9 iJ 


.. 。。，。 5 ii ； 。 dw 

e i 9 e j = ei • ej + ei • — + ej 


dw dw 


9ij = Ci - ej = ei - ej - e< • 


dw 




勺 • 


dw 


dw 


dw 


d 铲 W • W 


因此 


^ij = ^ij 


2 


。、 1 dw 。 dw dw 

(9ij ~ 9 ^ = 2\ ei ， d ^ r W^W 



1 / dw 


• e j 


dw 、 dw 

灼一 




w 


dw \ 

兩） • 


(5.31) 



ji 扣 I 丨图 12 . 位移矢％ 左 #敌4 t 眘带 M 图 13 .平面上的极坐标系 

公式 (5.31) 对于任意选取的拉格朗日坐标 纟 1 乂 2 ,都成立，这些坐标一般是曲线坐 
标. 我们指出，在分量的表达式 （5.31) 中只含有位移矢量 w 对坐标 《 U 2 , p 的 
一阶导数,它们表征了连续介质的点的相对位移. 

矢 坦 及其分 运 对坐杆我们已经得到了通过位移矢量 ti ； 表示应变张量的分量的 
的微里 公式，现在来推导通过位移矢量切的分量表示应变张量的分 

量的公式.为此，必须确定如何用矢量的分量的导数来表 
示矢量的导数. TtT # = 、、 7 

显然，矢量分量的普通导数并不决定矢量本身的变化，因为从空间中的一点移 
动到另一点时，基矢量一般也发生变化.实际上，例如，在平面上取极坐标系，并考 
虑大小与方向在平面上所有点都不变的矢量场 A 当从平面上的一点移动到另一点 
时，矢量 4 不发生变化，其导数显然应当等于零.坐标 纟 1 和是半径 r 和极角& 
基矢量的方向为： 61 沿从坐标原点出发的射线方向， e2 沿圆周 r = const 的切线方 
向. ei 和 e 2 的方向在平面上不同的点是不同的，所以常矢量4的分量在平面上不 
同的点也是不同的（例如图13中的点5与(7)，即常矢量的分量的导数不等于零. 
在笛卡儿坐标系中 


因为从一点移动到另一点时，基矢量 ei = i , e2 = j , = k 不变. 、秦-:於玫 _ '兔雜 :' 
张量与矢置的分量 M 的曲线坐标系 V W 中，基矢量鳥是变量，所以 


显然，由定义可以认为导数 de k / drf 也是矢量,它表征曲线坐标系的性质.按基 
分解此矢氬并用记号 ii 穌其分 s ， 有 

和 • 符項费汫»里央甙蜱財中里故炎 •: 撖决尊边常戚 

1截分癟变幽中支不.平麓分儀 
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量 It 是坐标 r / 1 ， r / 2 , r ? 3 的函数，称为联络系数 2) . 以后我们将详细研究量 1^. 根 
据 (5.33), 等式 （5.32) 成为 


dw 

drf 


dw k 

drf 


eA ； + w k r J ki e h 


式中第二项扁对&与 j 求和.交换其中表示求和的这两个角标，.可以写出 


dw dw 
drf dr ] 




(5.34) 


e k 的系数 dw k /dif -f uP 带有 2 个角标，这些系数有一个专门的记号 S 7 i w k 1 
它们称为矢量 II ；的逆变分董的协变导数 3 ): 


Viw 1 


dw k 


r 


(5.35) 


我们来确定 ViW k 的性质. 


在笛卡儿坐标系 .(# = d ) 中，因为加細= 0,即= 0,所以有 


ViW k 


dw k dw k 
djf dx i 


即矢量分量的协变导数与该分量对坐标的普通导数相同 .. 

协变导数组成张量的分量.实际上，设(：\ C 2 , C 3 是新坐标系， T 7 1 , 沪，沪是旧坐 
标系，那么 ' 

• r # A 

dw dw drf y 

d0 dr) 1 d^ k . . . 

可见，由于 w 是不变的对象，所以 dwldrf 像矢*的协变分量那样变换.因此， 

i 

_ dw { 

T = — { e 


们用数学方法引入物理空间或相空间的模型，其几何性质的确定与这些系数有密切关系.对 
于几何空间的一般情况，这些系数可以用不同的公给出.下面只讨论欧几里得空间、伪欧几里得 
空间与一般的黎曼空间.按照定义，这些空间的系数由相同的公式给出，其中只含有度规张量 
的分量 g mri 及其对坐标的导数. v 

给出 rL 后，在空间的每一点就可以从矢量代数过渡到张量分析.在张量分析中，有必要把矢 
量与张量从给定点移动到空间的任何其他点，从而对邻近点的矢 fi 与张量进行比较，进而把矢量 
与任意阶张量对坐标 W 的导数构造为张童. 

在任何维数的空间中，例如在应用于经典相对论的一些四维物理度规空间模型中]下面关于 
张量使用的那些结论和公式是都成立的. 

2) 记号 it 通常也称为第二类克里斯托费尔符号，后文中简称为克里斯托费尔符号.一译注 

3) Vi 称为协变微分算子，下文中的 Vi = ㈣ 称为逆变微分算子.一译注 




是一个不变的对象.但按照 （5.34) 和 (5.35), 我们有 


即 T 是二阶张量，其混变分量是协变导数 

我们指出，导数 dwW 不是张量的分量.事实上，如果把微分符号 djd 计 之后 

^ wk 替换为它在新坐标系中的表达式；、变组时簞赉电遡_逸池武 

,„k _ 量分的董辨介!二#、 〜 W 薄乘，缺 


那么 d V k / dC j 也应该对 V 求导,所以对于 dw k ldif 我们得不到张量的变换规则 
由协变导数的定义显见，标量 W 的协变导数与普通导数相同： 


它定义的矢量就是标量场 P 的梯度矢量.作为场 W 的特征量，我们已经在前面详细 

现在定义张量的逆变分量的协变导数.具体讲，取二阶张量 If == H ^ eje kl 并 

进行以下运算： ^ t s t ^ - Uf ® 

_ dH ^ de, = A •几 dey 


在第二个求和式中交换表示求和的角标 Z 与 j , 在第三个求和式中交换 I 与 fc ， 得 


S*t*j2XT 械谢 0 

ViW k = + H lk ii + 

1 - A • 

它称为二阶张量 / f 的逆变分量的协变导数.容易看出，可以按照公式 

v IwxvK 

dH — ^ i 

Ti = = ViH^eje^ 


啪中; 


由二阶张量引入三阶张量.显然，张量 i \， r 2 , t 3 —般是不同的 
类似地可以组成任意阶张量的逆变分量的协变导数. 
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显然，由协变导数的定义（它对张量分量的线性性质)，逆变分量之和的协变导 
数等于逆变分量的协变导数之和： 

+ w k ) = ViV k -\- Vi w k . 

现在证明，乘积的协变微分规则与乘积在普通意义上的微分规则相同.设需要 
计算 V 扣 w k ), 为此必须应用张量的逆变分量的协变微分规则，由前面的内容 （§4) 
可知，乘积是二阶张量的分量.于是， 




dv ^ w k 

drj 1 

dv j 
dif 


+ v l w k r J u + Wrg 


+ 




k + v ^(^-- hw l r ^ 


V 抑 


k ViV^-\-v :i ViW k . 


这就证明了需要的结论.任意数目分量的乘积的协变微分运算是完全类似的. 

现在讨论当矢量不是由逆变分量给出，而是由协变分量给出时的协变微分问题. 
设切= Wje j , 需要计算 dw / drf . 这时 


dw 


drf drji 


dwj 2 de j 

J e J + w 


drf 


(5.36) 


显然，就像 dej / d ^ 那样， de ” drf 也是矢量，可以按 # 分解.在欧几里得空间及更 
一般情况下的黎曼空间中，成立公式 


9 e J 

drj 1 




(5.37) 


式中的 it 就是前面引入的联络系数，在欧几里得空间和黎曼空间中亦称克里斯托 
费尔符号.为了证明 (5.37) 成立，取标积 

e j - ek = S J k . 

此等式在空间中所有点都成立.对坐标十求导，得 


de j 

dif 


efc + e 7 • { T l ki ei ) = 0. 


在最后的求和式中，只有与 l = j 相对应的项才不等于零，所以 


de ^ 


• e * = ~ r kv 


这个公式显然等价于 （5.37). 利用（5.37)，公式 (5.36) 成为 
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在最后的求和式中，把表示求和的角标 j 与互换，得 


畋甲」1 




dw _ (dwj 
\ dr ) 1 


w 知 0 = - Vi Wje j . 


表达式 dwj / d ^ - 就定义了矢量的协变分量的协变导数： 

• I - 灼用 

\ a ^ i 2 Wk r ^) ^ fit 我 K 吏执出金夯颭 

:啷 ，樹4仙 ui 两.浼出後义拥薄 m « 爭贫承 费併撕 龜矣,中 

类似地可以引入任何张量的协变分量的协变 导数. 立典进中麟卖舞# ( n . a ) 

我们指出， V iWj 与 ViW ^ 分别是同一个二阶张置的协变分童与混变 分量： 



T 


dw 

drf 


# ^ ♦ p • • 

e l = S/iWje J e l = ViUpeje 1 . 


由此可知，尽管度规张量的分量与 〆 依赖于 r / 1 ， r / 3 , 但是对于协变微分运算 
而言，它们应当相当于常量.换言之，可以把它们放入符号％或者从其中提出而不 

改变结果.其实，作为同一个张量的不同分量 ， Vi W 与之间存在着 联系： 

ditM 类 

, Viii^ =〆?▽< w k ^ >.冰 (5.38) 




所以 


= g jk w k 


S ? 杯戒-¥京玥逊,滷淋友#个两 


x> 


(5.39) 


^ i (9 jk Wk ) = g 3 k ViW k 、 


C^\ 




即 




W fc = o . 




•3 M 


如果用 WiW k = g kj S 7 iW ^ 代替 （5.38), 用 






g kj uP 代替 (5.39), 类似地可得 


• ■量 v vi r. k P* •• * •，* 摩 4 • 

克里斯托费尔符号的现在详细研究欧几里得度规空间中克里斯托费尔符号的计算 
性质 问题，并阐明克里斯托费尔符号的性质.我们指出，还存在比 

欧几里得空间或黎曼空间更复杂的空间，其克里斯托费尔符 
号不是计算出来的，而是给定的，且给定方法就包含在该空间的定义中. 

克里斯托费尔符号不是某个张量的分量.例如，以下讨论即给出这个结论.在同 
一空间中，克里斯托费尔符号在笛卡儿坐标系中等于零，而在曲线坐标系中不等于 
零.显然，张量的分量不可能具有这样的性质^ 

在欧几里得空间中，克里斯托费尔符号对下标是对 称的： 

* r % = rj 』 
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现证明之.在欧几里得空间中，径矢 r ( rj \ rj 2 , V 3 ) 总是存在的，并且 ej = dr / d #. 
因为 

dej d 2 r d 2 r de ^ 


drj k df ] k drj ^ drfldrj k drp ? 


(5.40) 



所以 T) k ei = T 

现在给出用度规张量 P 的分量来计算克里斯托费尔符号的公式.在黎曼空间 
中，克里斯托费尔符号对下标的对称性是由定义给出的，所以下面得到的 rk . 的公式 
(5.41) 在黎曼空间中也成立. ^ • 

取关系式 4 

9g j8 dej de a 

W = d ^^ es ^ d ^' ej, 


由此得 

, 翥 

d 9 js . 

dr] k 

de a 

■ d ， ej : 

: r jk^i ' 

= ^ jk 9 ls ' 

类似地 

d 9 ks 

drff 

de 3 

W ek : 

= T % ei . e s 

= ^ kj 9 ls - 


把这两个等式相加，应用克里斯托费尔符号对下标的对称性、等式 (5.40) 以及 




drj 


drf 



得 



d 9 k s _ ^jk 
dr ^ drj 8 


^ikdis 


取最后一个关系式与 g ^/ 2 的缩并，就得到需要的公式 




1 

2 


9 


is 


d 9 js 

drj k 



祭) • 


(5.41) 


用位移矢量的分量表现在回到公式 (5.31), 并推导用位移矢量的分量表示应变张 
示应变张量 量的分量的公式.位移矢量 w 既可以按照当前的基 A 分解， 

也可以按照初始的基 A 分解，所以相应地可以引入同一个矢 
量 to 的两种分量与即 




^ ek 


也可以引入两种协变导数: 


dw 

dw 


Viw k e kl 

(5.42) 

Viib k e k . 

(5.43) 





第一种协变导数是在初始空间中计算的，其克里斯托费尔符号用计算；第二种 
协变导数是在当前空间中计算的，其克里斯托费尔符号用计算.把 (5.42) 代入 
(5.31) 的第一个等式，得: '#： ^ V ^ v> ' ^ " ，: 

〜 =^[(Vi ^ k )9kj + (%#)‘ + (V^^Vy^)^]. ^ 以两 : fe ： 辏 : 

利用度规张量的分量可以放入协变导数符号内而不改变结果的性质，有 

iij = -h Vj Wi H - Vi Wk^j W k ). (5.44) 

类似地，利用 （5.43) 和 （5.31) 的第二个等式，可得 


在无穷小相对位移的情况下，忽略 .v 

£ij = -\-Vjtbi) = -(Vi Wj^jWi). (5.46) 

显然，等于张量 V , 在对称化运算后所得张量的分量.在笛卡儿坐标系中 


我们强调，只有在对运动介质的所有点都能引入位移矢量 ti ； 的时候，应变张量 
分量的公式 （ 5 . 3 1) 和 (5.44) 才成立，而利用 cb 2 和 d # 的度规按照公式 （5.3) 或 
(5.28) 定义的应变张童及其分量与存在位移矢量的假设是无关的. 

由~的对称性，应变张量的9个分量中只有6个分量不同. 

在挪巾 的雜点，它倾⑽健隨 . 骑在位移切时, 
这6 个分量按照 (5.44) 通过 9 个导数来表示.然而 ， 不可能是空间 f ， 之 2 , 
i 3 的点的任意函数，因为由上述公式 (5.44), 自变量为 C 3 的 6 个函数 y 仅 
通过自变量为 ^ 1 ， 纟 2 ,的 3 个函数叫来表示.因此,应当满足一定的方程，它 

^糸碱奥儿斧笛人 1 

只有存在位移矢量 w ， 亦即只有连续介质的当前状态与初始状态都属于欧几里 
得空间，才应当存在协调方程.所以，我们先讨论欧几里得空间的条件. 

众所周知，克里斯托费尔符号 1 1 不是某个张量的分量，在三 
霑费 尔符’簡司中 它们由27个景组成.对于欧几里得空间，我们在前 
^ 面得到的公式 (5.41) 给出了克里斯托费尔符号与度规张量的 

分董之间的关系.按照定义,这个公4对黎曼空何亦成鳥 V ' H ' 

设和分别表示坐标系 v 和 f 的克里斯托费尔符号，我们来建立克里 
斯托费尔符号在坐标系 t 变换为坐标系 V 时的变换公式.显然，< = e ^/ d ^. 
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(因为 〜 

= fr- d v ^\ 

ij Q ~\ a/3 drjj dr^drfj dp) 丫 

取此等式两边与的标积，即得所求公式 D 



d 2 ^ \ drp 

、 M drf drp difdip ) dp 


满足 = o 的坐标能够求出这样的坐标系 V ，使所有 r 义都等于零吗？ 

系的方程 在欧几里得空间中可以引入造用于全空间的笛卡儿坐标 


. 系，其中〜= const ), 所以在空间中的所有点= o . 在黎 

曼空间中的情况则有所不同.我们来写出确定所有系数均为零的坐标系的方程. 


因为 det (~ yar ) 一 0,所以，只有成立等式 


d ^ d ^_ 
a(3 djf d— 




drj l drf 




0, 



(5-47) 


所有 r % 才可能等于零.在黎曼空间中，在给定的某一点总可以使这些等式得到满 

足，即总可以引入新坐标十，使点益所对应的点％处所有= o . 显然，为此只 
要取 2) 

r - 贫 = W-^)- 去 r‘(rr 一 v s)(v 0 一必 + … 


可以引入这样的坐标系，使= 0在给定 曲线上 的所有点都成立（费米坐标). 
为了证明这个有趣而且有用的命题，只要指出一种方法来构成这样的坐标系 f 即 
可，此时在给定的任意曲线 c 上的所有点都成立等式 


= 0. (5.48) 

如果考虑欧几里得空间，那么在引入笛卡儿坐标系后，等式 （5.48) 不仅在曲线 
C 上成立，而且在空间的所有点都成立.因此,应当只在黎曼空间中检验等式 （5.48) 
沿曲线 C 成立,这时 (5,51) 中的分量并非都等于零. 


在 n 维黎曼空间的情况下，对于无穷小体积内的所有点，以及曲面上维数高于 
1的任意微元，等式 (5.48) 都不可能精确成立. 

设曲线 C 的方程在最初的坐标系 W 中具有以下 形式： 


x a = ^^), a = 2, 3, • • • , n, 


所得变换公式与条件 (5.47) 独立于定义 (5.41), 它们仅仅是把公式 （4.6) 和 （5.33) 应用于原坐 


标系与变换后的坐标系之后的结果.为简单起见，以后认为 r ^, = rg Qt 所以公式 （5.41) 对于度规 
空间成立. 


2) 式中省略了 V 5 - 始的高阶项，而 r 0 心表示坐标系夕中在点砧的值.——译注 



且函数 ^( x 1 ) 定义于用恰当方式选取的一些区间内的所有点完成坐标变换 


■ V 


《 1=xl 4 ) 

i 2 = x ^-( p 2 { x l ), 








r = X 71 — ^( x 1 ) 


后我们得到，曲线 (7 在坐标系 t 中对应于 


3 ^ 


C 


和变量 C 1 . 显然，在坐标系 r 中曲线 c 与坐标线 f 重合 
克里斯托费尔符号的变换可以写为 


1 押 

- j * I 

’ \ T \> 

° 祕 

0 = 兩， • 

窗些发啪 A ’ 、： > 夯嫌魯》 




Qrff ij ~ 


d ^ d ^ d 2 j k 

dr ] 1 dif > ^ dr^drjj • 


— * *1 -— ^ L LA . 


因为 detide/dv^) ^ 0, 所以若等式 (5.47) 对于所有 a ; = 1，2, 
hj 都成立，则亦成立树^ ; r 


， n 和固定的角标 


[% 


1，2， • • • ，71_ 




首先考虑从坐标系 C 到坐 标系# 的如下变换，使得坐标系十中对于所有 ib 与 

除 i = j = 1之外的所有 i 和 j 都成立 r '$ = 0:眘侪 T 箱土 d _» M ^ Sm - 

鈐灿:,；！ P 色 V !，巧、身动坐扣特发至绻变 > 系播坐从 T 甙•零伏珙 •? •拆 

e 1 = ” 1 + 办 。- 2^ri M + _+ 级 ) ☆ + bib^v^ ^ F\ m：i u 

, (5.49) 

r= bW- (6% + + 卿 ? + 尸 ' 

式中， X ， "， X， p 与 a 取值2, 3,…， n ;. 物 b ^ T) 1 ) ( det (6 g ) / 0) 为 ” 1 的 函数; F 1 
与 F a 为〒与 十 的任意函数，并且当扩趋于零时它们像扩的髙于二阶的无穷小 
童那样趋于零.显然，沿曲缝 )6? 旣5 = 1 \(^)\ ^ ^ : MK 




V 2 =沪 


= • • • =r 


” n = 0，= TJ 1 . 


在式 (5.49) 可以认为量 r ^.( r ) 等于 ^.( r / 1 ) 在曲线 （7 上的值.把 （5.49) 中的 
饩岣代入条件（ 5 . 47 )，即得函数吆⑺ 1 )与飧(7/ 1 )的方程• / 

m 鞴朱共 ( f »\ 武务替屮最变自啪 * 


m 塌-麵$，€$• 
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由式 (5.49) 可知，在曲线 C 上成立以下等式:' 


de_ = , ^_ =h i _ n 9 2 e dbi 

dT ] 1 ~ 1 drjx ~ ^ ( 邱 M 2 — ’ d^drj^ ~ drj 11 


= (bib- x + 6 ^)^, + 

=0 ^ l =h a 沪 r _ n d 2 ^ _ d 6； 

drj 1 ’ drj^ x ’ (^ 1 ) 2 ’ drj^dr] 1 drj 1 ? 


d 2 ^ a 

drj ^ drj ^ 


- Kb ^ + (味 + b x^Ki + Wa . 


把导数在 C 上的这些值代入（5.47)，得以下 结论； 
对于 a ; = a , «• = >«：， j = x , 式 (5.47) 恒成立； 

对于 uj = i = 1, j = >c, 或者 a ; = j = 1, t = x , W 


db l H 


= 


对于 a ; = a , i = 1, j = x , 或者 a ; = a , i = x，ji = 1, 得 


db% 

v - 


- r ? 具 

s 


从所得微分方程确定出 4 与 K 后，再利用式 （5.49) 就得到从变量夕至尔的 
一系列变换，使曲线 C 上除了符号 r % 0 = 1，2, •••，• n ) 可能不为零外，其余所有 
符号均 为零. 为了从坐 标系十 变换至这样的坐标系疒，使所有符号在曲线 
C 上均为零，方程 (5.47) 在曲线 C 上的形式应为 


r / w 9t] 1 dr] 1 gV 

U WW 

为了得到满足这些方程的变换，令 

• v l = /( C 1 )； 

时方程 (5.50) 恒成立，而当 i = j = 1时得 


(5.50) 


rV/r + /" = 0 ， r? 1 (/ , ) 2 '+ {g a r = 0. 

蠡 

把 r ^!^ 1 ) 的自变量 r / 1 替换为 /( C 1 ) 并求解这些方程，我们就得到一个确定的 
变换，使问題得到解决.按顺序应用上述每一步变换，即得从 w 到0的总体变换. 
我们指出，所得结果与公式 (5.41) 以及空间的原^&度规都是无关的，重要的只 
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是克里斯托费尔符号的对称性= rt 和的变换公式. 

在曲线 (7 上，每个张量在坐标系 f 中的所有一阶协变导数显然与普通导数相 
同.张量沿曲线 C 不变的条件归结为它在坐标系0中的分量沿该曲线不变. 

如果曲线 c 是封闭的或者具有自交点，那么沿 c 环绕并回到出发点或者自交 
点后，坐标0与基矢量 e k ( C ) 的值一般而言将不同于初始值.显然，此时尽管在坐 
标系 f 中常矢量与常张董在曲线 c 上具有相同的分量，但是它们在沿该曲线环绕 
后将不同于初始的矢量与张量.由此还推出，在点 m 相等的两个张量沿不同的上述 
曲线移动至另一点 at 后，其值将不再相等.可以证明，这些结果与非欧几里得空间的 
性质有重要的关系. 

在黎曼空间中，对于度规张量的分量恒成立等式 v k9ij = o . 在坐标系疒中，沿 

曲线 有 VkQij = ^9 ij/^Ck = 0,因此在坐标 0 下沿 C 7 有 g ^ iCk ) = - ej = const . 

由此推出， C 上诸点的基矢量 ei ( c fc ) 与 ^( C ^) 组成一个不变的系统，它在沿 C 移动 
时只能如刚体一般旋转. . ，1只 —- 飞 - 飞 

由符号的一般变换容易看出，每个线性变换 '' 洗 n T 式¥ 

妙 n (.抑 ， rr- 窖汾磨游^里克. 

也使坐标下的符号在曲线 c 上等于零，式中的 < 为常系数.适当选取实系 
数可以在坐标系0中沿曲线 C 满足以下等式：当 i _ j •时如= 0,而如= 士1 
(符号取决于度规的符号差).在一般情况下，只有曲线 (7 上的任意给定点才能够任 
意地给出相应基矢量系的方位 • ㉝ : 

欧 71 里严空间的备件如果要求等式 (5-47) 在整个空间都成立， bp 要求空间是欧； L 

里得空间（或者伪欧几里得空间，或者一般地要求能够引入 
坐标使!^在整个空间成为常量)，这些等式就是用于确定在整个空间从当前坐 
标系 f 到笛卡儿坐标系十的变换的微分方程组.该方程组在一般情况下是不可积 
的. 欧几里得空间或伪欧几里得空间的条件与微分方程组 (5.47) 的可积性条件相同， 
我们来写出这个条件.为此，把 （5.47) 对求导，再利用 （5.47) 从所得等式中消去 
二阶导数，有 •汾，义： 

■一 好兩砰+ 

交换表示求和的角标 s 与卢以及角标 A ： 与1并利用符号 r ^3 对下标的对称性，得 

其他类似的麟辦双中顦文 Y ， 

f^as , r.A ^ nA A W ^ r . 

把相应等式相减消去三阶导数后，再利用从 f 到 V 的变换的行列式不应为零的性 
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质，即得方程组 （5.47)' 可积的充分必要条件，其形式如下 2) : 



榮-篆 + r A.r^ - = 0. 


(5.51) 


对于欧几里得空间，这些等式在任何坐标系中都应当成立.如果空间既不是欧几里 
得空间，也不是伪欧几里得空间，则等式 (5.51) 不成立. 

_ . _ 在黎曼空间的一般情况下，用这种方法引入的量义“？可以 

视为一个四阶张量的分量.为了证明这个结论，取某可微矢 
量 a ， 并考虑下面两个 张量： 


T = Vj Vi T* = a a e Q e i 6 J • 

显然,一般 T 一: T *， 直接计算差 r 一 ！-， 得 

T - T * = R ： y ? a ^ e a e i e j . 


因为 r - r * 是张量，而 a 是任意矢量，所以 R ： y ? 应当像四阶张量的分董那样变 
换.这个张量称为 黎曼一 克里斯托费尔张量或者空间的曲率张量. 

欧几里得空间的黎 曼一克 里斯托费尔张量恒等于零.在欧九里得空间中，重复 

毕疗炒李寧兮举葶的羊罘夸寧等豕 序不琴 3) . . 

黎曼一克里斯托费尔张量的协变分量为 

用度规张量的分量表 

示黎曼一克里斯托费 Rij ^ = 9 auR ； j ^ 

尔张量的分量 dT vui dT uuj 、，、 

一 (r^r^i — r WAii r at/ j), (5.52) 


式中的符号 rv aj 根据 (5.4 i ) 等于 4) 


de 


r , ( 


1 (^9 av 

2 V ^ 


d 9 ju 


d 9 aj \ 


等式 (5.51) 的必要性是显然的，充分性可证明如下，把方程 (5.47) 写为 a 2 ey 却奸= / g . = 
的形式（因为= rg a ). 由等式 (5.51) 可知 


/gd^=dQ-, =dQy, (*) 

式中的是函数必的全微分，对 W 进行积分即得该函数.由式 （*) 可知，微分形式 g - dr /* 
是全微分，因为 dQ 《陶= dQ ^/ d ^ = / g . 根据 （5.47), 可以认为％ = d ^/ drj ^ 因此，只要对等 
式 dp = ( d ^/ dv ^ d ^ = QW 进行积分，就能得到满足方程 (5.47) 的函数 ^( v k )- 

2) 角标的位置与 H . 外尔在其著作 （Weyl H . Space - Time - Matter . London : Methuen , 1922) 中使 
用的分童记号 R 以 相应,此后大多数其他作者也在教材和科学文献中这样使用. 

3 > 为了更全面^揭示问题的本质，最好注意以下 等式： 

T= h (£ ei ) ^ = h (1^) e<=v<aac ° e<ci - 

然而对于黎曼空间，有 T / 7 1 * = ▽, Vi a ^ ea ^ e * = V » V ； a a e „ e i e >. 

4) 记号 rv Qj 通常称为第一类克里斯托费尔符号，显然 r ^= g au Ti r ——译注 





在任何给定点都能选取使 r^j = 0 的坐标系，但是 v uaj 的导数在非欧几里得 
空间中不等于零，所以在这样的坐标系 d 中，对于黎曼一克里斯托费尔张量的分量 
总可以写出以下公式^ i 




护 ％ i 
dx ^ dx ^ 



d 2 9 ^j d 2 g u , 

dx { dx v dx^dx v dx i dx^ i 




黎曼一克里斯托费尔从这些公式直接推出以下对 称性: 


张量的分量的对称性 


= 一 Rji 


1/41/， 


= 0 


= 一 Riji/fM ， ^iji/u = 0 » 


^ij^xu = + 丑 /iijV + 


根据张量变换的性质，这些对称性在任何坐标系和空间的任何点都成立.我们指出， 

邊童細热对籠々:上穴— 


n = 3时黎曼一克里 
斯托费尔张量的独立 
分量的数目 


在三维空间中 （n = 3) 黎曼二克里斯托费尔张量只有6个独 
立分量，它们在黎曼空间的一般情况下可能不等于零.例如， 
以下分量就是这样的独立 分量： 


只 1212 ，尺 1313 ，尺 2323 ， 丑 1213 ，开 2123 ，尺 3132. (5.53) 


可以用以下方法列出这些分量.根据上述对称性，戌…= 0. 如果角标中只有2 
个不同，则对于固定的2个角标，所有分量都通过1个分量即可表示出来.因此，在 
n = 3且角标中只有2个不同的情况下，仅有3个独立分量,例如在 (5.53) 中列出的 
分量.如果有3个角标不同，则在 n = 3时，在分量的4个角标中总有2个是相同 
的. 对于非零分量，这些相等的角标不应同时位于前面或后面的 2 个位置,可以认为 
它们位于第一和第三个位置.当相同的角标固定时，只有1个分量 〜认 是独立的. 
所有这_鮮分量共有3个，它们都已经在 （5.53) 中列出 • W , 

欧几里得空间的条件是黎曼一克里斯托费尔张量等于零.黎曼一克里斯托费尔 
张量等于零的条件，即欧几里得空间和伪欧几里得空间的条件，等价于表示6个分 

: i _鋒•細等于零的 6 tOTT r ； ： 

里奇张置与外尔张量 不难 看出，同四阶张童 ^ 一起还可以引入_二阶张量， 


Riu = Ri f Ml/ , 


即把 Rij ^ 的角标 j 升标，令 j 等于 M ，再对^进行缩并.由对称性显然可见，如果 
对两侧的角标进行上述运算，也将得到同一个张量.这样组成的二阶张量称为里奇 

张童. ^ .. a ： 冰义无 

把里奇张量对〃进行缩并后得到的标量=况称为黎曼空间的曲率.对于 
欧几里得空间与伪欧几里得空间，显然= 0, = 0, /? = 0,所以欧几里得空 
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间与伪欧几里得空间称为平坦空间. 

容易看出，在 n 维黎曼空间中可以按照等式 

1 R 

Wi ^ kl = Ri 讣 1 - ^~2 ( 亿 fc 办 + 馬⑼一 丑 fcjP “）+ y— 、) ( n — 2 ) (9ik9ji -9u9jk) 

引入分量为的四阶张量.张量 

W = W ijkl e i ^e k e i 

称为外尔张量•分量 W ij / d 具有与分董相同的对称性，此外，对角标 A : 的以下 
缩并也等 于零： W ： k k ； = 0, W k ： i k = 0. 一般而言，外尔张量仅当 n 彡 4 时才不为 
零. 考虑到其对称条件,外尔张量在二维与三维情况下恒等于零.在广义相对论的四 
维黎曼空间中，一般 W ijkl ^ 0,外尔张量不为零. 

♦ A = ij , B = kl . 六阶矩阵 W AB 的代数性质，包括其标准形式，表征着黎曼 
空间（特别当= 0时）的重要特征. 

应 变的协 调方程 

2e a/3 = g a0 — g a p . 

定义.在存在位移 矢量切 的条件下，两个二次型 

ds 2 = g Q0 dC , ds 2 0 = g a ^ dC 

确定了欧几里得空间中线微元长度的平方.因此，由基本张量 S a /3 与么^组成的黎 
曼一克里斯托费尔张量应当等于零，这给出方程 . 


= 0, 



在实践中通常可以认为，物体在当前状态下位于欧几里得空间，于是三0对〜 
成立.那么，因为心=〜 - 2 所以方程= 0是应变张量分量的方程，称为 
应变的协调方程.利用公式 (5.52), 它们可以容易地写为展开的形式.例如，如果在 
当前应变状态选取笛卡儿直线（一般非正交）坐标系，则 dg a 0 / d ^ = 0,所以协调方 
程兔 = 0 可以写为 


d 2 £ tji 


d 2 e 


d 2 e U j 


d2 ^j 


pi 


— 9 auJ { G^^jGaui — G ^^ iGauj ) = 0, (5.54) 


式中 



dC(yi/ 


dsji / 行 s otj 

、 d^ a 於， 


而分 量浐“ 定义为以- 2 e aw 为元素的矩阵的逆矩阵的元素 


( p Qa； ) = (^-2^)- 1 . 


当初始状态的拉格朗日坐标系是直线坐标系且 $ a/9 = const 时，协调方程 Rij^u = 0 

可以类似地 写出. ^ b 

方程 （5.54) 是6个函数 e a (3 ( e , e , e ) 的二阶偏微分方程，对二阶导数是线性 

当角标 i ， j，A P 遍取1, 2, 3中所有可能的值时，方程组 (5.54) 只由6个独立 


的方程构成.显然，把通过 ti ； a 表示的公式 (5.45) 是协调方程组 (5.54) 的通解. 
— ^ 在无穷小变形的情况下，协调方程 (5.54) 的形式为 


无穷小变形的协调方 
程 


d 2 e ui 


^ 2e nj 


d 2 e^ t 


d 2 e uj 


(5.55) 


这些方程称为圣维南协调方程.直接把公式 （5.46) 代入方程 (5.55) 即可验证，对于 
任意3个函数 ti ; a , 公式 (5.46) 都是 (5.55) 的通解. 宝游激 杀关摊 { PLl : 贫 1 沖 

在无穷小变形的情况下，协调方程 （5.55) 是的6个独立的二阶线性偏微分 
方程 - ^ ^ 

这样，如果对连续介质的初始状态与当前状态可以引入位移矢量 u ;， 就应当成 


立协调方程，并且通过 it 的分量的表达式可以视为这些方程的通解. 
现在详细研究连续介质在运动时发生变形的几何描述 . 1 ‘ / 


刚体运动时的变换 


首先考虑刚体的运动.取刚体的任意两个位置 I 与 II ( 图 14 )， 
设 A / 与 AT 是刚体任意同一个点的两个位置.利用刚体的平动 


可以使点与点 M 重合.我们知道，当刚体的某一点 M 不动时,刚体的任何运动 



都是围绕经过点 M 的某个轴的 3 we 〜 1 

简单旋转. - Vb 义 V / /3 

在位置 I ,取原点位于点 m \/；/n . Ax /7 \m 

且冻结于刚体中的坐标轴 x 1 ^ 2 , - %, : \ ) 

x \ 在位置 II ， 它们移动至轴2/ 1 ， 

j / 2 , 2/ /3 , 麵点移动至点 W ( J « L ^ // \7 贼齐手澥巧 

图 14) .用 2/ 1 ， y 2 , 2/ 3 表示轴 〆 I ^ ^ 

的位置.从 / 到 y 的旋转变换 = 图 14. 刚体 运动时 的变换 

是对刚体所有的点都相同的正交矩阵.因此，刚体的任意运动（不计平动）对应于某 

现在设物体能够变形，这时出现的变换具有最一般的形式.我们只假设此变换 
满足对坐标的单值性、连续性和可微性.^^^出麟職綱: 

小量可以认为该变换是仿射变换.我们来证明这个结论.在时 
^ 刻 tQ ， 拉格朗日坐标系在点 Af 的基矢童表示为 匕，点 M 的 
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邻域内所有点的位置完全由 dr 0 给出，并且 

. dr 0 = dd 

在我们所研究的时刻 i ， 点 M 移动至点其邻域内所有点的位置由矢量 dr 給出， 

它的分量在基6中也等于 dp , 即 

% 

dr = 

如果使点 M 与点 重合，并把 dr 按基矢量匕分解,则此分解式中的分董将不等 
于 df . 把这些分暈表示为 dV ， 于是 

dr = dr ] % ei . 

d # 与 df 之间的关系就决定了连续介质微元的变换，此变换由以下等式 求出： 

dr = d^ l ei = drfei . 


根据 軋 ^ 与 w 之间的关系式 (5.30), 

r\ 

ei = ^ + ^ = ei + Vi w k e k = + Vi w k )e k 


c. ie k 


式中 


fc ； = ^ + Vi^, 


(5.56) 


我们可以写出 


dr = d^ei = dCc k .\ek = dr /^ e / b , 


由此得 


drj k =c k .\de. 


(5.57) 


从 df 到 d # 的变换是齐次线性变换，其变换矩阵 ( c k .\) 不依赖于微分 df , 即 
不依赖于邻近点的近似坐标，所以只可能依赖于点 M 的坐标，因此，系数七 
对于介质微元而言是常数，变换 (5.57) 是仿射变换. 


仿射变换的性质 


我们现在列举仿射变换的一些性质，它们可以从公式 （5.57) 的线 
性性质直接推出. 


经过仿射变换后，直线变换为直线,平面变换为平面，并且平行的直线与平面变 
换为平行的直线与平面.例如，平行四边形变换为平行四边形.由此可知，所有大小 
与方向均相同的线段都按照同样的方式伸长（或缩短). 

任何线段在变形前后的长度比与线段的初始长度无关，只依赖于其方向（因为 
它是一阶齐次函数之 比). 由此可知,任何线段的相对伸长因数也与线段的长度无关, 
只依赖于其方向. ' 


D 对于介质微元, d 屮与 df 可视为在基为^的同一个斜角坐标系中的笛卡儿坐标. 




线段必定变换为线段，并且它被点分割的比例保持不变. 

代数曲线或曲面变换为同次曲线或曲面.例如，二次曲面变换为二次 曲面： 球面 
变换为椭球面或球面，并且球面的共轭直径变换为共轭直径.球面的所有共轭直径 
都是正交的，而椭球面在一般情况下具有唯一的一组（共3条）正交共轭直径，所以 
必定至少存在一个正交三面体，它仍然变换为正交三面体，即应变张量的主轴是存 

在的_ 心 n ! : •賴淋 k 絲醜 f 态 f 、两 y •费今啣灰® • y 

在仿射变换下，体积一般而言会发生变化，但其相对变化量彡 = (K - K C )/ V 0 与 

相 始形 

正是因此，当采用平行六面体通过应变张量的分量来计算体积相对变化量的时 
候，我们得到的结果对于任何体微元都是正确的. 

车竦今 席微元恋梅的连续介质的任何无穷小球面在变形时都变换为捕球面.在这 
几何描述 个变换中，如果主方向在空间中的方位不变，则称发生了纯 

变形,它归结为沿3个互相垂直的主轴方向的膨胀或压缩. 

球面变换为椭球面后，如果主方向在空间中的方位发生变化，则称发生了一般情 
况的仿射变换，它归结为纯变形（沿3个主轴的膨胀）和在空间中的旋转.我们指出, 
在纯变形的情况下，介质微元中与主轴方向不同的任何线段一般而言都要改变它在 
空间中的 方向. 心 f m - 

当微元像刚体那样运动时,球面变换为同半径的球面，并且所有互相垂直的三面 
体都可以视为主三面体，所有这些三面体都相对于同一个轴旋转相同的角度.这时， 
我们称发生了纯旋转. ， f 7 ^^ j(ji 

由 (5.56), 仿射变换的矩阵 ( c k .\) 决定于位移矢量 ti ; 的分量对坐标《 2 , f 的 
9个导数，所以在给定点，该矩阵在一般情况下由任意9个数组成.表征纯变形的是 
应变张量的3个主分量和确定主轴的空间方向的3个参数（或者应变张量的6个分 
量)，而剩下的3个参数则表征主轴在空间中的旋转.在纯旋转的情况下，矩阵是正 
交的，它只依赖于3个独立参数（旋转轴的方向和旋转角)』突坷淥澹3、宝鞭 系磷 
这样，连续介质微元的任意运动都归结为在空间中的平动、转动与纯变形（沿3 
个互相垂直的主轴瓶缩或 臟). 於 立源/ 

变形的几何特征量对固体一般很重要，而在流体中，这些特征量本身的作用就小 
得多.例如当液体从一个容器倒入另一个容器后，液体（如果它是均勻的）还是原来 
的液体，尽管在倾倒时，在液体中会发生程度要多高就有多高的复杂而强烈的变形. 
在流体中，变形的一些性质只有通过体积的改变才会明显地表现出来.流体会阻碍 
压缩，被压缩的流体有别于不被压缩的情况 . 0 

应变张量在可变形固体理论中具有主要的和决定性的意义，但在液体和气体运 
动的理论一流体力学（以及某些固体的变形理论）中，具有更大意义的是另一个特 
征量——应变率 张量. 变形本身可能无关紧要，重要的是发生变形的速度有多快. 
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§6. 应变率张量 

应变率张量的定义引入应变张量 


£ ij = 々 ij -iij) (6*1) 

关系到连续介质的两个 状态： 当前所考虑的状态 Ay 和一般而言的“初始状态 
如果初始状 态〜. 可以在实际中实现，那么对于连续介质所有的点，与化时刻的初 
始状态和 t 时刻的当前状态相对应的位移矢量 w 就是存在的，并且应变张量满足公 
式 （5.44) 和 (5.45). 除了连续介质的这两种状态，我们还考虑接近当前时刻的< +△亡 
时刻的状态，并把其度规张量的分量表示为显然，可以相对于连续介质在 f 与 
t ^ At 时刻的状态引入应变张量的分量，并用 Ay 来表示这些分量.我们有 

- \(9 [j - 9 ij ) = + V ； Wi . + V f w p Vj w p ), (6.2) 

式中 tx ; = w #, 并且协变导数是在初始空间中计算的.因为与 i 和 t + At 时刻 
的状杳相对应的位移 w 是存在的，所以式 （6.2 ) 成立. 显然 


w = vAt = Vie 1 At y 

■ 

BP Wi = Vi At 的量级是 △(. 若△纟是无穷小量，则叫是无穷小位移.因此， 

il-o = ^ Vi Vj + Vj Vi ^ = 6ij， ( 6 . 3 ) 


量％是一个对称张量的分量，这个张 fl 称为应变率张量.如果已知速度场 t ;， 
就可以按照 （6.3) 来计算分量 e i ：7 、 显然，公式~ = ( V , Vj + V , Vi )/2 的形式在任何 
运动的曲线坐标系中都保持不变，因为矢量 V 是借助于观察者所用参考系和随体坐 
标系确定的，它们是研究连续介质运动的基础. 


应变张量和应变率张 
量的分量之间的联系 


直接由 （6.2) 可知，对于应变率张量的分量，在随体坐标系中 
成立公式 


色 ij 


1 ^9ij 

2 ~dT 


(6.4) 


如果“ 初始状态”〜 • 不依赖于时间则利用（6.1)，由 (6.3) 易得 



Cij 




(6.5) 


此公式给出了应变张量和应变率张量在随体坐标系中 的分置 之间的联系. 

我们再次强调，式 （6.5) 仅仅在知与时间无关时才成立，而根据~的定义，式 
(6.4) 永远成立. 

应变张量与应变率张量是不同的张量，但 e { j At 是在时间内发生的位移所 


. 连续介质微元中的速度分布 
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对应的无穷小变形的应变张量的分量，即介紫泡俏祕 W 睡鉬辨屈诉放由 

(O 0 、中沅蟮 t 谓玢 3* 铹啪 7 tv V) 搿梦谏#小 
imnu /.t ro 点思苷中沢 i w fttaEgm (u ) 友蔡 

我们指出，应变张量#是在比较连续介质的两个状态后引入的，而应变率张量 
则是当前给定时刻的状細特征董.翁•来出示絲麵魚 


应变率张量的分量的 
协调条件 


显然，应变张量的分量 (6.6 ) 应满足协调条件.把 （6.6) 代入 
(5.54) 并在 — 0时取极限，得应变率张量分量的如下协调 
条件（笛卡儿坐 标)： + 


d 2 e ui d 2 e tlj 一 _ d 2 e uj 

Wd^ WW~ Wd^~Wd^ = ' 


(6.7) 


同方程组 (5.55) 一样，方程组 (6.7) 也包括6个独立的二阶线性偏微分方程.从 
(5.53) 所指出的角标组合可得相应的独立方程.公式 （6.3) 对于任意3个函数％都 

程组轉镑中 ％ T ) 方公_金_致街^ {迗寒 黄1_^^考縛 

可以类似于应变率张量那样引入其他张量，其分量是•对 i 的更高阶的导数. 
还可以考虑这样的张量，其分量是 y 对空间坐标的导数，例如张量 V ,^ eVe fc . 

.»r. ^ -h ix - vrx + + y ^ 


§7. 连续介质微元中的速度分布 


连续介质微元经过取一个连续介质微元，我们来研究其中的速度分布问题.我 
时间的无穷小仿射变们在这里把介质微元理解为介质中坐标为 e + dC « = e +^ 
换 $ 的点的 集合，这些点与坐标为纟 1 ，《 2 , p 的给定点 O 相差无 

穷小距离 p . 点 O 称为介质微元的中心 . 假设速度场 V 连续并且至少有一阶导数. 

设点 o 的速度为吻，介质微元任意一点 Oi 的速度为 vi . 由介质中相同的点组 
成的矢量 00[ = P 经过无穷小的时间后移动至矢量 〆 .显然（图15)， 



p ' = p + (vi - v 0 ) At . (7-1) 

在点 O 的邻域展开 V ，精确到 P 的一阶小 
量有 


| ■菜：詉 遒佼® 三由绝 

繫） 史 艇旗平 M 赛 

〆 △< + pO ( p ) At . :衣 p 图 15 
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由此可见，精确到阶小量，连续介质微元经过无穷小的时间后发生了无穷 
小仿射变换 h 对 f 的导数值取自微元中心 o ). 


可变形连续介质微元 
中的速度分布 


等式 (7.2) 把连续介质微元中任意点 a 的速度 vi 通过微元 
中心的速度仰、速度^对坐标的导数在微元中心的值和该 
点的坐标表示出来.我们把它写为另外一种 形式： 


vi = vq -\- Vi Vkp x e k -f pO ( p ) 

= v 0 + i ( Vi ^ -f Va ； Vi)p l e k + ^(ViVfc - Vfc v i ) p i e k + pO ( p ) 

= v 0 + e ki p i e k 4 - u ) k ip i e k + pO ( p ). (7.3) 

在 （7.3) 最后一个式子中分别写出了含有对称张量与反对张量的项，其中 

咖 = > 外 -v fc 灼 )= ! ( Up ) • (7_4) 


现在考虑连续介质微元内诸点的速度公式 (7.3) 中每一项的运动学意义.为此 
我们把 （7.3) 写为笛卡儿坐标轴上的投影，使推导过程较为明显.取 

p = x l i + x 2 j + x 3 k = xi + yj + zk . 


得 


4 9 

u \ =uo + eux x +\ Jux \ 
vi = vo + e 2 iX l + u )2 ix \ 

籲 镰 

忉 l = 扣 0 + + U3ix\ 


(7.5) 


式中的分量 e /^与不依赖于 W ， 并且忽略了^的髙阶项.若引入二次型 


伞= ; e p (] x p x q , 


2 


则显然有 


ekiX 


d 电 

dx k ’ 


公式 (7.5) 可以改写为 


⑽ i 

ui = u 0 + 石 I + 

d 电 , 

Vi = ^0 + ^2 + 1 


(7.6) 


W ! = Wq + 


dx 3 


+ (^3 i ^ 


因此，在连续介质微元中，诸点的速度由三部分 组成： 第一部分吻（仰，吻，吻；) 
不依赖于坐标 x \， rr 2 , #，所以是整个微元的平动速度（等于微元中心的运动速 度); 
第二部分 { d ^>/ dx \ d ^>/ dx \ d ^/ dx 3 ) 具有势函数屯为了更详细地研究第三部分 




U ； 2i x\ UJsiX^ 我们在笛卡儿坐标系中引入反对称矩阵 


^12 ^13 


0；12 0；13 


(外) 


U ；3 U>2 


^21 


U ；23 


Wi2 


^23 


0；3 


^1 


t ^31 ^32 


一 0；13 —0；23 


CJ 2 (^1 


即引入记号 


^1 = ^32 j ^2 = Wl3, 0； 3 = 0 ； 21. 


(7.7) 


根据 （7 U ) 和 （7.7)， 在笛卡儿坐标系中有 


^1 


Ct>2 


0；3 


1 (dw dv 、 
2\ d ^^ d ~ z )' 

1 f du dw \ 
2\ d ~ z ~^ c )' 
1 ( dv 

2\ di ~ d ^) 9 


1 f dv 

2 


直接验算即可证明，公式 （ 7 . 8 ) 在形式上易从以下表达式得出 


(7.8) 


+ UJ 2 j + 


1 d_ 

2 dx 


w 

3 

d 


k 

d 

Tz 


(7.9) 


按照 （7.7) 引入记号 o ; 2 , u ; 3 后，我们把公式 （7.6) 改写为 




脅学昉运 Wi M 分％蔣庚 N 

或者根据 (7.9) 把它写为 


( 1 〜 d 电—= 

= Uo + + U ； 2Z - Uf 3 y ， 

w rm a #麻 # 歎令 « 

^1 = Vo + — U)\Z. 

oy 

辭景來率变襄⑹ • I 

忉 l = 忉0 + + u；iy — u ； 2X, 

. oz n 




:^ x 
U\=Uo + — + {ijj X p) xi 

二 1 > d 龟〜 

Vl = Vo + I ： + ⑷ x P ) v ^ 


tJHk 


率 




m 


在矢量形式下，最终我们有用来代替 （7.3) 和 （7.10) 的公式 

Vi = v 0 + grad^ + o; x p-f pO(p). 

^ €>3 • 


枷、 w ， . .纖讎 

cv . '、 - 

瓦 + (w X p ) v ，， ( 7 . 10 ) 

3) 和 （7.10) 的公式 

殘娇喊減摊腌 tH 氣鋒法 

^^ujxp^pO(p). :%t (7.11) 
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公式 (7.11) 与刚体速众所周知，刚体的速度分布满足欧拉公式 
度分布的欧拉公式的 

比较 ^1 = v 0 + n x p , 


式中，妁为刚体某一 确定点 o 的速度，％为刚体任意点 a 
的速度， n 为刚体的瞬时角速度矢量， p 为径矢 007. 连续介质微元诸点的速度公式 
(7.11) 在形式上与欧拉公式的区别在于存在项 grad 少和 pO ( p ), 其中最后一项与 p 
相比是无穷小量，在一阶近似下可以不予考虑. 

,,我们来解释 grad ^ 这一项的意义. 矢量 P 因连续介质运动而变为 P '. 

_ #矢量 P 的变化，即 〆 -p = Ap ， 只能是由于介质微元中不同的点以不同 
的速度运动造成的.事实上，由（7.1)，在〜 — 0时取极限，有 

- R = Vl ^ Vo . (7.12) • 

我们来计算介质中沿 p 方向的线段的相对伸 长率： 

— 1 d \ p \ _ 1 dp _ i dp 2 _ 1 d(p p ) _ 1 / dp \ 

6p \ p \ dt p dt 2 p 2 dt 2 P 2 dt p 2 dt )' 

利用等式 （7.12) 和 （7.11)， 再注意到 p -( tJXp ) = 0,得 


e P 


2 少 

7" 


P-~^j = -^(P- grad$) 


.荖) 


1 ( d ^ d 电 

7\di X+ ^ y ^~d~z Z 


Cij 


X 1 X j 

P P 


ey W ， 


(7.13) 


式中 



=cos(p y x l ). 


因此，如果己知应变率张量的分量巧和方向 P ， 就可以计算沿这个方向的相对伸长 
率 e p . 


应变率张量的分量的 
运动学意义 


式 (7.13) 直接给出应变率张量带相同角标的分量的运动学意 
义.设 p 沿 d 轴方向，则 (7.13) 右侧各项除一项外其余均为 
零,故得 


e x i ~ 

因此 


= eii ， e y = e22, e z = e 33 , 

即应变率张量带相同角标的分量就是介质中原先与相应笛卡儿正交坐标轴平行的线 
段的相对伸长率.我们通过另外一种讨论也能得到这样的解释.根据 (7.1), 经过 
时间后，连续介质微元相对于介质在 t 时刻的状态发生了无穷小变形，所以相对于介 
质在 J 和 i + Af 时刻的状态可以引入应变张量 （ 于是有 


= •△艺 • 



. 连续介质微元中的速度分布 


由此显见分量的运动学解释，它与无穷小变形的应变张量的分量只相差系数 
At . 分童 在 时表征介质中原先沿 a :， 2/， 2 坐标轴方向分布的线段之间所成 
直角的倾斜,而分量 在 时等于介质中原先成直角而在当前时刻平行于相应 
坐标轴的线段之间的夹角的倾斜速度之半 . D ^ 一 

从 (7.13) 可见，在连续介质微元诸点的速度公式 （7.11) 中， grad ^> 这一项对应 

微元的变形.引入记号、、，、」_.、-• i s h ⑺ • 

v m = gracHK ， 、 

.跫 w 〗 调 tf ：! 虽 ， ？•、 q 麻、 C \ 虽帐长、漭 f ' L 中其 


th ^ t .s ® 系，蠶伏拍 q 麻、 q 虽 WHJ ： 、漭 f \ 中其 

此速度称为纯变形速度.如果 K = 0,则所有 e p = 0,从而不存在变形，即沿任何方 

向 P 的线段，其长度不发生变化.相反，如果没有变形，则所有 e P = 0,进而由 （7.13) 

有 grad 中 = !；• = 0. ” . r x 

在沿主轴方向的笛卡儿坐标系中，应变率张量的分量的 

矩阵具有以下驅式•”.1.了）游变抒逛再 AdlS ) 辨变 i ’ t 逛求果故 


应变率张量的主轴与 
主分量 




0 €2 0 I • 

0 0 ej 


. ； oi. 




在任何给定时刻 《 和介质中任何点 O 都可以指出应变率张量的主轴.量 ei , e 2 , e 3 
称为应变率张量的主分量.显然，^ > 0对应着沿第 i 个轴的拉伸，而 q < 0对应着 

谢个_11«**哉紮沅沉阱 （») 劄谋腴 .， 抽小茯以斑变换铬采 

还可以像所有对称张量那样把应变率张童与张量面联系起来.若所有^同号, 
则张量面是椭 球面； 若^异号，则张量面是双曲面.应变张量与应变率张量的主轴 

-般 是不同的.魏的义汝触浙率变細 B ，触个 W 


- 般是不同的.較的义娜最 麟变卿 ，触个 W 

_ 、 考虑公式 (7.11) 中的第三项，即 u ; x p . 我们首先证明，前面 

f ^在笛卡儿坐标系中引入的量 W 是矢量.賊，公式（ 711 )是 
* 矢量等式， mu ; xp 是矢量，标积 ( u , xp ). c 臟不变量， 
' 其中 C 是任意矢量.显然，书写不变量 ( LJX P )^ C 时可以改 

变相乘的次序，它可以写为 U ； • (p x c ) = w • 6,其中 p ， c 和 p x C == 6是任意矢量. 
因为 U ； 与任意矢量6的标积是不变量，所以 U ； 是矢量.按照矢量分量的一般变换规 
则，可以利用 （7.8) 求出任意曲线坐:; 
由以上讨论可知，速度场 V 总可以与张量和矢璜 u ； 相联系. 

我们从 u ; 的引入方法中得出一个一般 结论: 三维空间中任何一个二阶反对称张 
童 n = u ;, fc e * e fc 总可以与矢量 o ; 相联系，使得 n 和 u ; 在笛卡儿坐标系中的分量 
之间的关系由公式 （7.7) 给出 ， f 二賢 


U 我们指出， 

131—132 页. 


(以及极矢景的矢积 b ) 并非在所有坐标变换中都像普通的极矢置那样变换.参见 
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无穷小仿射变换的可我们在前面已经证明，连续介质微元在连续运动时在无穷小 
交换性 的 di 时间内发生了无穷小的仿射变换，该变换现在可以写为 

p ’ = p + grad ^ dt (lj x p) dtpO ( p ) dt t (7.14) 

其中第二、三项是 pdi 阶小量.等式 （7.14) 可以改写为 


- x n = -f c \ j ) x j = x l + c ' j - rr 7 ， 

其中/和 d 分别是 〆 和 P 的分量，系数是出阶的量. 

我们记得，无穷小的介质微元在变形有限时也发生仿射变换，但变换是有限的 
其矩阵为 (5.56). 假设我们有按次序进行的两个仿射 变换： 


工”’=(殍 + 0' 

如果先进行变换（7.16)，再进行变换 (7.15), 则变换结果为 

/ = (兮 +，< + < + «)? 

相反，如果先完成变换 (7.15), 再完成变换（7.16)，则得 


(7.15) 

(7.16) 




{S^a\' p + bV p + b\)a j ： p )x^ 


但是由于一般 aV ^：^ bV ja j . p , 所以仿射变换在一般情况下是不可交换的.不过，如 
果仿射变换是无穷小的，则矩阵 （ d / p ) 和⑼>%)的元素是二阶小量，因此，无 
穷小仿射变换精确到一阶小量是可交换的. 

,_ 现在回到描述介质微元变换的公式 （7.14). 该变换可以分解 

雜爲为 2 个魏’ __■触义的变换 


最简单的变换之和 

和矢量 u ; 所定义的变换 


= p + grad ^ dt 


(7.17) 


p ' = P * + (^ X p *) d<j 


(7.18) 


且变换的次序可不予考虑. 

二次型少= eijx ^ 可以化为正则形式 


少= -(6 ix 2 + e 2 y 2 + e 3 z 2 ). 


变换 (7.17) 在主轴下可以写为 


♦ 




(1 + ei dt ) x , y * = (1 + e 2 dt ) y 1 


式中 


ei 


xdt 


62 


y ’ -y 

ydt 


e3 


(1 + e3 dt)z 


zdt 
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是主伸长率 （ ei > 0) 或者主压缩率 （ ei < 0). 变换 (7.17) 显然可以替换为 3 个形如 

• x** = (1 -f ci dt)x, y** = y , z** = z — (7.19) 

的变换，其中每个变换都是沿一个主轴的纯膨胀或者纯压缩. 

这样，连续介质微元的任何无穷小变形都可以分解为 4 个 变换： 一个是矢量 a ; 

所决定的变换 （7.18)， 另外 3 个变换 (7.19) 表示沿互相垂直的 3 个主轴的纯伸长，并 

且与介质微元发生有限变形的情况不同的是，完成上述变换的次序并不重要. 

我们指出，尽管所有讨论都是对从微元中心 O 出发的矢量 P 进行的,但是根据 

仿射变换的性质，对于所有平行的线段，其长度的相对变化是相同的，所以（不从点 

O 出发的）任意的小矢量都会进行同上所述的变换.平行于 : r 轴的所有小矢量的相 

对伸长都等于 ei 出,平行于 y 轴和; 2 轴的所有小矢量的相对伸长则分别都等于 e 2 dt 

和 e 3 dt. 对于任意矢量 p , 其单位长度上的伸长为 e p dt. 

现在给 出矢量 w 的运动学意义 . 取矢量: w 所决定的变换 
滿量及其迈动子意乂（ 7 叫该变换使 矢量 〆 发生变化 . ^rn ,3 :味 

〆 一 〆 = dp *. 


根据 （7.18)， 标积 〆 d〆 等于零，即矢量 〆 的变化垂直于矢量 〆 本身，从而所有 
e p . = 0. 因此，介质微元在变换 (7.18) 下就如刚体一般.于是我们可以这样来解释 
( a ; x 〆 )&,它相当于介质微元在发生变形之前或之后突然固化，并以瞬时角速度 a ; 
进行旋转所形成的位移.这样，矢量 a ; 应当解释为介质微元在出时间内像刚体那 
样旋转的瞬时角速度，即应变率张量的主轴三面体的瞬时旋转角速度.因此，矢量 w 
是应变率张量主轴的瞬时旋转角速度，我们把它称为速度的涡量 D . 

当介质微元发生有限变形的时候，运动也归结为旋转与纯变形.若已知仿射变 


换矩阵 ( c \ ； ) 的元素，就能求出旋转矢量，但这个问题很复杂.连续介质微元 在出时 
间内的运动由无穷小仿射变换来描述，此时旋转矢量等于 iJdt 


连续介质微元诸点速 
度分解的柯西一亥姆 
霍兹定理 


最后，我们来总结以上所有讨论的结果〖并表述连续介质微 
元诸点速度分解的柯西一亥姆霍兹定理.由（7.11)， 在以点0 
为中心的连续介质微元中，任何点 Oi 的速度 in 等于 


Vi = v 0 -hu; x p-t grad 伞 = v 0 + v rot + v *， 


它由微元像刚体那样运动的平动速度 vo 和转动速度 = u ; xp , 以及纯变形速度 
v * = grad 企叠加而成 u 二 • a , •二、二 „ ’ 


速度的散度 


现在引入速度矢量 v 的散度的概念.在 < 时刻取由连续介质的点组成 

的无穷小球面1 < U : 4 n f • 


x 2 + y 2 -\- z 2 = R 2 , 


D 在很多文献中，涡童定义为 20；, 即 （7.9) 中的行列式称为涡量.一译注 
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它经过时间后变为椭球面，其方程在主轴下显然为 

- y * 2 , ? 2 二价 2 

(1 -1- eiAi ) 2 (1 + e 2 Ai ) 2 (1 + e ^ At ) 2 . 

(此时，球面必定变为椭球面，或者在个别情况下变为球面，因为 aAt 与1相比是 
小量). 

我们来研究该无穷小球体的体积经过时间后如何变化.显然，其体积在 i 时 
刻为 Ko = 47Ti? 3 /3, 而在纟+ At 时刻，由介质中同样这些点组成的椭球的体积为 


V = —7r/^ 3 (l + eiAi)(l -f- e2^t)(l + 63 Ai). 

写出并计算介质无穷小体积的相对变化在△〖 -> 0且 Vb — 0时的极限，有 

毳 



= ei + e 2 + e 3- 


(7.20) 


和 ei + e 2 + e 3 显然是不变量一应变率张量的第一不变量.我们知道,这个不变置 
可以通过应变率张量在任意坐标系中的分量表示 如下： 


ei + e 2 + e 3 = e °! Q = g a 0 e a (3- 
从 ~ 的定义 (6.3) 可以看出 


按照定义，不变量称为速度矢量的散度，用 divv 表示： 

diw = V Q v a . (7.21) 

在笛卡儿坐标系中显然有 



div. = ^-f^ + 

ox ay 


dw 

dz 


等式 (7.20) 是为了计算无穷小球体体积％的相对变化率而写出的.由仿射变 
换的上述一般性质可知，该变化率与微元所占空间区域凡的形状无关. 


§8. 斯托克斯定理和奥一高定理以及矢量场的某些相关性质 


矢量的旋度与散度设我们有某个连续的矢量场 A , 且矢量4具有对坐标的一阶 

. 导数.对场 r 进行的所有讨论都可以重复于场氧从而得到 


Ai ^ A + grad ^ x p-f pO ( p) y 


其中 


屯 = aij = + VjAi )， 


2 


2 


8 . 斯托克斯定理和奥一高定理 


并且在笛卡儿坐标系中有 


t J 1 

k 

d d 

d 

8x dy 

d~z 

M M 



(8.1) 


这个行列式也可以这样组成，此时只要用 A y ， 2 的某3个可微函数 P ， Q , 丑来代替 
矢量的分量 A 2 , A 3 (在固定的坐标系中，任意3个数可以视为矢量的分量).若 
A 是矢量，则式 （8.1) 所定义的矢量 n 称为矢量 A 的旋度,表示 如下： 


fl = rot A . 

矢量 A 的散度可以类似于 (7.21) 那样定 


义为 


divA = V Q A a 1 


或者在笛卡儿坐标系居定义为 

j. 4 dAi t dA 2 ^ dA 3 T 

这样，可以认为涡量等于速度矢量的旋度之半 






图 16. 用于定义环量 


JL 

矢量的环量在矢量场 A 的定义域中取某不封闭曲线 Y 或封闭曲线 (7( 图16)，并 

组成标积 A ds , 其中是曲线义或 C 的具有方向的线微元.这个 
标积显然是不变量.作积分 . 4 ^ . 


/ 


AB 


a . ds = r, 


并且应当指明沿曲线进行积分的方向.这样引入的标量 r 称为矢量 a 沿曲线义的 
环遞^在一般情况下，环量 r 与用来计算它的曲线义有关.显然，_ x @ ：:rtij：? . 

.」. 尚：: . ) 翁 A 鱗擔 Bii 丧汰饮•氮 I 

如果矢量 a _ ^介顧 


Y = j v • ds = J udx -h vdy wdz 

AB \ - AB \ , 


称为速度的环量. 

设速度矢量 《 有势， 


grad p ， 则 


/ 


AD 


v-ds 


/ 


AB 


d(p 

ds 


ds 


3 — 屮 A 


• 76 • 


第二章可变形体运动学 



图 17. 情况 （8.2) 的环盘： r c = 2 ttA :， r Cl = 0,而当曲线绕 O 点 n 周时 rc = 27 Tkn 



图 18. 用于推导斯托克斯定理 


由此可见，在有势运动的情形下，速度的环量取决于点 A 和 S 的坐标.若势函数 p 
是坐标的单值函数，则 r 的值与曲线 jSf 的形状无关.例如，当 w = Q / Airr ^ Q = const 
时， r 与义无关，且由此可知，这时沿封闭曲线 c 的环量为零， r c = o. 而如果 





由此可知，这时存在包围坐标原点的封闭曲线 C , 沿该曲线的环量不等于零（图 17). 

斯托#斯—现在设速度 v 无势.取封闭曲线 C 7, 假设在这条曲线上可以张起一 

疋 个光滑的曲面 E ， 使场 v 在曲面上连续可微，亦即假设封闭曲线 C 
可以在 V 的连续可微区域内收缩至一点.按图18所示方法用许多封闭曲线 C 4 分 
隔曲面 S ， 有 





V 卜 


- ds. 


(8.3) 


c fc 


这个等式是显然的，因为沿曲线的公共边取的积分在求和时由于方向相反而互 
相抵消（图 18). 

可以把 Q 取为任意小的封闭曲线，于是在计算 r Ck = / v - ds 时可以认为曲 

c fc 
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线 C k 上的速度 t ； 由柯西一亥姆霍兹定理确定， 


H ，+ 卞伸 ?< P 十 gra ^ 肇 + pO[p), ' 

这是以曲面 E 上的封闭曲线 Q 内部某点仏为中心的连续介质微元诸点的速度分 
解 公式. 在计算 r Cfc 时,和 grad $ 这两项等于零，因为它们是有势矢量，并且势 
函数是单值的，而项 pO { p ) 的贡献与 f ( u ; xp )- d S 相比是髙阶小量.容易证明（参 


见图 18): 



( u ; x p ) • ds 



p ). dp = fu)-(px dp ) 


C k 


C k 


C k 



=u; • y p x dp = 2 u ; • n dcr = 2 uj n da . 

C k . 


(8.4) 


因为在无穷小封闭曲线 G 的极限情况下，矢量 o ; 可以当作常量（它只与 Ofc 有 关); 
积分/ pxdp 的大小等于 2 da ， 其方向为 da 的法线方向 n ( n 是单位法向矢量), 

并且从 n 所指的方向看，从 p 到 dp 的旋转方向为逆时针 方向； 最后，曲面 E 张于 
无穷小封闭曲线 G 的部分可以认为是平的 f ; \ 

现在，由（ 8 .3)和 (8.4), 在 k — oo 且 C k 收缩至一点时取极限，得公式 

所_，•忡•：•: 小、 1 r •乂•(知栴公傅 (-i 康有拥 蘇曲聲丨治从汴阳 



v 8 ds 



uJn. da. 


mvm 


(8.5) 


即沿封闭曲线 (7 的速度环量等于涡量在该曲线张起的曲面 E 上的通量的2倍.这 
个公式称为斯托克斯定理.我们强调，（8. 5 )中的法线方向 n 应当这样选取，使曲线 
C 的环绕方向从法线的端点看为逆时针方向 • 

显然，斯托克斯定理不仅对连续介质的速度矢量 t ; 成立，而且对满足连续可微 

这个必要条件的任何其他矢量 A =也 成立. 现在对矢量 A 写出斯托克斯定理 

的不_妙，叻祕⑸ v •稱腳个 



A a ds = Ai dx l 






(rotA) n d<7 


( d ^ 


叫 i ' cy?i 

f \ f ^ A 3 dA 2 \ 

I [\ dy^^J 




cos ( n , x ) 


dAs 

dx 


) cos ( n , 2 /) 4 -(磬 -^- jcos ( n , 2 ) da . 


有势运动与无旋运动连续介质在某区域内的运动称为无旋的，如果在该区域内的 

所有点 a ; = 0. 如果在全部或部分区域内 a ; # 0,运动就称为 
有 旋的. 在无旋运动的情况下，在给定时刻沿应变率张量的主轴分布的细线在无穷 
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小时间间隔内会保持自己的空间方位. 

从形式上验算就容易得出，如果 1 ； = grad ( p , 
则 u ; = 0. 因此，沿任何满足斯托克斯定理条件的 
封闭曲线，速度环量都等于零.这样，如果运动有 

图 19. 用于证明无旋运动与有势运势，它 就是无 埤的. 

动的等价性 我们来证明逆命题：如果运动无旋， a ; = 0,它 

就是有势的，亦即存在函数 V ?，使 r = grad < p . 
为了证明这个结论，取给定点乂和 B 之间的两条这样的曲线芯和芯（图19)， 
其中每条曲线都可以在连续无旋运动区域内变形为另一条曲线.根据斯托克斯定理， 

J udx + vdy + wdz = 0, 

^1+^2- 

所以 

r ab = j udx-hvdywdz = J udx -{-vdy - \- wdz . 



因为曲线名和爲是任意的，所以由此可知 


J udx + vdy wdz = ip ( x y y r z ), 

AB 


即沿从点 A 至点 B 的曲线的环量与积分路径无关.如果起点 A 是固定的，则环量 
只与终点 B 的坐标有关，且 r 在任意无穷小线微元上的增量显然等于 


udx + vdy-hwdz = d ( p . 


于是，由 drr , 办， cb 的任意性，有 


d(p 
dx 5 


d(p 

dy 


d(p 

~ d~z 


因此，有势运动与无旋运动的概念是等价的. 

众所周知，一个区域称为单连通的，如果该区域内的任何一 

SSSSSStt 条封__能够在不离开 区域的 情况下 收缩至 一点;否则 

该区域称为多连通的.显然，若连续有势运动区域是单连通 

区域，则位势 P 是坐标的单值 函数； 若该区域是多连通区域，则 W 可能是坐标的多 
值函数.在多连通区域内，沿不能收缩至一点的封闭曲线，环量 r 可以不等于零，而 
沿能在该区域内部互相转换的封闭曲线，环量均相等.在 （8.2) 给出的例子中，有势 
运动 P =紐的连续区域不是单连通的， Z 轴是奇异直线. 

矢胃场 IB 称为无 M 的，如果成立:不变的方程 

无源场及其性质 

* div B = V Q B a ~ 0. 


8 . 斯托克斯定理和奥一髙定理 


• 79 • 


利用 divB 与 rot A 的定义直接验算就容易证明，任何矢量 A 的旋度场总是无 
源的，即，若 B = rot 则 div B = 0 . 例如 a ; = rot V /2, 所以在任何连续介质的运 
动中涡量场都满足等式 . 气卩 ) \ \，•’ V 

diva ? = 0, 1 

或者在笛卡儿坐标系下 , . u , — i 

dcj\ 00J2 ^ 

dx 七 dy + dz 

所以，速度的涡量场（涡旋场敷最关七时饨抖杀 盅衡 ，扰砧 

如果介质不可压缩，即任何其物质体的大小在运动中保持不变，则根据 （7.20) 有 


> i \ 


div v 


即不可压缩介质的速度场是无源场.由物理学可知，真空中的磁场强度矢量场 H 也 

总是无源场， ! 1， • ‘ ” 


任何无源矢量 B 都可以表示为 U 


divif = 0,.® 铒匕巾镂豳杲甙示殊确莖 

W 來 W 甙、激量谢均 r # 
1* ^1 A 角关 W 诹激 诏顶积 選:蝴 

滓始锹.鈐播迪 奮' 


( 8 . 6 ) 


其实，可以用以下方法通过矢量山来构造矢量 B 的表达式 (8.6) 的一个特殊 
形式.取笛卡儿坐标系，令= 0,则等式 B = rot Ai 给出用于确定 Aia ； 与 i 4 i v 
的如下方程组 .• ^ A 


IdAiy 

2 dz 


B x ， 




(8.7) 


tv ; 


( 誓％ )=艮. 


只要取$ 


» . 丄面峨其均讯 



M y = -2 / B x dz + 2 I B z ( x , y ， z 0 ) dx , Ai 



2 

j By dz , 


方程组 （8.7) 在条件 divB = 0 下就会得到满足.事实上，直接即可看出 （8.7) 的前 
两个方程此时成立 . （8.7) 的第三个方程也成立，因为由等式 i；， V 


dB x 

dx 


dDy 


dB z 

dz 


矢童 A 称为无源矢量 B 的矢量势，一译注邱划四这办 ， m 代 
2 )值得指出的是，要想使式中的定积分成立,无源场 s 所在区域必须是凸区域.一般的讨论见 

文献： Stevenson A.F. Note on the existence and determination of avector potential. Q. Appl. Math” 
1954, 12(2): 194—198. 在本书第二卷第八章 §26 中也有一些相关的讨论.——译注 
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K 誓-聲 )=-/ (尝嶸)— 

Z 0 

，勿）= B 2 ( x , y i z ). 

显然，满足条件 （8.6) 的所有矢量 A 都可以表示为 

A = A \ + grad 少， 

其中屯是任意标量函数.其实，对于差 A ~ A U 应当成立等式 

rot (-4 — Ai ) = rot A — rot A \. = 0, 

罨 

即这个差应表示为某函数①的梯度. 

我们以涡量场 U ； 为例来讨论无源场的一般性质. 

对涡量场可以像所有矢量场那样引入（参见第二章 §3) 矢量线、矢量面与矢 ffl 
管的概念，即涡线、涡面与涡管.涡线是指在每一点切线方向都与涡量 ^ 方向相同 
的曲线.涡线的微分方程是 

dx dy dz 
—=—=— . 

^1 UJ 2 ^3 

涡面 f ( x ^ z ) = 0 由涡线连续地组成，其方程是 

Wl K +W2 ^ +W3 M =0 - 

如果经过（不是涡线的）封闭曲线 C 7 的所有点引涡线,就组成涡管.涡管的侧面是涡 
面，所以在其侧面上 u； n = 0. * 

我们来研究涡管的性质.如图20所示，在涡管的侧面取2条封闭曲线 G 和（7 2 , 

并用割线名，爲把它们连 
接起来，就组成了完全位于 
涡管侧面的曲面 S . 对之应 
用斯托克斯定理，得 

J v • da = 0. 

an 

图 20 . 用于研究涡管的性质 曲面 11 的边界的环绕 

方向参见图 20. 割线的两 

侧名和义 2 上的积分是沿不同方向取的，所以沿它们的积分之和为零.曲线(^和 
^2的环绕方向也是相反的，因此,如果把其中一条曲线的环绕方向改为相反方向，就 



Z 

/ a D 

-^dz + B £ {x,y 
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得到 



v*d« = j v.ds ， 或 Tc x = Tc 3 



此时曲线 Ci 与 C 2 显然可以是环绕给定涡管1周的任意封闭曲线，所以 

•• : ! 八芯、： ， Y v /T \ T f j 广、 :: 

/ r。= const，' ) \ 

其中 C 是环绕给定涡管 1 周的任意封闭曲线. 、1 ” 〆 

环量 


r c 



• ds 


或者根据斯托克斯定理与之相等的量 





uj n da 


称为涡管强度，这里 S 是张于 C 的曲面，而 C 的环绕方向与 S 的法线方向 n 之间 

祸 管强度沿祸管 不变，是给定祸管的特征 》■ ii 个结论称为 
姆时 ㈣ 祸 旋的亥 姆觀运动学第-定理 

^ 亥姆霍兹运动学第二定理表 述为： 涡管不可能在介质的 


内部产生或消失.这个结论可以直接从场 W 的连续性条件与涡管强度不变的性质推 
导出来.因此，涡管或者是封闭的，或者在运动介质的边界上消失或产生，或者延伸 

至无穷远处，如果介质是无界的.坫 0 6 / V - 

直觉上似乎可以认为，只要在流动中有封闭的流线，流体的运动就 
总是有旋的⑷ 一 0). 其实，如果在流动中观察到类似于图21 ( a ) 
所示的速度分布，沿图中所画流线的环量就不等于零，/ 、^ ' / 


r c 



v 8 ds ^ 0, 


因为被积表达式的符号在全部积分路径上都不发生变化.根据斯托克斯定理，在曲 
线 （7 张成的曲面上应当存在 u; n 一 0的点,所以流动是有旋的.然而，这个结论只有 
在可以应用斯托克斯定理的条件下才是正确的，这时要求能够在 C 上张起这样的曲 
面 S ， 使场 V 及其偏导数在该曲面上都是连续的.例如，如果封闭曲线 (7 包含有一 
个母线平行于 z 轴的圆柱形刚体（图21 ( b ))， 就不能下结论说,具有图21 ( a ) 所示速 
度分布的平面流动是有旋的.当场 V 或 u ; 在 C 7 内部具有奇点时，也不能下这样的 

结论 • 泡 . ■ : Wi ,.® _ 一 廑謂 ㈣ 

因此，我们以流动 （8.2) 为例更细地进行讨论.该流动 有势： 

• 1 艰 1 平 7 £ a Vi 1^(1! ^ SPBm 一 ^vfl 1 ? [Ri^dS^n ： f ^/ 射抓膊 - 

y 

; v = gradip^i tp — 臟芦 k : ^ 
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图 21 . 可能出现的有旋流动与无旋流动的例子 


流线垂直于曲面 p = tenst ， 即流线是平面 xOy 上的圆.速度的方向是 P 增加的方 
向，所以当> 0时流动方向如图21 ( c ) 所示.沿任何与流线重合的圆周，环量 r 均 
不为零，尽管流动在2轴以外区域皆有势.势函数在 z 轴上没有定义.若计算这种流 
动的涡童，我们将看到，它在 z 轴之外处处为零，而在 z 轴上则应使 o ; 的值为无穷 
大.因此，场 V 与 u ; 沿 2 轴有奇异性.这是沿2轴的具有有限强度 r = 2 ttA : 的孤立 
涡丝，该流动称为孤立点涡流动 . y % ' 二 Y 





图 22. 用于证明奥一髙定理 


不应当认为有旋流动就一定意味着在流动中 
4在封闭的流线.考虑流动 


u = ay 、 v = ti ; = 0, 

其中 a 是正的常数（图21 ( d )). 在该流动中，轨迹 
与流线重合，都是平行于 a : 轴的直线，并且沿任 
何直线 x = const 的速度分布都是线性的.直接 
计算 a ; 在笛卡儿坐标轴上的分量，得 



即流动是有旋的， u ; 处处相同，其方向与2轴方向相反.在 t 时刻取正方形流体微元 

ABCD , 它在£ + 时刻变为菱形 A f B f C f D \ 并且可以证明，应变率张量的主轴在 

t 时刻与正方形的对角线重合，它们在 t + Af 时刻变为菱形的对角线.主轴之间的夹 

角在运动过程中显然保持直角不变，但是主轴的空间方位发生变化，它们以角速度 
uj = _ ak /2 旋转. 〜麟 


奥一高定理 


现在回忆奥一高定理.$时刻 i ， 在运动的连续介质中取表面为 S 的 
物质体 V ，并在表面每一点选取 K 的外法线 n . 在时刻 


该物质体移动至 V ，而 E 变为 W 的表面 P ( 图 22). 
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体积的变化显然为 


v f 



v n Atda. 


此时已经自动考虑到体积 k ' 小于 v 的情况，因为我们总是取 k 的外法线. 

变化率等于 ，，，、 y ’ 

V f -V f - ^ 

lim ——-- = I v n da. v ’ 

△t—o hd / 


体积的 


v n da. 


对于表面为 P 的无穷小物质体 V -，类似地有 


lim 

△t— I 




△亡 



v n da, 


利用速度矢量散度的定义 (7.20) 及其运动学含义,在笛卡儿坐标系中得 

J v n da = J [u cos(n, x) -\-v cos(n, y) -\-w cos(n, z)]d<r 


V m div v -h V*e 


f du dv dw\ 




( 8 - 8 ) 


其中 e 是无穷 小童 . 、' “nu . - - ' 

有限的物质体 V 总 # 可以分割诸多无穷小物质体 V '只要 V 在 K 内部连续 
可微，就可以对每个无^小物质体写出等式 （8.8) .把 (8.8) 对所有 P 求和，并 
在分割数趋于无穷大且 V * — 0时取极限，得 



[ucos(n,x) -hvcos(n ， y)+w cos(n, z)]da = j + 完十完 


(8.9) 


因为在等式的左侧，沿相邻曲面的积分因法线方向相反而相互抵消，于是在极限 
中仅剩下了对外表面 S 的积分 .. 、 ;m : V . * * . , 

等式 (8.9) 把对封闭曲面 I ：的积分变换为对该曲面所围几何体 K 的积分，这就 
是奥一高定理.等式 (8.9) 可以写为不依赖于坐标系的 形式： 



v n da 


/ 


div v dr. 


显然,任何在几何体 V 内与曲面5：上皆连续可微的矢量4都可以像速度 V 那 
样理解，从而对之写出奥一髙 公式：:,; - 



A-nda 



div A dr. 


此外，因为在给定坐标系中任何 3 个函数 P ， Q , 丑都可以理解为矢童的分量， 
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所以对: c ， y , Z 的任何3个连续可微的函数 P ， Q ， H 都可以写出奥一髙定理，即 



[ Pcos ( n ， x ) -f Qcos ( n , 2 /) 4- Rcos ( n , z )] dcr = 


dQ dR 


dr . 


在奥一高公式左右两侧的积分中，被积函数都是与坐标系的选择无关的不变量. 
如果它们在笛卡儿坐标系中是已知的，则在任何其他坐标系中都易求这些函数.亦 
即，设在任何坐标系 r ; 1 ， 7/ 2 , t ; 3 中 A = A k e k , n = n〆 ， 则 


A 


A k n k , divA = V k A k = -^^ 


其中克里斯托费尔符号1%是通过前面得到的公式用空间 r / 1 ， T 7 2 , r ; 3 的来计算 
的（可以根据从笛卡儿坐标系到当前坐标系 r ； 1 , t ? 2 , T / 3 的变换公式来计算 Py ). 

奥一髙定理现在可以写为如下在任意曲线坐标系中都成立的 形式： 





A k nk da = J VkA k dr . 


我们指出，在推导奥一高定理时，空间的维数可以是任意的.在力学与物理学中，这 
个定理经常被应用于二维、三维与四维区域 . .. v …1 5 二 
_ _我们再推导一个以后有用的矢量分析公式.设我们有任意一 


物质体积分对时间的 
求导公式 


个依赖于空间点坐标和时间 t 的函数/ (它可以是张量)•对 

于运动的物雌兄__參 : 、 e 



/(X ， y ， 2 ：， t)dr ， 


，• .r • 丨 t 

fTV 兔、 


并计算导数 


mut 


d 亡 



/($， 2/，之， t ) dr , 


淋 ft 土淋 


其中不仅被积函数与 
图22广 


有关，积分域 V 也与 t 有关.由导数的定义可以写出（见 

: 大 ••: : vIHW ㈣ / rtf 曲 W 敏嫩游•散 # 


d 

dt 



f ( x ， j /, z , i)dr = ^ lim o — < / f ( x t y , z , t + At)dr - j f ( x ， y ， z , t ) dr 


V(t) 


& 



[/( 怎， y ， ：， <+△<) — /( X ，2/， t )] dr + / f(x ， y ， z ， t^At) dr 



v 9 -v 


/ 


df ( x } y } z } t ) 

dt 



dT + / fv n dr , 


( 8 . 10 ) 




因为几何体 V f - V 由柱体微元 dr = t; n da At 组成（见图 22)， 并且当 — 0 时曲 




8. 斯托克斯定理和奥一高定理 
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面 E ' 成为 E , 而 /(: r ， y ， t -{- At )^ f ( x y y , t ). ^ (8.10) 的最后一个积分应用 
奥一高公式，得 • • 


d 

d 亡 



t ) dr 



v 


v 


% 




dr , 


( 8 . 11 ) 


积分域 k 是运动的，求导结果自然就依赖于运动的物质体 v 诸点的速度场 v . 
显然，以下运动学公式永远成立 


% 


df 


d / 


+ Vi (/^) = + /V t v* = 洁 + fViv\ 


式中 


df df 


+ W / 


d 亡 dt 

是函数 / 对时间 < 的全导数在任意坐标系中的表达式.所以，公式 (8.11) 还可以写 
为 


d 

d 亡 



/( a :， 2/， z ， t)dr 


v 


I [ft 

v 


+ / Vi v l ) dr . 


现在把公式 (8.11) 应用到一个特殊情况.令 




式中 F 是连续介质的 体积. 此时，函数/依赖于变化的体积 y ， 即依赖于 （8.10) 的 

积分域，所以函数/显然只依赖于 t 而不依赖于 坐标. 显然，以下运动学恒等式永远 

成立： : 二 

dT = i , 



V 


v(t) 


从而由 （8.11) 有 


d /* dr _ 

dij V ( t ) = 
v v 



i (v) 


+ ^i[yV 


dr = 0, 


或 



v 


{v ) + V 


div v 


dr = 0. 


( 8 . 12 ) 


无论对运动介质的全部体积 K ， 还是其任何一部分体积，都可以写出这个恒等式. 
对无穷小体积应用 （8.12), 得 


d 


+ 


dtKAV AV 


div v = 0 


(8.13) 


式中 divt ; 取自收缩到的那 一点. 我们强调，此式对于任何介质均成立，它与运 
动介质的性质毫无 关系. 例如，它对于诸如相空间这样的非物质介质也是成立的. 



第三章连续介质力学的动力学概念和 

动力学方程 


§ 1. 连续性方程 


我们来研究物理对象的运动，即物体和场的运动.本章和以后许多章基本上只研 
究物体运动的规律.所谓物体，是指那些具有惯性的对象. 

惯性由质量表征.我们既可以引入整个物体的质量 m ， 也可以引入其任何一部 
分的质量在牛顿力学中，整个物体的质量 m 按照定义等于组成物体的所有部 
分的质量之和. 


质量守恒定律 • 密度 


任何由同样一些连续介质微元组成的物质体，其质量 m 守恒. 
这个定律是牛顿力学的基本定律，可以视为通过实验确立的 
自然定律，它在一定的近似下是正确的.对于任何物质体，有 


m = const. 

这是连续介质力学的基本方程之一，该方程还可以写为另外一种形式，即 


dm 
d 亡 



引入平均密度 


Pmean 


Am 


其中 M 是质量 Am 所占的体积.实际密度定义为如下 极限: 


p = lim 

AV^O 


Am 

AV 9 


(1.1) 



在连续介质力学的研究中基本上总是用密度 p 代替质量 m . 对于微小体积成立等式 

Am = pAV^ 


欧拉变量下的连续性应用第二章的物质体积分求导法则（8.11)，在质量守恒定律 
方程 ,成翊餅下有 ? 


0 =尝= 


m 


+ div 


— 


dr 


m 


+ pdxvv ) dr, 


或者，由于该等式对任何物质体都成立，我们得到连续介质力学的第一个基本微分 


dp 

— + pdiv v = 0. 
at 


(1.3) 


该方程称为欧拉变量下的连续性方程.这个方程显然可以直接得自第二章的公式 
(8.13)，因为任何物质体的质量都是守恒的. 

在物质体中守栢的物除质量 m 外，在连续介质的任何物质体中还有其他一些物理 
理量所满足的条件 量在运动过程中 守恒. 例如，设 W 是任意物质体中的分子或 


原子的数目，则 AT 在物质体中通常是守恒的.若引入单位体 
积中的分子或原子的数目 n = 式中是个粒子所占的体积， 

则根据 7 V 在任何物质体中守恒设，利用第二章公式 （8.13) 可得 n 的微分方程， 
它类似于 (1.3): 


dn 

dt 


+ n div v 


(1.4) 


若在连续介质中有化学反应发生，则方程 （1.3) 成立，而方程 （1.4) 不成立. 

还存在其他一些在任何物质体中都守恒的标量、矢量或张量.我们用来表示 
这样的守恒量，并引入这个量的密度： I 


L △伞 

.feoAK- 


而对于有限体积则成立等式 



pdr, 


其中的积分是对运动的物质体计算的.因此，知道 P 就可以求出 m . 

物质微元的密度 p 可以不守恒，因为在微元运动时其体积可以发生变化 
连续介质物质体的质量守恒定律现在显然可以写为 


2 


/V 
dldt 
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显然，0和/满足以下条件: 


d £ 

dt 


0, 


^ = J f dr , 

v 

学 + / div v = 0. 

d 亡 



在物理学的很多情形中，最后一个条件对电荷密度 e 成立.确定物质体中的守 
恒置是物理学的基本问题之一. 


多组元混合物的连续 
性方程 


设我们有由 iV 种组元组成的混合物，例如 ：氢、 氧和水蒸气 
的混合物 (N = 3), 锡铜合金，盐的水溶液，等离子体一自 
由电子和离子的混合物，等等.所有这样的多组元混合物都 


可以认为是由充满混合物所占的同一区域的 iV 种连续体组成的.对于这些连续体 


中的每一种，都可以引入自己的密度和自己的速度,我们把这些量表示为 Pl , p 2 、…、 
~ 和％, …， v N . 在混合物所占区域每一点有 iV 个密度 仏和 AT 个速度％，其 
中每个量分别属于自己的连续体. 


于是，混合物力学在这个提法中就是充满同一区域的一组连续体的力学. 

我们首先考虑混合物中不发生化学反应或电离作用的情况.这时，混合物 iV 种 
组元中的每一种都应当满足质量守恒定律，我们就有#个 方程 ： . 


dnij 

d 亡 



或 

^ + div p { v { = 0. (1.5) 

4 

如果在混合物中有化学反应或电离作用发生（这种情况从应用的角度讲更有意 
义)，则组元的质量可能发生变化.我们引入&来表示单位体积中混合物第 i 种 
组元的质量因化学反应或电离作用而在单位时间内发生的变化.量^是在化学 
中确定的.于是,混合物组元的连续性方程可以写为 

drrii f 

V 

或 

^ + div Vi = Xi . (1.6) 

化学反应的一个基本定律是混合物的总质量守恒，所以 

N 

X^ = 0 . 


(1.7) 


除了混合物组元的 AT 个密度和 iV 个速度，还可以引入混合物整体的密度 p 和 
速度 I 给定区域内混合物的质量按照定义等于该区域内各组元的质量之和， 

m = 1 乂 


而混合物的密度 p 定义为 


r Am 
av^o AV' 


混合物组元的密度 




所以 


m ▼ 

II 、 1=1 • 

对 (1.6) 求和，所得关系式利用 (1.7) 可以写为 

Q N 

^ + div ^ p { Vi = 0. 

.- t=l m to "Hi 1 *11 J jjfif 'rftj ^ I iki I —- 

这个方程将具有连续性方程的通常形式，如果混合物整体的运动速度 v 定义如下 


pv 


^ ▼ 


■ ▼ 


E 




( 1 . 8 ) 


我们指出，这样定义的速度 V 是混合物的 iV 种组元所对应的 AT 个物质体的总 
质心的速度. 


扩散过程的连续性方 
程 


有可能发生的一种情况是混合物的所有组元都以同样的速度 
运动，该速度等于此时混合物整体的运动速度， 


v 2 


V N 


这类过程称为无扩散过程.若组元的速度的不同，则发生扩散，这时混合物的一些 
组元相对于另外一些组元 运动. 电流就是这种过程的一个例子.在有电场的时候，在 
静止导体中 V = 0,而％ / 0,电子和离子在导体中的运动形成电流. 

对于扩散过程，可以在每一组元的连续性方程中引入混合物整体的运动速度 
这就改变了连续性方程 （1.5) 或 (1.6) 的形式. 

在存在化学作用和扩散的一般情况下，方程 （1.6) 可以写为 


瓷 +di W 


一 div /“ 


(1.9) 
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式中 


1% = Pi(Vi - v). 

/ 

差 Vi - V 显然是第 i 种组元相对于介质整体的运动速度 .若 V 爹 Vi ， 则方程 （1.9) 中 
div / i 这一项表征在以速度 v 运动的几何体中第 i 种组元的质量因该几何体不是第 
i 种组元的物质体而发生变化，组成第 i 种组元的粒子不断进出该几何体.矢量乃称 
为扩散流矢量. 

计算扩散流矢量 A 必须以物理定律为 基础. 在不同情况下，扩散定律亦各不相 
同，但由 （1.8) 可知,在任何情况下都成立条件 


J2 Ii=0 ' 

i=l 

混合物组元的 iV 个连续性方程 （1.9) 可以替换为混合物组元的 JV - 1个独立的连 
续性方程 (1.9) 和混合物整体运动的一个连续性方程 


I 


+ div pv = 0. 


因此，在研究多组元混合物运动的时候，可以不再显式地引入 AT 个充满同一区域并 
以不同速度 Vi 运动的连续体，只要引入扩散流矢量 A 来代替 Vi , 并把方程 （1.9) 看 
作混合物组元密度的方程即可. 

显然，在研究发生化学反应的多组元混合物的运动时，必须把力学定律与量 
和乃 满足的物理和化学定律联合起来. * 

不可压 缩介關 连 S _性方程 （1.3) 是对任 意瞄续 介质得 出的. 

性方程 in 流管的性质 一种介质称为不可压缩的，如果它的任何物质体的大小 

在整个运动过程中保持不变.所以，不可压缩介质微元的密 
度也是守恒的.连续性方程的形式为 


divv = 0. (1.10) 

一 种介质称为均匀的，如果它的所有微元的密度 p 都相同，即 p 与空间坐标: r ， 
无关.一种介质称为非均勻的,如果它的不同微元的密度 p 不同 , p = p ( a :， y ， z ). 
显然， 毕筚悸 万舉 (1-10) 均匀的不可压缩介质都 成立. 

不可压缩流体的速度场永远是无源场/其矢量管（即流管）的性质已经在第二章 
§8中有所阐述.例如，流管强度 

J v n da = Q 

E 

( S 是流管的横截面， n 表示其法线）沿流管保持不变,这个量称为流管的流量.在运 
动连续时，流管不可能在不可压缩介质的内部产生和消失. 


ei - (e 2 x e 3 )= 


拉格朗日变量下的连我们来推导另一种形式的连续性方程，即拉格朗日变量下的 
续性方程 连续性方程.为此，在给定时刻£，在连续介质的任意一点 

M 沿随体坐标系 p ， 的坐标轴方向取小矢量 
e 2 d ^ 2 , e 3 d ? 3 , 并组成一个平行六面体微元,其体积等于 

V = |ci • (e 2 x e 3 ) d^ 1 df 2 d^ 3 |. 

在任意另一个时刻与该平行六面体对应的是从同一物质点 A / 引出的矢量6处 1 ， 
e 2 ^ 2 , e 3 d ^ 3 所组成的平行六面体微元，其体积等于 

Vo = |ei - (e 2 x e 3 ) d^ 1 d^ 2 d^ 3 |. 

我们把介质在时刻《和 化 的密度分别表示为 p 和外. 根据质量守恒定律，有 


PO^O = pVy 


或 


Po 


Vo 


ei - (e 2 x e 3 ) 
Po ei - (e 2 x e 3 ) • 


( 111 ) 


为了计算基矢量的混合积，再引入基矢量为 ei = i ， e 2 = j , e 3 = k 的笛卡儿直 
角坐标参考系 a : 1 = x , x 2 = j /, x 3 = 2 ：来研究介质的运动.我们把介质的点在时刻 f 
和 k 相对于该坐标系的坐标分别表示为 a ; 2 , rr 3 和显然， 

4 = ^ 2 , C 3 , t 0 ), x i = : ^ 2 , ^ 3 , t), 

即4和/是在独立变量 < 取不同值时表示运动规律的函数 的值. 因为点 M 相对 
于参考系的径矢为 


e *, 


M 


dr 

免， 


所以 


. dx k 

ei = w €k 

混合积6 • (6 x 心）可以表示为行列式的 形式: 


坎 A 0 

一： -1 _ 

3 加 ？ S - 粑 
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其中 A 是从 C 1 ， f 2 , f 到 rr 1 ， rr 2 , : r 3 的变换的雅可比行列式> 类似地 


0 / o o \ 

ei - ( e 2 x e 3 ) 


W 

w 

^0 

^3 


W 

^0 

w 


^0 

w 

^0 

^0 


其中 A 是从 p ， 《 2 , C 到蛉 4 W 的变换的雅可比行列式.利用雅可比行列式的 
性质，方程 (1.11) 现在可以表示为 


p = p,^=p 0 det 


( 

\ dx ^)' 


( 1 . 12 ) 


我们对所得方程 (1.12) 继续进行变换.为明显起见，我们把矢量句在坐标系 ： r , 
Vi z 中的分量 dx ^ d ^ 表示为 i jx , 6 jy , 色 jz ， 则显然 





eix hy ei z 

2 

^lx 

^ly 

A 

eiz 

^lx 

e2x 

^3x 

[ ei * 

( e 2 x 

e 3 )] 2 = 

= e 2x e 2y e 2z 

= e 2x 

<§2y 

^2z 

’色 ly 

62 y 

^3y 




^3x ^3y ^3z 

hx 

各 3y 

^3z 

色 lz 

^2z 

A 

^3z 

因为 

9ik = 

A A 

: Ct - efc . 

类似地， 










[ei - ( e 2 x 

es )} 2 = < 

de D 

= 9 - 




因此， (1.11) 可以表示为 


Po 



(1.13) 


方程 （1.11)， （1.1 2 ) 和 （1.13) 是连续性方程在拉格朗日变量下的不同形式. 

我们指出，对于在连续介质物质体中守恒的任何量0的密度/，在一般情况下 
成立方程 


/ = fod-j = / oA , 


其中 △ 是从 d 到： 4的变换矩阵的行列式. 、 

连续性方程的特点在于其广泛的通用性，它对任何物质介质的运动都成立,其形 
式与介质的性质无关.对于包括水、空气、金属等在内的所有介质，连续性方程都是 
相 同的. 连续性方程 （1.3) 在可压缩介质的情况下含有4个未知 函数： 密度 p 和速度 
的 3 个分量，而在不可压缩介质的情祝下，连续性方程 （1.10) 只含有3个未知函数 
-—速度的 分量. 显然，为了解决连续介质力学问题，一个连续性方程是不够的.我 
们将推 卓对任 何连续物质介质的运动都成立的其他一些方程. 


§2. 连续介质的运动方程 
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§2. 连续介质的运动方程 


我们来研究物质的连续介质由某些原因引发的运动.力就是为此而引入的，它 
是矢量.我们将对连续介质力学中遇到的力进行一个基本的分类.与质点和不变形 
的刚体系统的力学相比，在连续介质力学中，力的概念更为复杂. 

占力和分布力我们在理论力学中主要遇到点力，即作用于一点的有限的力，而在 

连续介质力学中则主要遇到分布力，即作用于连续介质物质体 V 或 

物质面 S 的每一部分的力，并且当物质体的体积或物质面的面积趋于零时，相应的 
力的主矢量也趋 于零. 

在连续介质力学中，仅在一些特殊情况下才会遇到 点力. 根据牛顿第二定律， 

= Am a , 


式中 Am 为连续介质微元的质量, a 为其加 速度. 由此可见，只有在 a (或 p ) 无穷大 
的点 才可贿 点力. • ■ 

体积力或质量力按体积分布的力称为体积力或质 量力. 若用7表示作用于质量 

• 为 匕爪、 体积为的微元的质量力主矢量，则质量力在给定点 

的密度 F 为. M 典 ’. ，jf 

..F = li m 

△m— 0 Am 

对于微元， ^ 1 i 

3免 ^ ~ WMm . 


有时要考虑作用于单位体积而非单位质量的介质的力中.显然， 




lim 


T 

0 AV 7, 


办= pF . 


^ dV 和 Fdm 具有力的量纲， F 具有加速度的董纲，伞的量纲是加速度的量纲乘以 

密度的量纲 ， ， L 1介兮騰 

质量力的类型不多，它们是 ：重力 （重量 ） F = g ，龟= P g , 以及一般而言满足牛 
顿万有引力定律的 引力； 电 磁力； 惯 性力. 在研究非惯性坐标系下的运动时必须引入 
惯性力，并且从运动物体本身来看，惯性力就是通常的实际存在的外质量力.在研究 
连，介质的具体运动时,有时要用人工方法引入质量力.例如，在讨论翼型在流体中 
的运动时可以认为翼型所占区域也充满了流体，但是为了使人工引入的流体同翼型 
一样继续运动，必须对这一部分流体施加质量力. 

在刚体力学中，任何力系的作用等价于其主矢量和主力矩的作用，而在可变形 
介质力学中，重要的则是力沿物体分布的特性. 

面力在连续介质力学中起主要作用的不是质量力而是面力，即在连续介质的物质 
面上分布的力.例如，对于倒入容器中的水，在水与容器壁的接触面$上 
显然有力的相互作用.取曲面 S 的微元 da , 可以引入面力微元 dP = pda . 其中 
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p = A lim o AP/Aa 是作用于面微元 da 的面力的密度.在曲面 S 的每一点都可以引 

入面 a p ， 它在不同的点一般是不同的. 

力可以分为内力和 外力. 在研究一个系统的运动时，每 1 果力是由属于 
nmm 73 . 该系统的对象引起的，这样的力就称为 内力； 如果力 i 由系统以外的 
对象引起的，这样的力就称为外力. 

外力和内力的概念是相对的.例如，如果我们同时考虑地球大气层内空气的运 
动和地球的运动，则空气的重力是 内力； 如果只研究空气的运动，重力就是外力.如 
果考虑物体和电磁场的运动，则电磁力是 内力； 如果只考虑物体的运动，则电磁场对 
于物体来说是外在因素，电磁力是外力. 


设想在连续介质中取任意某一物质体 f ， 以截面^将其分为％和 y 2 两 
部分（图 23). 如果我们研究 V 的一部分的运动，比如％的运动，则这时 
第二部分即 R 对它的作用必须改为分布于 R 的质量力和分布于 S 的面力.这样 
•引入的相互作用力对 R 而言是外力.如果我们研究物质体 V 整体的运动，这些力 
就是内力.可以用不同方法取 截面乂 显然，分布于不同截面 S 的面力是不同的. 







Pnn nd ° 


取物体内部某点 M 并考虑该点的不同面 
微元 da ， 其方向由法线 n 决定.我们用 dP 
来表示物质体 V2 内的介质对物质体 Vi 内的 
介质在法线为 n 的面微元 da 上的合作用力， 
并进一步认为 dP = p n d(7, 其中是有限矢 
量.矢量可以视为被面微元 da 分开的两 
部分介质之间相互作用力的面密度.在一般情 
况下,可能与面微元 da 的方向和它的其他 
•一 些几何性质有关.我们将总是这样选取法线 
方向 n ， 使得它对引入的力 p n da 所作用的这 
部分介质来讲是外法线.例如，我们将把物质 
体 K 对 W 的影响用分布力 p n da 代替，而把 
物质体 VI 对 b 的影响用分布力 p _ n da 代替 
(图 23). 在连续介质的任何一点都可以引入这 
种面力，它们 称为巧 毕方. 

在连续介质的每一点，内应力 p n dcj 部可 
以分解为沿面微元 da 的法向 n 和切向 7 •的 
2 个分量（图 24): 


S 24. 内应力的法向分量和切向分量 


p n da = p nrl n da -h p nT r d < r , 


式中 p nn da 为内应力的法向分量， p nT dcr 为切 
向分最，亦称切向力，而在流体的情况下还称为内摩擦力. 
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面力 Pn dcT 显然也可以是外力，即作用于包围连续介质的外表面的力. 

在连续介质的每一点 M 都存在无穷多个矢量 Ptl ， 它们对应于经过该点的无穷 
多个面微元 da . 然而，我们将在后面得出，在它们之间有一个与运动介质的个别性 
质无关的普适关系. 

质点运动的基本动力学方程是牛顿第二 定律： 


T 


ma. 


我们现在要给出一个更加复杂的关系式来描述连续物质介质的运动，但它是牛顿第 

二定律的直接推广. V： **" 


考虑质量为 m 的质点相对于惯性坐标系: T , 2/， - 〜 

为质点的质量爪不变，所以有 

dv dmv _ 1 

m n =’. （21) 

质量与速度的乘积 mv 称为质点的动量.对于一个质点，我们有动量方程——质点 
的动量对时间的导数等于所有作用于该质点的力之和. 

利用基本动量方程 （2.1) 可以解决两种典型 题目： 根据已知的力求质点的运动 
规律,或者根据已知的质点运动规律求作用于质点的力. 

如果我们有 n 个质点所组成的质点系，其中每个质点的质量为 它在合力 : Fi 
的作用下以速度％运动，那么对每个质点都可以写出动量方程 (2.1) 


的运动.因 


T . 


(2.1) 


drriiVi 

dt 




并且： F , 包括了所有作用于序号为 i 的质点的力.相对于 n 个质点所组成的整个系 
统来说,这些力中即有外力，也有内力.把所有 n 个质点的动量方程 （2.1) 相加，得 


W V 

E 


drriiVi 

dT 


d 

d 亡 


( f 2 miV ^) = 史对)_ 

\t=i / t=i 


等式右侧是相对于质点系的所有外力之和，因为根据牛顿第三定律，相互作用的内力 
是成对存在的，它们在求和时互相抵消了. 

* 0 ■ _ 


X ] m i V i = 


称为系统的动量，式中 


■擎 

E 


1 71 


分别是整个 n 质点系统的质童和质心速度.这样，我们得到 n 质点系统的动量方程 


dQ 

dt 


E # e )， 或 


dv ’ 

dt 


E ^ e) - 
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质点系的动量对时间的导数等于所有作用于系统的外力之和，换言之，系统的质 
量乘以系统质心的加速度等于所有作用于系统的外力之和. 

因此，任何质点系的运动可以对应于一个质点（即系统的质心）的运动.当系统 
的尺寸较小而观察者的位置又很远时，在很多问题中可以把质点系的运动归结为一 
个质点的运动，即系统质心的运动. 


质点的运动方程具有普适意义，它可以应用于各种可能的力学 系统： 星系、恒 
星、行星，任何飞行器、人、鸟、昆虫，等等. 


连续介质有限物质体 
的动量方程 


所以把动量方程写为 


现在把动量方程推广到连续介质有限物质体的情况.设想在 
介质中取表面为5：的有限物质体 V ，因为 D 





dQ 

~dt 







按照定义，这里的 Q 是连续介质物质体1/的动量，/ FpdT 和 J p n da 分别是作用 

于物质体 K 的外质量力之和与外面力之和. ^ ^ 

因此，对于连续介质的任何物质体 K 都可以写出相对于惯性参考系的动量方程 

去 J vpdr = J Fpdr-^ J p n da, (2.2) 

v v Y ： 

即连续介质物质体 K 的动量对时间的导數等于所有作用于该物质体的外质量力和 

外面力之和.所取几何体 V 是运动的、可变形的任意物质体，按照定义，它是由同样 
一 些介质微元组成的. 

对于物质体 V 内的介质，如果除了上述外分布力，还有集中作用于物质体 K 内 
部某些点、线或面的外力，则应当把这些外力之和补充到方程 （2.2) 的右侧. 

关系式 （ 2 .2) 是在连续介质力学中假设成立的基本动力学方程.牛顿第二定律 
是质点力学的原始方程，与此类似，动量方程 （ 2 . 2 ) 则是连续介质力学的基础.所有 

上述讨论应当视为引导和启发我们把连续介质的方程 （2.2) 与质点的牛顿方程联系 
起来的一些观点. 

还可以提出以下观点来论证方程 （2.2). 可以按照公式 



°这里应用了质量守恒定律 ，式中 dm == pdr 和 M 分别表示连续介质的体微元 dT 的质量和有 
限物质体 V 的质量.一译注 


2. 连续介质的运动方程 
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引入连续介质物质体 K 的质心速度 V ，并把动量方程 （2.2) 表示为连续介质物质体 
V 的质心的运动方程 

• dv* f ’ 一 

= J F P dT + j Pn d ^* 

v v \ E V 


我们指出，关系式 （ 2 .2) 经常称作冲量方程，因为它还可以写为如下 形式： 

d J vpdr = J Fpdr dtJp n dadt. 

V t 胡逾 D 满供 f 必、 _ 

关系式 （ 2 . 2 ) 可以视为用来确定力的 方程. 实际上，所有己知的关于力的定律都 
是从这个方程（即推广的牛顿第二定律）得出的 d . 在实验观察的基础上，利用各种 
假设，或者利用那些推广实际结果的“思想实验”，即可得到这些规律.在最初的研究 

中利用 （2.2) 确定出力的定律后，或者在其他一些情况下已经知道力，就可以从 （2.2) 
求出与这些力相对应的运动. 

_ 爭覃芩 稈（ 2 . 2 )舉 毕莩介 年 MS 亨 iW 華丰万琴，这些运动也包括不连续的 

运动和冲击过程.对于连续介质的不连续运动，其运动和状态特征量在物质体 k 内 
并非处处是坐标的连续 函数； 对于冲击过程，这些量是时间的间断函数. 


,特别地，积分形式的动量定理 （2.2) 在连续运动区域中等价于将在下面建立的 
微分形式的连续介质运动方程.从方程 （2.2) 还可以推出，对于任何连续介质的任何 
运动，应力 Pn 应当满足某些普适 关系. 我们现在就来推导这些普适关系. 

内应力的基本性质这样，应力与给定点的相应面微元的方向有某种关系，而动 

量方程（2. 2 )则限制了这种关系的可能的 形式. 我们将在连续 
介质运动连续的情况下推导这些限制. 

设想取物质体并用任意截面^把它分为 W 和 K 2 两部分（图 23). 分别对 

Vi 和 R 以及整个物质体 K 应用动量方程 (2.2), 注意到被分开的两部分之间的相互 

作用可以通过质量分布力和分布于与介质物质点一起运动的截面^的面力来实现 
我们可以写出 ? 


/ 

V"i 

/ 


dv 

di 

dv 

dt 


f = f Fpdr + f p n dcr , 


pdr 




F’pdT+ p n da + p n da , 





pdr 




F"pdT+ p n da+ 



da, 


s 2 


1》 关于这个问題，详见以下专著： CeflOB JI . H . MeTo^u noAo 6 wH m pa 3 MepaocTM b MexaHHKe . 
7 -e M 3 A . MocKBa : Hayna , 1972 (第八版中 译本： JI . H . 谢多夫 • 力学中的相似方法与箫纲理论沈 
青，倪锄非，李维 新译.北京： 科学出版社， 1982). 第一章 §5. - 
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式中 p 和，分别表示作用于质体 k 和 y 2 的质量分布力密度.把前两个等式 
相加，再减去第三个等式，在内质童力总是满足作用与反作用定律的条件下 u ，即当 

泰 

J FVdr-f- J F ,f pdr = J Fpdr 

Vi V 2 V 


时，我们有 


I(Pn + P 一 „) dcr = 0. 

s 


因为物质体 K ， h ， y 2 和截面 s 是任意的，由此即得 



(2.3) 


我们指出，关于运动连续的假设非常重要.例如，以后将证明（参见第七章)，如 
果 S 是速度 v 的间断面且物质介质微元可以通过式 (2.3) 就不成立.这时％和 
V 2 不是物质体，所以 （2.3) 应当替换为其他关系式. 


动量方程 （2.2) 适用于任何物质体 V ，包括任意小的物质体.正是因为形如 （2.2) 
的动量方程对连续介质年坷年窣个的物质体都适用，所以这个方程中的被积函数会 

受到一些限制，我们来阐明这些限制.为此，假设 
运动特征量是连续的和有限的，组成表达式 






Fpdr + 



Pnd(T ~ J 


dv 

dt 


pdT ， 


v 


E 


V 


它对于任何物质体 k 都应当精确地 # 于零. 

显然，当物质 v 收缩为一点时，无论表达 
式 n 中被积函数的形式如何，只要它们是有限 
的，极限式 Um 0 = 0都成立. 

现在，定时刻取连续介质的任意一点 M ， 


图 25. 用 于证明内应力的性质 沿平行于笛卡儿坐标系坐标轴的方向从该点引任 

意的无穷小线段 d:r = MA , dy = MC , dz = MB 
O 25), 并把这样作出的无穷小四面体 MABC 看作物质体它的面 MBC , MAB , 
MAC 垂直于相应坐标轴，而面 ABC 的方向是任意的，决定于单位法向矢量 


n = cos ( n , x ) i 4- cos ( n 7 y ) j -f cos ( n , z)k = rije 1 . 

_ 我们分别用 P 1 ， p 2 , p 3 和表示法线为 i ， 大 fc ， n 的面微元上的应力，用 S 表 
示面 ABC 的面积.这时，面 MBC, MAB, MAC 的面积显然分别等于 5cos(n,x), 
5cos(n,y), 5cos(n,z), 而四面体的体积V" = /i5/3, 式中 /i 是从顶点 M 到面 ABC 
的高.如果四面体在保持相似的条件下收缩于一点，则/ I 是一阶无穷小量，而5是 
二阶无穷小量.对于在给定时刻位 于此四面体内的连续介质，我们来计算 n 的值. 

1) 不作这个假设也可以得到式 (2.3), 只要对无穷小体积％， w 和 V 应用动量方程即可.此后， 
质盘力的作用与反作用定律是作为动量方程的推论而得到的. 






的 腌轔 T 兄餅啪 ( 

i 

( ^rrP) ^Sh + {Fp) M -Sh + p n S 

v 出忽 3 : ,3 3 ^ s a^ r V^ 

p^cosrn ，：!：） — p 2 S cos(n, y) — p 3 S cos(n, z) + 0(/i 2 + 入） 


利用内应力的性质 (2.3), 显然得 


现在令四面体在保持相似的条件下收缩至一点，那么，因为由（ 2 .2)有 
应当成立的极限关系式包括：、 




第一个极限在运动特征量连续且有限的情况下显然永远等于零，由此并未得出任何 
对 n 中被积函数的限制.从条件1你 


可知，以下等式应当永远 成立： 

( T . S'i v ： p ^ ss |^ oofi ( n , d ?) + p ^ xx »( n , ®)4-|> 3 cde ( n , 冰…❺ (2.4) 

该等式表明，取自连续介质的点 M 的任何面微元 da 上的应力 p n ， 总是按照公式 
(2.4) 通过取自同一点 A / 的平行于笛卡儿直角坐标系坐标平面的固定面微元上的应 

蠭樹 性地表示出 • e _紐_細.麟 :: 

关系式 （2.4) 还表明，作用于表面为5：的连续介质物质体 V 的外面力之和 
J> n da 可以按照奥一髙公式变换为体积分為， g ^ 




笛卡儿坐标系下的连最后，考虑条件 
续介质运动方程 “ 


利用 （2.5) 把0表示为 

av 免密 


这个矢量方程是连续介质运动的基本微分方程，它对于任何介质的任何连续运动都 
成立.在连续运动的情况下，它完全等价于动量方程 (2.2), 因为从它可知，对于任何 
物质体 V 都成立 n = 0. 我们强调，式 （2.5) 和 （2.6) 是在假设矢量#连续、可 





第三章连续介质力学的动力学槪念和动力学方程 


微 1 ) 的情况下得到的，而方程 (2.2) 则成立于更一般的情况. 
我们把矢量 p 1 ， p 2 , P 3 按照笛卡儿坐标系的基矢量 ei = 


% = Jy e 3 


k 分解: 


P l = p kl e kj p 2 = p k 2 e k , p 3 = p k 3 e k ; 或 p i = p ki e k , 


并引入由 9 个数组成的矩阵 


pll ^\2 ^13 

p 21 p 22 p 23 

p 31 p 32 P 33 


(P^) = P 


根据应力的性质 （2.4)， 取自连续介质给定点的任意方向的面微元上的应力 

Pn = Pn e l + Pn e 2 + Pn e 3 = 

其分量泜可以用以下公式来 表示： 

t 

Pn = P 11 cos ( n ， x ) + p 12 cos ( n , y ) + p rs cos ( n , z ) = p u rii y 

Pn — p 21 cos ( n , x ) + p 22 cos ( n , y ) + p 23 cos ( n , z ) = p 2 i n u (2.7) 

Pn = P 31 cos ( n y x ) + p 32 cos ( n , y ) + p 33 cos ( n , z ) = p 3 i rii . 

因此，矩阵 P 确定了从矢量 n = nW 的分量叫到矢量 p n 的分量泜的变换. 

矢童形式的连续介质运动方程 （2.6) 中包含有9个函数该方程在笛卡儿坐 
标系坐标轴上的投影可以写为如下 形式： 

du _ do 11 dv 12 dn 13 


du dp 11 dp 12 dp 13 

p d^ =pFx + ~d^ + ~df + -dr 


dv 

p Tt 

dw 

p -dF 


P F v + 


dp 21 dp 22 dp 2 


dx 


dy 


dz 


dp 31 dp 32 dp 3 


其中^ ，疋 表示质量力密度 f 在坐标轴上的投影. 

如果把这些运动方程与连续性方程 （1.3) 合在一起，我们就得到由4个方程组 
成的方程组，它在外质量力给定时一般而言含有13个未知 函数： 密度 p , 速度的分 
量 w , ?;， w ; 和内应力的9个分量 

任意方向的面微元上的应力矢量？ > n 与坐标面微元上的应力矢量 p 1 ， p 2 , 
P 3 之间的关系 （2.4) 可以利用 （2.7) 写为 


Pn = V l rii = p kl e k rii = p l ( e { - n ) = p ki e k ( ei - n ). 


( 2 . 8 ) 


此式给出了从矢量 n 的分量到矢量 p n 的分量的线性变换（系数为它是利用 
笛卡儿直角坐标系得到的，因此在任意笛卡儿直角坐标系中都可定义式 （2.8) 

1〉 还®求速度 v 连续、可微.——译注 


§2. 连续介质的运动方程 


是矢量 p n 和 n 之间的关系式，因而可以在任意曲线坐标系中写出.由此可见,在直 
角坐标系和任意曲线坐标系中，都可以利用式 （2.8) 引入量;它们应当视为张量 

?• v P = p^ekei 

的逆变 分量. 这个张量称为应力张量，并且在任何坐标系中都成立等式 1) 


Pn = P ， 


Pn {l 


式中 p n 是法线为 n 的任意面微元上的应力， ni 是 n 的协变分量. 

我们指出，一般而言只有在笛卡儿直角坐标系的情况下才在 
相应的坐标面上成立等式以=!^.容易证明，在任意的曲线 


应力张量的物理分量 


坐标系中，在相应的坐标面上# 一 Pn . 

实际上，对于给定的曲线坐标系，考虑由基矢量和 e i+2 (指标按照3的模 
来定义）所确定的面微元，其法线的正方向定义为逆变基矢量 2 ) 

的 方向. 此方向的单位矢量显然由以下公式 确定 : ‘ff 




e x 




V 7 1 


赛中 r [ : 

* ^ m jj 


其中 〆 < > 0,平方根在这里和下文中均取正号. 
矢量 p n ， 则根据 (2.8), 此应力可以写为 

茨科办 : sw uns" tr> c\ i 


e a {ek - c*) p a W 爾狱卿 




\ f ^ 


因此，它一般不等于矢量# = p^ ea f 

应力矢量 P ? 可以按照所考虑的点的单位基矢量 




/ y /9^ 分解: 


P ： 二 X 


e a 


V^ai 


量称为应力矢量 W 的物理分量 3 ).由最后两式可以写出 




x ai 



• • 

9 lt 


9 od 




(式中不对 a 求和).由此可见，物理分量 
在笛卡儿直角坐标系中 pd = 


砸_分量. 


°式中张量 P 与矢量 n 的内积 P . n 是一个矢量，该运算的定 义为 : P n = P ^ n iefc . ——译注 

2) 式中 P = det ^.) = [ci - ( c 2 x e 3 )] 2 , 见第二聿公式 (4.26). - 译注.續 U . dd ; 

3 ) 关于矢量和张量的物理分量的一般讨论，参见第四章§ 3 .——译注 




• 102 ♦ 


第三章连续介质力学的动力学概念和动力学方程 


任意坐标系中的连续 
介质运动方程 


从矢量形式的动量方程 （2.2) 

Jp^dT = jFpdr + 

V V T, 



和奥一髙定理 



J p l 7 li dcr = 

E 


J Vi p l dr 

v 


可知,在连续运动的情况下，在任何曲线标系中都成立如下运动 方程: 

pa = pF + V iP \ 或 pa k = pF k + W iP ki . 


(2.9) 


在运动方程 （2.9) 中， 



dv k 

~dt 


^v { WiV k = 



+ t;T 



+ P 8 rU = ^iP ki e k . 


矢量方程 （2.9) 既成立于运动的坐标系，也成立于静止的坐标系，例如，它在参 
考系和随体坐标系中都成立.但是应当注意，矢量 a 是介质的物质点相对于某个惯 
性坐标系的加速度，而 F 是给定的质童力密度.如果相对于非惯性坐标系来研究运 
动和加速度，那么在 F 的表达式中应当包括惯性力. 

在连续介质中取质量为 pdr 的微元，它受到下面这些力的 作用： 质量力 pFdr ; 
力 -padT， 它在随体坐标系中是惯性力；力 V*p* dr = Vj p ki ek dr, 它可以看作是因 
为微元边界上的面力作用而出现的质量力.方程 （2.9) 可以视为相对于随体坐标系 
平衡的条件，因为根据 （2.9)， 所有作用于微元的力之和等于零. 

我们指出，如果张量 P = p ki e k ei 在介质的所有点均保持不变，则％ V = 0.在 
笛卡儿坐标系中，只有当应力张量的 分量沪 < 与坐标& y ， 2有关时，这些分量才 
会出现在运动方程中.尽管如此，等式 W=0 ( 或 Vi p ki = 0) 并不等价于等式 
P = P ki eke t = const , 而后者等价于 S / jp ki = 0, z , j , A ; = 1, 2, 3. 例如，如果不受质量 
力作用的介质是静止的，则 


V iP ki = 0, fc = l ，2,3, 

这些方程是研究各种物体在只受外面力作用时的平衡问题的基本方程. 

§3. 动量矩方程 

正如前面所指出的，已经得到的描述连续介质运动的普适方程组尚不封闭，还 
可以得到其他一些与运动介质的个别性质无关的普适方程.为了这个目的，我们考 
虑另外一个一般力学方程^—动置矩方程. 



哿玫孝 it 庥麻 3 


畫 ： rtf 



质点和质点系的动置考虑质量为 m 的质点相对于某惯性坐标系的运动.取质点相 
矩方程 顋轴十 洛十-对于坐标系原点 (9 的径矢 r 与方程痛 关也肉 

说费你 t 掛觀晚海介挺电一某择 〖 

肿 I ，; 斑細 u nn 中琳 r - 

的矢积,得质点的动量矩方 J|gj y/\>v 

dK ^ 

以 i m "^T =M ' ( (3.1) 

AT 一 ” -i^ui i , 八如作 1 4k • 私•一 V. 


式中 C 是所有作用于质量为的质点的力的主矢量，其中也包括了对整个系统 
而言的内力.把系统中所有 n 个质点的“ ' 

这些方程相加，并定义系统的动量矩为 -iW 


显然可得质点系的动髯矩方程•浼\/ 

的只 = X^( r * x 才).半.#?»*、 ° Tl 〜蛛 

若 jSK M i=1 s > x 、铎 r 雄 S 图 26 .所有内力滅农.作 

根据牛顿第三定律（见图 2 6),这个方程于拥明^轉-龙 
的右侧只含有整个系统所受外力的力矩之和.质点系对某点 o 的动量矩对时间的导 
数等于所有作用于该系统的外力对该点 b wi 矩之和 • W 势 

rrf 我们指出，质点的动量矩可以写为 w ' 


r * 为系统质心的径矢， V * 为质心的速度， 7% rel 为第 i 个质点对 
为第 i 个质点相对于与质心一起平动的坐标系的速度. 

,脚触腑浄个一龜个一_祕 

薄干眾.小歎 t ， 风拥千雇營恭 
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通常称为连续介质有限物质体 V 的动量矩，式中 r 是连续介质诸点对某不动点0 
的径矢， V 是这些点的速度.尽管如此，我们再更仔细地研究一下这个问题. 

设我们有某一连续介质物质体 T , 其质量为 
m . 显然，该物质体中任意一点 M 的速度1；可以 
表示为和的形式（图 2 7): 

v = V* -\-V re u 

式中 V * 为物质体 T 的质心 0* 的速度, V rel 为所 
考虑的点相对于质心的速度.那么，物质体 T 对 
某一点0的动量矩显然等于质量为 m 且位于该 
物质体质心的质点对点 0 的动量矩与物质体 T 
的所有点对质心 0* 的动量矩之和，即 



图 27. 用于推导连续介质物质体的动 r 

量矩方程 K = r m xQ -\- / r re i x t> re i P dr , 


式中 Q = mu * 是质量为 m 且位于质心的质点的动量矩，亦即 

K = r * x Q K* y K * = J r Te \ x v re \ p dr . 

T 

现在考虑无穷小物质体 dT . 在许多情况下，无穷小物质体的动董矩 AT * 与 〆 xQ 
相比是可以忽略的.例如，若把 dr 取为半径为丑的无穷小均匀球体，并使它以角速 
度 u ; 围绕经过球心 0* 的轴旋转，则 


K * = /cj = m / 2 u ;, 


式中/ 为该球体对其旋转轴的转动惯量，/为惯量半径.显然， m / 2 的量级是丑 5 ,而 
r * xQ 的量级是丑 3 ,所以，只要 u ; 是有限的， A ：* 与 r * x Q 相比就是小量，于是连 
续介质物质体的动量矩 A ： 在取极限后等于 

J r x vp dr . 

V 

然而，如果角速度 0 ；足够大,使得 W 是有限的，则 X •与 f x Q 具有同一量级把， 
连续介质物质体 V 的动量矩就应当等于 

K = j r x vpdr -f J kp dr , • (3.2) 

v v 

式中 fc 所表示的量称为内禀动童矩密度. 

我们从物理微观观点来讨论一下这个问题. 

考虑由一个原子核和围绕它旋转的一个电子组成的系统，即一个原子.电子以 
光速 ffl 级的速度沿轨道旋转，所以，尽管原子的尺寸很小，原子 核一电 子系统却具有 


颇大的内禀动量矩.因电子沿轨道转动而产生的动量矩称为轨道动量矩 • 

此外，电子以及原子核还具有一种内禀动量矩二一自旋，自旋的存在不能通过 

因此，所有原子一般而言都具有内禀动量矩匕但由于原子的运动在很多情况下 
是不规则的，所以所有原子的这些动童矩 * 之和等于零.不过，基本粒子的运动有时 
——例如加上磁场时一可以变得有序，于是所有原子的内禀动量矩之和不再等于 
零.这时，宏观的连续介质微元的动量矩表达式就应当包括内禀动量矩之和 


K 1 



kpdr. 


因此，假如我们想在连续介质力学中描述实际介质在电磁场中的运动，我们就 
应当引入内禀动量矩 fc ， 并在考虑这些动量矩的情况下按照 （3.2) 来定义连续介质物 

质体 v 的动 童矩..淋 上说玫拍 o 森钕難 

最近，连续介质力学问题的范围因现代技术的需求而大为扩展，在连续介质力学 
中才刚刚开始研究内禀动量矩.在连续介质力学的经典问题中并不考虑内禀动童矩 
k 、 所以连续介质物质体 v 的动量矩定义为 



质置 力偶和面力偶引入内禀动量矩 fc 后，我们就应当假设存在质量力偶和面 力偶. 
n :尽颜: ri ： 质量力和面力作用于连续介质的每个微元，但是外部物体对连 

续介质微元的作用有可能无法仅用这些力来代替，还需要引入质量力偶和面力偶. 
我们分别用/ I 和来表示单位质量介质所受的质量力偶矩和单位面积上的 

面力偶矩.例如，位于地球磁场中的指南针，其指针的每一磁元所受力偶就可以当作 

质量力偶.■累 麟嫩 r •’ 


连续介质物质体的动 
量矩方程 


作为单个质点和质点系的动量矩方程的推广，我们现在把表 
面为 s 的连续介质有限物质体 v 的动量矩方程表述为以下 

:: n:: § 


d 

dt 



rxvpdr + / kp dr 






rxFpdr + / rxp n d <7+ / / ipdr + / Q n da . (3.3) 



连续介质任意物质体 v 的动量矩（含内禀动量矩）对时间的导数，等于作用于该物 
质体的外质量力和外面力的力矩，以及由外部物体引起的作用于该物质体的质量力 

偶矩和面力偶矩之和. 才 ■: 

动量矩方程和动量方程都是对连续介质物质体 k 提出的方程,这类似于对单个 
质点所提出的牛顿定律 : F = ma . 我们强调，连续介质物质体 F 的动置矩方程不是 
质点系力学中的动量矩方程的推论，而是独立的方程.在提出该方程之前的所有讨 
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论应当视为仅仅具有引导和启发的作用. 

对于设想取出的任何有限的物质体，方程 (3.3) 同动量方程一样都是连续介质力 
学的基本方程.该方程适用于任何连续介质的任何运动,其中既包括连续的运动，也 
包括特征量对空间点的坐标和时间存在间断的运动. 

我们指出，当前必须引入其他一些高阶矩，并类似于一阶动置矩方程 (3.3) 那样 
提出连续介质力学的其他一些新的基本关系式. 

在@典情况下既没有内禀动量矩,也没有质量;力偶和面力偶, 
这时动量矩方程具有以下形式： 


d 

dt 



x vpdr 



r x Fp dr + r x p n da . 



连续介质物质体 K 对（与惯性坐标系相连的）某一点0的动量矩对时间的导数等于 
作用于该物质体的外质量力和外面力对同一点0的力矩之和. 

若物体不受外力作用，则显然动童矩 K 守恒： 

dK _ n ♦ 

" dT =0 - 

旋磁效应和动量矩方为了说明一般而言应当考虑内禀动量矩和质量力偶，我们来 
程 观察一个实验.如果在磁场中放置一根铁棒，它就会被磁化， 

并且可以证明铁棒中的内禀动量矩 fc 之和不为零. 

事实上,设该铁棒自由悬挂于真空中的磁场内并处于静止状态.若去掉磁场，则 
由于无规则的热运动，铁棒中内禀动量矩 fc 的分布经过某一时间后成为无规则的， 
所以内禀动量矩之和等于零.此时，因为铁棒不受任何外部物体的作用，总动量矩应 
当守恒，所以铁棒应当作为一个整体开始旋转，从而产生动量矩. 

实验表明，这样的铁棒在去掉磁场后果然开始旋转.这就是通常所称的旋磁效 
庳.如果不考虑内禀动量矩和质量力偶，就不能解释这个效应. 


微分形式的动量矩方 
程 


对于连续介质的连续运动，可以利用等式 (2.4) 和奥一高定理 
把外面力的力矩之和表示为对物质体 K 积分的形式， 



r x p n da 



暴 

(r x p l )rii da 



Vi(r x p l ) d 


可以证明，面力偶矩 Q n 可以像内应力 p n 那样表示为以下 形式: 


Qn — 


于是，利用奥一高定理得 



Qn da 



Q l rii da 



^ Q i dr . 



§3. 动量矩方程 


我们还要用到变换 


▽i(r xp l )dT 






r x p l dr + / Vir xp 



><dr = / 



r x ▽‘dr + / (ei x ek ) p kx dr , 


V V v V ^ 了 一 V 

/ 在质量 dm = pdr 守恒的条件下,动量矩定理 （ 3 . 3 ) 现在可以写为 

户 X ( 宗一 P 一》 ▽ iP *) Pd T + J 等 pd T = Jhpdr - {- J Vi Q i dr 4 - J (cj x Cfc ) p w dr , 


或者利用动量方程 ( 2 . 9 ) 写为 


: iK 味如 


fdk 5 «« 

jTt pdT = 






hpdr + / ViQ l dr + I (e‘ x e / t ) 〆 1 dr . 





因为连续介质物质体 f 是任意的，由此可得连续介质在运动连续时的微分形式 

祕 案干赛#中蘿请面 ijtti ，議 iprtidteft 


ph + Vi Q 1 + (ei x e k ) p ki . 


( 3 . 4 ) 


在经典情况下既没有内禀动量矩，也没有质量力偶和面力偶，动量矩方程 （ 3 . 4 ) 
的形式为 /一 ' 


.u m 卿诹 uWi 

jpf ifi ) ^ 破系 • r>b 5 L ® S ^» 參娜 心發握遂斑龜為激龙 

应力张量在经典情况动童矩方程 （ 3 . 5 ) 显然还可以写为如下 形式： 

下的对称性” ^ ^ J»TS 

(Ct X e k )ir + (Ct X e k ) jr ^ = 0. 

fc<< k>i 

把后一个求和表达式中表示求和的指标 A ； 与 i 互换，得 


( 3 . 5 ) 


霈 


(^ x e k ) p ki 4 - ( e k x &)〆 = ()， 

k<i \ ■八 fc« 




或者根据矢积的性质，有 


(e,xe fc) (p«-^) = 0 ,； 




由此可知当 A : # i 时 p fci = p ' 即 

: Ur Wyf^ i.Wt K \ . 面 ® R56 最浙 

p 13 = p 31 , p 12 


m 


p 2 \ p 23 = p 32 . 


因此，动量矩方程在经典情况下的推论是应力张量对称.显然，如果应力张量对 
称,则动量矩方程 （ 3 . 5 ) 恒 成立. 我们强调，一般而言，只有在没有内禀动量矩、外质 
量力偶和外面力偶的时候才能从动量矩方程推出应力张童的对称性. 

我们还记得，前面已经得到了描述连续介质运动的 4 个普适方程，现在又增加 
了 3 个动量矩方程.在经典情况下，这 3 个附加的方程不包含新的未知量，它们只是 
使应力张量独立化触錄 
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然而，所得运动方程组仍不封闭.以后我们将看到，在许多情况下可以对应力张 
量的分量；^写出另外一些与连续介质具体模型的物理特征有关的公式，这是得到 
封闭方程组的一个重要步骤. 

关于动 S Q 和动童矩 K 这两个矢量的概念，我们再给出下面的一般说明.在 
牛顿力学中，矢量 Q 和可.以视为不变的对象，因为在从一个坐标系变换到相对 
于原坐标系静止的任何其他笛卡儿坐标系或曲线坐标系时，这些量和相应方程是不 
变的.然而，这些“不变的”对象与观察者所用参考系的选择有密切的关系.在从一 
个参考系变换到相对于原参考系运动的其他参考系时，即使是从一个惯性参考系变 
换到另一个惯性参考系，这些矢量也会变化. 

在一般情况下，当变换到任意的运动（非惯性）坐标系时，相应方程（动量方程 
和动量矩方程）发生变化，在方程右侧出现附加的外惯性力. 

我们强调，尽管矢量 Q 和 K 在上述意义下不变，但是相对于相互之间运动的 
一类参考系，这些矢量是不能独立于参考系而确定的 D . 如果在随体坐标系中研究 
介质的所有过程，则前面引入的动量在这个坐标系中永远等于零. 

§4. 对称应力张量的主轴和主分量 

应力张量的张量面我们来画出应力张量的张量面.取介质的任意一点 <9,考虑经 

过该点的由不同法线 n 表征的面微元 da . 在每个这样的面微 
元上都作用着密度为 p n 的面力，面力密度有时称为应力.把应力 p n 投影至相应法 
线 n, 得 

Pnn = Pn * n = (?' - n ) n i = 

为简单起见，我们将使用笛卡儿坐标系.众所周知，这时指标的位置无关紧要. 
引入从点0出发、沿 n 方向的矢量 r = Xie { y 显然= cos ( n , Xj ) = Xi / r . 我们将这 
样选取矢量 r 的长度，使 p nn r 2 = p kl XkX { = 2^( x , y ) z ) = const , 其中 24>( x , x /, z ) 
是对称应力张量 P 所对应的二次型.满足 

p kl XkX { = t /, z ) = const 


的点的轨迹组成一个二阶曲面，它就是应力张量的张量面.内应力的基本性质 (2.4) 
可以写为 

i { Xi 

Pn = P 叫 = P 一 , 

r 


在广义相对论中，在一般情况下给 出矢量 Q 和 K 及其作用点的定义遇到了困难，它们难以 
单值地定义为在黎曼空间的有限区域中的物质和场的特征量.尽管如此，可以在无穷小区域的每 
—点局部地给出这样的定义，从而把这些貴通过矢量 dQ 和 dK 的局部分量表示为数值函数关系 
的形式.按照体积积分后，就可以用这种方法得到与所选取的坐标系有关的数值积分关系式.在有 
限体积的情况下,这些关系式是局部的动量方程和动量矩方程的推论. 




或者在笛卡儿坐标系的坐标轴 A 上投影后，将 
其写为 wW 


也构欢东千寶系你# 


因此,只要知道张量面少= const , 就可以用以下几何方法求出法线为 r 的面微元 da 
上的应力 Pri 的方向.从点 O 引垂直于所给面微元的矢量 r (图28)，在 r 与张量面 
^ = const 的交点作切平面 a . 显然， 矢量 p n 垂直于切平面 cr . ' | I 

广+故昼的、址众所周知，一个二阶曲面至少有 ■ 3个与切平面 a 垂直的方向 

这样的方向称为主方向.对主方向而言,矢量 Pn 显然垂直 
于 da . 这样的方向在一般情况下只有3个,称为应力张量的主轴，它们组成正交三 
面体.如果张量面0 = const 是旋转曲面,例如球面，则这样的方向有无穷多个.对于 
垂直于主方向的面微元，矢量 P „ 平行于矢量 n ， 因此应当成立等式 


或者 


浼报柯衩延系 关唞療 m 阑琳邝兹.树機组^银拟 .. 硏轉本劣屬^ 

( pi - ^ i ) rne k = 0, 輛珩 

我们得到了 3 个代数方程，它们组成一个齐次方程组，用来确定3个主方向的 
方向余弦〜此方程组仅在以下条件下才有非平 凡解：| 1 1 二 


薰來耕谀俏3雜錤狹 

9V 

关讲 dWmo — ； 
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第三章连续介质力学的动力学概念和动力学方程 


式中 


h = Pay ,2 = 


v \ 

v \ 


pi 

Ps 


pi Ps 
Pi Pi 


pi Pi 

v \ v \ 


h = det(pi). 


所得方程为特征方程.众所周知，如果张量对称，则此方程有3个实根.由 
(4.1)，方程的根 A 2 , A 3 确定了垂直于主方向的面微元（主面微元）的方向， 


入 1 = Pnl = Pi ， 入 2 = P n 2 = P 2, 入 3 = Pn 3 = P 3. 

这些根称为应力张量的主分量. 

知道 Pu P 2, p 3 以后，就可从方程组 （4.2) 求矢量 n 的分量叫（这时要应用条件 
n.n = 1)， 主方向即由它们确定.显然，公式 （4.1) 和方程 （4.2)， （4:3) 在任何曲线坐 
标系中均成立. 

张量面方程2伞= const 在主轴 a :, 2 /，< 2 ：下化为如下正则形式： 

2$ = p 1 x 2 -f p 2 y 2 + p 3 z 3 =• const . 

对于应力张量的分量,在主轴下有 

P n ^ Pi = Pa = Aj = 

V kt = Pk = Pki = 

在垂直于应力张量主轴的面微元上，应力矢量只有法向分量不为零，其切向分量等 
于零. 

若 Pl = p 2 =巧，则应力张量的张量面是球面. 

我们引入了应变张量、应力张量和应变率张量的主轴，在一般情况下，所有这些 
主轴各不相同.正如我们以后将见到的，它们相同的条件关系到对所研究的介质所 
作的一些强的物理假设/ 

如果 Pl 一 0, p 2 = p 3 = 0,则在连续介质的给定点， 当外 > 0时我们有沿:^轴 
的纯拉伸，而当 Pl < 0时为纯压缩.因此，在连续介质给定点的任何应力状态都可 
以视为沿应力张量主轴的3个纯拉伸或纯压缩之和. 

特征方程 （4.4) 的系数是应力张量的不变量，它们显然可按以下公式通过特征 
方程的根来 表示： 4 


h =Pi +P 2 + P3 ， 

h =P 2 P3+PlP2+PlP3 ， 
h = P1P2P3 - 

任何其他二阶对称张量 r =• = TY k eie k 在每一点 O 也可以与张量面 

伞 = Tij dx l d ^' = const 相关联.为了确定张量 r 的主轴和主分量，关于应力张量的 
所有上述内容都是可用的. 


* h * 


- Xu 


， .勝潘勒浙敢激炎保朱首 
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第四章最简单的连续介质模型及其封闭 

s 涵范保 Ai ? if •并千卜强 tWW? / • • ••; ' • ‘ • 。知」 

的力学方 程组. 张量分析的一些 

种孙亦 輦釆汰 兜灼鳙醻钩次拥■个 e _ •势 ft 雜鱗&千 tR 

_ n 不 友妍以苷^檐申料心顿 


0 <\- 


次芦 jg 炉為嫌兮交嫌 


粉湫®轵夯以汾 ，(J 变不挤 S& 黹麗拽嫌交_洛扑 JHi 的 *s^Vf| 进 

益必 _祕為冶 守 立難中 采潘坐 JI 寺黹进 H 不 （u) 公珣，中 

§1. 理想嫌休 免备嫌中某 


友埭 T 対許具惫分 


•立勘雅中舉 
6 MKH 个兹' 


连续性方程、动量方程和动量矩方程这些微分方程对于所弯连续介质的任何连 
续运动都是成 立的. 然而，在相同的外部条件下，如果实际介质不同，其表现也不尽 
相两. :^ 

因此，即使增加相应的边界条件，仅有这些方程也不足以描述一种具体连续介 
质的运动.出现这一现象的原因在于，方程的数目小于其中未知量的数目，方程组尚 

由爷 —58 網 S ! - 着裹木瑜 % mr i 4|9 


W Mi 


M 


建立描述一种具体连续介质运动的封闭方程组，这关系到寻找该连续介质的参 
量之间的另外一些关系式，也就意味着建立该介质的理论（数学）模型. 

建立连续介质的新模型是力学的一个重要分支，这一分支称为流变学.在建立 
新模型时，不但要对材料的性质进行实验研究，而且一直要使用力学和物理学的一些 

已知的一«原理,例如热力学关 系式. 娜变舞方 _ y 挤祕: [」:厶: 、 

在这一章中，我们研究连续介质的一些最简单的经典模型，并且仅限于这样一 
些情况，此时对于介质的性质和所研究的一类过程无需确定介质的热力学性质即可 
描述其力学运动，即力学方程组在不明确给出热力学方程时就已经是封闭的. 

在一般情况下，要想研究这些介质中的各种过程，还必须应用热力学关系式. 
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第四章最简单的连续介质模型 



我们首先研究理想流体模型. 

一种介质，若其中法线为 n 的面微元上的应力矢量垂直于该 
面微元，即 p n 平行于 n , 我们就称之为理想流体.实验结果和一 
般的物理分析表明，任何介质在极高的温度和压强下实际上都具有这样的性质. 

此时，张量面显然是球面,所以 Pi = P2 = P31 即应力张量的 
主分童相同.我们用 - P 来表示这些主分量，并把 p 称为压 
强.之所以这样选取符号，是由于希望引入的压强是一个正 
数，因为实验表明，满足理想流体模型的介质在典型条件下处于被压缩 （P > 0) 的状 
态 

对于这样的介质，任何 3 个互相垂直的方向都是主方向，所以应力张量在任何 
笛卡儿坐标系中的分量矩阵都具有以下 形式： 


理想流体中的应力张 
量是球张量 



例如，混变分量坻可以写为 

Pk = _喊. 


(i.i) 


张量 Sie ^ i 的分量托在坐标变换时显然保持不变（处=扣)，所以在理想流体 
中，应力张量的混变分量公式 (1.1) 不只在笛卡儿坐标系中成立，它在任何曲线坐标 
系中都成立. 

这个张量的逆变分量具有以下形式： 


协变分量则具有以下形式 2 ): 


( 1 . 2 ) 



Pki = 9 ksPi = = ~ V 9 ki - 

因此，理想流体中的应力张量由 1 个数 p 给出，而不是像一般情况那样由 9 个或 6 
个数;给出. 

对于理想流体， 

P = -P9, 

式中 g 为度规张量. 


D 气体总是处于被压缩的状态，其压强是正数.液体中压强的符号与液体的化学组成、纯净度、 
外力作用时间等很多因素 有关. 不过在通常情况下,可以认为常见的液体（如水）中的压强不会低 
于某个很小的正数.详见第八章§4中关于空化现象的讨论.——译注 

2) 此结论相当于，若一个二阶张量的协变分 fi 在笛卡儿坐标系中具有 Pfci = - P 6 ki 的形式,则在 
任意坐标系下^ = ^p 9ki (SE p ki = ~p 9 ki ). ——译注 



我们指出，张量面是球面的任何张量 r 都称为球张量.所有球张量都具有以下 


形式: 






T 


kg 、 k 是 标暈. 


> r 


理想流体的运动方程由 (1.2), 任意曲线坐标系中的连续介质运动方程（第三章 


(2-9)) 




pa 




pF k + Vi p 


Wj)S -t- 


+ W 


pa k = pF k - (1.3) 



在写出 （1.3) 时已经考虑到，张量分量#<在协变微分运算中相当于常量. 

我们把这些方程写为矢量的形式.量显然是 p 的梯度矢量的协变分量， 
9 ki V iP 是其逆变分量，所以方程 （1.3) 的矢量形式为 

戥翊齡 i ； 个 个:弟 

这些方程在笛卡儿坐标轴上的投影可写为以下 形式； 




•T 忒 太银费 

它们称为欧拉方程 


现在把这些方程写为另外一种形式.容易看出，加速度总可 
以写为如下 形式： . 0 =奴说 


葛罗麦卡一兰姆形式 
的理想流体运动方程 
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第四章最简单的连续介质模型 


如果微元的质量不守恒，最后一个方程就会发生变化. 


实际上,利用笛卡儿坐标系，对于加速度在 f 轴的投影有 


du 

dt 


du du du 
-f u— +v— + 
ox 




du 

W z 


du 1 d , 9 n 9 、 


dt 

()xi ^ \y u 

~dt + 2~dx 
du 1 dv 2 、 

dI ^2~ d ^ + 2{u；Xv)x ' 


dv 

dx 


du\ (du 
d - y ) v ^\ d ^ 


dw 

dx 


w 


1 dv 2 . 

+ 2 (U；yW — oj z v) 


对于加速度在 2 /和 2 轴的投影可得类似公式.因此，加速度 dv / dt 可以写为矢量形 
式 (1.5), 理想流体的运动方程则可以写为以下矢量 形式： 

dv I , o r . _ 1 f 

—+ - grad v -\-2 oj x v = F - gradp. 

0 t 2 p 

这些方程称为葛罗麦卡一兰姆形式的欧拉方程.加速度的这种变换可以应用于任何 
连续介质，特别是在研究许多流体力学问题时，它是非常有用的. 

对于理想流体，除了 3个运动方程，还应增加1个连续性方程 

努 + div pv = 0. 

ot 

我们从而得到了包括4个方程的方程组，它在质量力 i ^， 凡 ，疋已知时含有5个未 

知函数％ %切， P ， p . 这样的方程组仍不 

在某些情况下可以进一步认为所研究的理想流体是不可压缩 

^ 即每个流体微元的体积保持不变.于是/上述包括4个方 
非均匀）流体的封闭 i 
的运动方程组 程的方程组又增加了 1个条件： 


dp dp f 

_ = _ +V .gradp = 0, 


或者在笛卡儿坐标系中 


dp dp dp dp 


0- 


此条件使描述理想不可压缩流体运动的方程组成为封闭的，其完整形式如下 


d 

a 

gr 


F 


dvldididpldi 



我们指出，对于均匀不可压缩流体，若每个微元的质量都守恒,则密度 P 在微元 
中保持不变，且所有微元的密度都相同，所以它不再是一个重要的待求函数.此时, 
封闭的力学方程组由欧拉方程和连续性方程 组成 ： ： u 


理想可压缩流体（气在可压缩流体（气体）运动的许多情况下，可以认为 
体).正压过程的封闭 ^ = 乂 

的运动方程组 跡 ^ 

即压强只与密度有关.满足 p = /( p ) 的过程称为正压过程正压过程的一个例子 
是满足克拉泊龙方程 


的气体的等温运动，式中丑是气体常量.（等温运动可以定义为温度 r 对所有微元 

都是常 #«的鱗） 

显然，正压条件（如果已知函数 f ( P )) 可以使描述理想可压缩流体运动的方程组 
成为封闭的.这时，封闭方程组在笛卡儿直角坐标系下具有以下 形式： 

dp dpu dpv dpw 1 


m 




在流体运动的一般情况下，正压条件当然并不成立，必须引入另外一些具有热 
力学本质 w 方 s 細般雌动. 


§ 2 . 线性弹性体和线性黏性流体 

我们来研究连续介质的其他一些特殊 模型： 线性弹性体模型和线性黏性流体模 
型.这些模型是平行地建立起来的，因为我们将看到,它们的引入方法在形式上是类 
似的.这两种模型从本质上描述了真实介质的两种完全不同类型的力学行为. 
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第四章最简单的连续介质模型 


弹性体一种介质，若其每一微元中应力张量的分量都是应变张量的分量巧、 

度规张量的分量温度 r 以及具有物理化学本质的其他可能的参董义 
(例如各相的浓度）的函数 

P ij = m 0 ， T , Xi , •••, Xn \ (2.1) 


我们就称之为弹性体. . 

黏性流体一种介质，若其应力张量的分量/可以表示为 


P ” 


• 參 

+ T” 


( 2 . 2 ) 


的形式，并且 


p=p(p, T, Xl, … ， Xn )， 

r ^' = ^( e a0y T , xi ， …， Xn )， 


(2.3) 


式中为应变率张量的分量，我们就称之为黏性流体. 

在这一节中，我们将研究户与的关系和#与 e a/3 , 的关系，所 
以下面将不再列出参童 T 和 Xi .. 

胡克定律和 纳堆- 斯函数户 m r ， 和 t ; Xi ) 的具体形 

^式对于弹性介质和黏性介质的不同具体模型是不同的.实验 

表明，在通常的条件下（当温度和应力值不很大时)，在许多 

固体中，例如在金属中，应力与应变的关系由通常所称的胡克定律 给出； 而在许多流 


体介质中，例如在水和空气中，黏性应力与应变率的关系由 纳维一 斯托克斯定律给 • 
出.我们以胡克定律为例利用以下讨论来引入这些定律. 

假设函数能够展开为的泰勒级数，并且当没有应力= 0) 时也没有 
应变 ( e a/3 = 0), 反之亦然 2 ). 

在这些假设下，我们得到 


P ij =/ ij (^ ^)=^£ q/3 + ..., 

0 

式中，系数可以与 r , x , 有关.如果应变很小，则在 po 的这个级数展开式中 
可以只保留线性项，从而简单地写出 


P ij = A ija ^ a/3 . . (2.4) 

■ 

对函数的类似假设给出等式 

丁 ij = B ijQ (3 e ap . (2.5) 


D 这样的关系式通常称为介质的本构方程或本构关系，它表征一种介质所固有的应力与应变以 
及其他因素之间的关系.式 (1.2) 就是理想流体的本构方程.——译注 
2 )我们指出，当= 0时也能够出现应变(例如热膨胀).为简单起见，我们现在研究当 r = const 
和 Xi = const 时 pO 对 eij 的函数 关系. 


2 . 线性弹性体和线性黏性流体 
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式 (2.4) 称为胡克定律，而式 （2.5) 称为纳维一斯托克斯定律(或广义牛顿黏性定律). 

我们在(胡克定律)和(纳维一斯托克斯定律）很小的假设下得到了 (2.4) 
和 (2.5). 然而我们指出，例如，纳维一斯托克斯定律对于水、空气和其他某些流体在 
应变率张量的分量并非小量时仍然适用.从一般的热力学关系式可知，胡克定律作 
为一个近似的定律仅仅对小应变才是在物理上允许的. 

在连续介质力学中，研究服从胡克定律或更一般的定律 (2.1) 的连续介质行为 
的分支称为弹性力学，而研究服从纳维一斯托克斯定律或更一般的定律 （2.2)， （2.3) 
的连续介质运动的分支称为黏性流体力学. 

由式 （2.4) 和 (2.5) 相对于坐标系选择的不变性直接可知，和 B i ja p 是四 
阶张量的分量.它们是表征给定连续介质的物理量， 一 般而言与温度 T 以及表征所 
研究介质状态的其他物理化学参置有关. ' 

' 四阶张 M 具有3 4 = 81个分量，但由应力张量（在经典情况下）的对称性和应变 
张量、应变率张量的对称性，和 B ㈣ 的独立分量数目仅为36,因为张量 A 
和 S 对角标 i 和:/应当是对称的，它们对角标 a 和0也可以认为是对称的.如果 
介质的行为由胡克定律或纳维一斯托克斯定律来描述，并且该介质还具有某种几何 
上的对称性，那么和 B ijap 的独立分量数目还会减少.例如，如果相应介质是 
各向同性的，则所有如^和 B ㈣ 仅仅决定于2个参数. 

一种介质，若其性质在所有方向上都相同，我们就称之为各向 
同性介质;若其性质在不同方向上不同，我们就称之为各向异 
各向异性介质可能具有不同类型的对 称性. 

我们来给出对称性（包括各向同性）的更加准确的数学 
定义.一种介质的力学和物理性质通常可以利用某些张量和张量方程来描述（例如， 
若成立胡克定律，则弹性性质由张董 a 给出).我们说一种介质具有对称性，如果 
存在一个不仅仅包含恒等变换的坐标变换群，使得给出介质性质的那些张量的分量 
在属于该变换群的变换下不发生变化. 

例如，若决定介质性质的那些张量的分量在任何正交变换下都不变，该介质就称 
为各向同性介质.我们指出，正交变换可以定义为保持度规张量的分量不变（即基矢 
量的标积不变）的变换： - 

,_ dx a dx^ _ 

9i ^ = 9 ^WW = 9ij ' 

全部正交变换群包括旋转变换（变换行列式等于 +1) 和带镜面反射的旋转变换 
(变换行列式等于- 1). 

一种介质，若其性质只相对于旋转变换群不变，相对于镜面反射则发生变化，它 
就称为旋磁性介质. 

我们来更加详细地考虑以下 问题: 对于服从胡克定律的弹性体,各向同性（或者 
旋磁性）这一性质究竟表示什么？在给定时刻，在这样的连续介质的某一点取两个 
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笛卡儿坐标系： 一 个是 a : 1 ， $ 2 , $ 3 ,另 一 个是 〆 ，?/ 2 , 2/ 3 ,且后者是前者旋转后得到的. 
所研究的张量在坐标系: r 1 ， x 2 , X 3 中的分量用不带“的字母表示,而在坐标系2/ 1 ， 
y 2 ， y 3 中的分量则用带的相应字母 表示. 

显然， 

A nja(3 一 APqXtl (2 6) 

—dxP dxQ dx x dxt . { } 


在坐标系: r 1 ， z 2 , x 3 中写出胡克定律时，我们应当使用系数而在坐标系 2 / 1 ， 
y 2 , p 3 中则应当使用系数 A fi ^. 考虑连续介质的这样两个变形状态，它们在不同的 
坐标系 d 和 V (—个坐标系旋转后可得另一个）中具有相同的形式，即 




显然，此时各向同性介质的应力状态在坐标系 i 和 V 中也应当具有相同的形 
式.如果 A ， ㈣ = 即胡克定律中的系数在两个坐标系中相同，则 々= p % 这 
时连续介质是各向同性介质或旋磁性介质.如果^即胡克定律中的系 
数在坐标系 x 1 , x 2 , a : 3 和 w 1 , y 2 , ?/ 3 中不同，则介质是各向异性介质.实 
验表明，分子或原子规则排列的晶体介质，以及纤维材料,都是各向异性介质的实例， 
其性质在不同方向上是不同的. 

对于各向同性介质来说，一个坐标系与通过旋转而得到的其他一些坐标系相比 
并 不具有优点.例如，水和其他一些具有所谓非晶结构的介质是各向同性介质.还有 
一些介质由细小的晶体组成，只要这些晶体微元的排列无序而混乱，介质就是各向 
同性的.在技术领域通常使用的金属就是这样的各向同性介质. 


旋磁性介质的胡克定 
律和纳维一斯托克斯 
定律 


张量的分量总数为81，它们可以都不等于零.现在我 
们证明，对于各向同性物体和旋磁性物体，这些分量中只有2 
个是独立的 1 取应变张量的主轴为坐标轴.显然，这时 
胡克定律中只会出现形如的系数.我们来证明当 i + ] 


时= 0. 实际上，把所取坐标系绕第 i 个坐标轴旋转180°后，我们得到一个新 
的坐标系，其中第 i 个坐标轴不变，而其他2个坐标轴变为相反方向.根据张量 A 的 
变换规则 (2.6), 我们在 i # j 时对任何 a 可得 


但如果介质是各向同性介质或者旋磁性介质，则应当成立 A fi ^ = 于是当 

k j 时 A^ aa = 0. 又因为在此坐标系中当 i # j 时# = 0,所以由此可见，在服从 
胡克定律的旋磁性介质（自然也包括各向同性介质）中应变率张量的主轴与应力张 
量的主轴重合. * 

在胡克定律在主轴下的公式中，全部81个系数 A ㈣ 中只有9个系数 A iiaQ 是 
重要的. 


D 对于四阶张童，各向同性和旋磁性的概念是相同的. 


2 . 线性弹性体和线性黏性流体 
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根据介质的旋磁性，坐标轴编号的顺序是不重要的 D ， 所以我们有 

^1111 = ^2222 =A 3333 = 2/i + A? 

乂 1122 = ^1133 = ^2233 = ^ 
y^iicxoc _ j ^ ololH 

式中引入了新的记号 2 /i + A^P A 来表示上面列出的张量 A 的2个不同分量.一般 
而言，这2个分量不等于零.（注意分量 (2 ^ j ) 也不等于零，我们将在后面证明 
这些分量等于 M ， 见公式 (2.10).) 

所有上述讨论都可以用于服从纳维一斯托克斯定律的旋磁性介质（更何况各向 
同性介质)，于是对于服从 纳维一 斯托克斯定律的旋磁性介质可知，应变率张量的主 
轴与应力张量的主轴$合，所有系数 B ㈣ 都可以通过2个系数 M 和表示出来. 
现在,各向同性介质的胡克定律 • 

P ij = 妙〜 

在应变张量和应力张量的主轴下具有以下 形式： 

Pi = 入 ( 己 1 + 己 2 + 己 3 ) + 2 /i^i, 

p 2 = A (6 ：i + €：2 + ^3) + 2^2， (2.7) 

p 3 = A(e：i + £2 + e 3 ) + 2/163- 

入和 M 称为拉梅系数. 

类似地，各向同性介质的纳维一斯托克斯定律在应变率张量和应力张量的主轴 
下可以写为 

. r x = Ai(ei + + e 3 ) + 2/^ei ， 

r 2 = Ai(ei + e 2 + e 3 ) + 2/x 1 e 2 , 

• r 3 = Ai(ei + e 2 + e 3 ) + 2/x a e 3 . 

公式 (2.7) 显然可以写为以下不变的张量 形式： 

Pij = A/i ⑷而 + 2/ i ^-, (2.8) 

或 

P ij = A/x ⑷ # + 2 W (2.9) 

这些写法在任意坐标系下都成立,所以公式 （2.8) 或 （2.9) 就是各向同性介质的胡克 
定律在任意曲线坐标系下的写法. 

由 （2.9) 易得系数妙^在任意曲线坐标系下的表达式： 

A ija(3 = \g ij g a0 + fi(g ia g j ^ + g i0 g ja ). ( 2 . 10 ) 

例如，显然可以把坐标系绕: r 3 轴旋转 90。， 使 P 轴位于 x 1 轴的位置. 
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把类似的讨论应用于纳维一斯托克斯定律，可知各向同性介质的纳维一斯托克 
斯定律在任意曲线坐标系下具有以下形式： 

rij = Xih ( E ) g ij + 2"^，或 —• = X 1 Ii ( E ) g ij + 2 fi 1 g ia g jP e a(3 . 

根据 （2.2), 我们得出各向同性黏性流体的应力张量和应变率张量在任意曲线坐标系 
下的分量之间的以下关 系式： 

P ij = ~ P 9 ij + >< i 9 ij div v + 2 ii l g ia g ^ e 0l(3 . (2.11) 

在（非主轴的）笛卡儿坐标系下，各向同性介质的胡克定律具有以下 形式： 

Pu = 入 A ⑷ + 


而当 i j 时 


Pij = - 


纳维一斯托克斯定律则具有以下 形式: 


Pa 


p + Ai divv + 2 /i 


dvi 

dx \ 


而当 i # j 时 



杨氏模量，泊松比和在弹性力学中，规定引入材料的以下特征量来代替拉梅系数 
黏度 A 和 A 它们是杨氏模量五和泊松比 C 7: 


— 3A + 2/x A 

E = - ， a = 7771 - 7 . 

A -h /i 2(A + fl) 

在黏性流体运动理论中规定引入动力学黏度 2) /i = ^,运动学黏度 r = / x / p ， 以及第 
二黏度 • 

产 \ 2 

C = Ai + y 

在黏性流体运动的情况下，以后我们将简单地用 A 来表示拉梅系数 Ai . 下一页的表 
格中列出了某些介质的五, a ，/ x，p 的数值. 

当: T == const, = const 时，胡克定律和纳维一斯托克斯定律使各向同性弹性 
介质和黏性不可压缩流体的运动方程组成为封闭的. 

为了针对黏性不可压缩流体写出封闭的连续介质运动方程 
组，我们先来推导满足纳维一斯托克斯定律 （2.11) 或 


pd = — pg lj + Xg lj divv + 2/ ie 1J (2.12) 

表示应变率张童.一译注~ 

2 > 动力学黏度简称黏度.一译注 7 




§2. 线性弹性体和线性黏性流体 
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材料（常温） 1 

五 .10— 10 / kgf . m 一 2 

G 

钢 

2.0—2.2 

0.24 — 0.28 

铁 

1.6 _ 2.0 

0.28 

铜 

1.1 

0.31—0.34 

铝 

0.69 

0.32—0.36 

青铜 

1.1 

0.35 

玻璃 

0.56 

0.25 

橡胶 

0.00008 

0.47 


温度 "C 

碳素钢，五 . lO - 10 / kgf.m 一 2 

20 

2.135 

100 

2.10 

300 

1.98 

500 

1.79 


介质 

温度 

/°C 

M .10 3 

/ kg . s - 1 . m-i 

i /. lO 6 
/ m 2 - s — 1 

p -10 - 3 

/ kg • m 3 

水 

5 

1.514 

1.514 

1.00 

1 

10 

1.304 

1.304 

1.00 


15 

1.137 

1.138 

0.999 



1.002 1 

1.004 

# 

0.998 



0.548 

0.554 

0.998 

苯 

15 

0.7 

0.8 

0.88 

酒精 

15 

1.34 

1.7 

0.8 

汞 

15 

1.58 

0.116 

13.6 

甘油 

15 

23 

18 

1.26 

润滑油（平均黏度） 

20 

275—350 

300—380 

0.9—0.95 

空气（压强为1 atm ) 

0 

0.0171 

13.2 

0.001293 


10 

0.0176 

14.1 

0.001247 


15 

0.0178 

| 14.5 

0.001225 


20 

0.0181 

15.0 

0.001205 


60 

0.02 

18.8 

0.001060 
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的一般可压缩的黏性流体的运动方程，此方程称为纳维一斯托克斯方程.把纳维一 
斯托克斯定律 (2.12) 带入动量方程后就可以得到这个方程. 

我们首先指出，在欧几里得空间中成立等式 


Vi Vj = VjViV a . 

事实上，= 是一个三阶张量的分量，而在笛卡儿坐标系中有 

T t ^ = d ^/ dx ^ - d 2 v a / dx ^ dx i = 0,所以在任何曲线坐标系中都有7^ = 0. 因 
此，如果在空间中可以引入适用于全空间的笛卡儿坐标系，即如果空间是欧几里得 
空间 M ,则多次协变微分的结果与微分的次序无关. 

现在计算其中户由 (2.12) 确定，而 A 和 /i 是 常量： 


S/jp lj = + Xg lj Vj div v + 2/iVj e lj 

=—+ "▽ jWWVcr % + ^ pv a ) 
= - g ij ^7jp + Ap* J V,V a v Q + pg ia VjV a v j + 

=-ff tJ VjP + (A + ^)g tJ VjV a v Q H- 
=— V*p + ( 入 + / i ) V z divv + fiAv \ 

这里 0 = ^ V i 5 而 △ = 是拉普拉斯算子.在笛卡儿坐标系中 

4 d 2 v l d 2 v i d 2 v i 

△v =-1-1- 

dx 2 dy 2 dz 2 

在矢量形式下我们有 




gradp + (A + /x) grad divv + ^lAv. 


(2.13) 


因此，根据 (2.13) 和第三章的（2.9)，纳维一斯托克斯方程在任意曲线坐标系下 
具有以下形式： 


a 1 




jni 1 a dp t A + // i^ddivv u A ， 

F 一 〆 


纳维一斯托克斯方程在矢量形式下可以写为 


dv _ 1 , A + /i 

37 = F - grad p H - grad div v + i / Av . 

dt p p 


不可压缩黏性流体的 
封闭的运动方程组 


对于不可压缩黏性 流体， 纳维一斯托克斯方程简化为 

dv _ I f u A 

—=-r - gradp H —— Av . 

at p p 


此方程与连续性方程 


div v = 0 


d 在黎曼空间中，空间的曲率使张量％不等于零，因为在弯曲空间中无法在给定点同时使所有 
的和 dr ^/ dx a 都等于零（见第二章 § 5 ). 


. 线性弹性体和线性黏性流体 
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一起组成服从纳维一斯托克斯定律且黏度 M 为常量的黏性不可压缩均勻流体的封 
闭的运动方程组. 

一般非均匀的黏性不可压缩流体，其封闭的运动方程组在笛卡儿直角坐标系中 
具有以下 形式： 


dp dp 


dp dp 

Wz 



du dv 
dx ^ dy 



du du du du _ 1 dp ( d 2 u d 2 u d 2 u \ 


dv dv dv dv l dp ( d 2 v d 2 v d 2 v \ 


dw dw dw dw _ 1 dp ( d 2 w d 2 w d 2 w \ 


f 位移表示的弹性体满足胡克定律的弹性体，其运动方程在小变形时用位移表示 

运动方程.封闭方程出来，所得方程称为拉梅方程.这时胡克定律为 

组的几种情况 

P ij = XIi {^) g ij + 2 fie ij , e ij = VV ), (2.14) 

2 f 

式中 W 为位移矢量的分量， h (茗 )为应变张量的第一不变量 （4(#) = ViW ”. 接下 
来我们认为，拉梅系数 A 和^可以当作给定的常数.为了推导拉梅方程，应当把无 
穷小变形的胡克定律 （2.14) 代入第三章的动量方程（2.9)，这完全类似于上述纳维一 
斯托克斯方程的推导.拉梅方程具有以下 形式： * 


(A + / x ) grad divtu + fiAw + pF = pa 


(2.15) 


在笛卡儿坐标系中其形式为 


pdx = (A + / x ) — 


P a v = ( A + ")^： 

/、 、 8 
P a z = ( A + ") 石 


du dv dw \ ( d 2 u 

du dv dw \ . ( d 2 v 

du dv dw \ f d 2 w 


d 2 u 

d 2 v 

d 2 w 

w + 


d 2 u 、 

dz 2 / 

dz 2 ) 

d 2 w 

dz 2 


+ /^ x ， 


+ pFy ， 


+ pF z 、 


式中 tt ， w ， w 表示位移矢量 ti ; 的分量. 

拉梅方程是在小变形假设下推导出来的，此假设也包括密度的变化为小量的情 
况 ⑺ = Po + 〆 , 〆 《 />◦)• 所以，精确到一阶小量可以用 Po 来代替这些方程中的 p . 
动力学问题的拉梅方程组再加上加速度的定义 


dv 

d 亡 


dv 

It 


- fv a 


dv 


dto 

dt 
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即成为封闭的方程组. 

在小变形弹性力学中可以不考虑连续性方程，它是用来 确定 〆 的，而基本的拉 
梅方程中没有这个量. 

方程 (2.15) 是对小变形确立的，此时位移、速度和加速度可以是有限的. 

但是我们经常研究的一种情况是，不仅变形是小量，位移、速度和加速度也都是 
小量.在这种情况下，忽略掉非线性项，得 ‘ •. 

零 豢 

d 2 w 

a= W' 

而简化的拉梅方程具有以下 形式： 



F 


—grad div w + —Aw. 
Po Po 


(2.16) 


在弹性力学问题中通常需要求解介质的物质微元的位移，例如“固体”外边界形状的 
变化,所以在弹性力学中通常使用拉格朗日观点和拉格朗日坐标系. 

前面曾经阐述过，可以使用两个拉格朗日坐标系——初始的和当前的拉格朗日 
坐标系（见第二章).所有方程都是对介质在当前确定时刻的状态提出的，所以显然， 
不论是连续介质的动量方程，还是在其基础上得出的拉梅方程，它们在当前拉格朗 
日坐标系中的分量形式与它们在参考系中的分量形式是相同的. 

在从当前的拉格朗日坐标系变换为初始的拉格朗日坐标系时，方程的分量形式 
则会变化，这关系到，此时矢量和张量分量的变换公式不同于在同一个空间中从一 
个坐标系变换到另一个坐标系时张量分量的通常的变换公式.在初始状态空间和当 
前状态空间中，点的坐标 C 1 ， C 2 , 是相同的，但由于变形，必须把它们看作具有不 
同度规的如 2 参 dsg 的不同空间 D . 

不过，如果变形和位移很小，则初始的和当前的拉格朗日坐标系相差很少，所以 
精确到一阶小量可以认为，方程在当前的和初始的拉格朗日坐标系中的分置形式是 
相同的.使用初始的拉格朗日坐标系可能比当前的拉格朗日坐标系更加方便，因为 
在使用当前的拉格朗日坐标系时还应当确定该坐标系相对于参考系的位置才能完全 
解决问题. 


建立其他模型的必要 
性 


尽管流体力学和弹性力学在上述简单模型的框架下发展出了 
庞大的分支，然而，利用这些最简单的模型还远远不能总是 
足够精确地描述实际介质的运动. 


例如，研究电离气体的运动和气体在斜压条件下的运动就需要更加复杂的模型. 
在许多情况下，胡克定律对一些“固体”并不适用，例如当“固体”(沥青、腻子， 
以及大载荷下的金属）在卸去载荷后仍有应变残留时，此定律就不成立，所以必须建 
立考虑塑性、蠕变以及许多其他性质的模型.对于一些复杂的连续介质模型，前面引 


关于这个问题的详细研究及其在连续介质一般运动方程中的应用，参见 专著 ： CeAOB JI.M. 


BBe^eHHe b MexaHHKy cnjiomHott cpe^u- MocKea: <^H3MaxrH3, 1962. 150 页 . 
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入的那些与介质微元的运动和状态有关的概念和特征量是不够的. 

还必须考虑其他一些特征量，例如温度 r ， 内能％熵叉残余应变，电磁场特征 

景 w 及茸他许名特征畺.吐时 ti 举方稆纽庥当讲粁补杳_从而怀恶庥田皂 外一胜 





物理学关系式，例如热力学关系式. 


§3. 曲线坐标系中的方程实例和张量分析的一些补充结果 

为了应用起来方便，最好在各种具体的曲线坐标系下都有现成的连续性方程和 
运动方程. 

^ ^ ^ 我们来写出任意正交坐标系中的克里斯托费尔符号 r ; 通 

斯完篇过度规张量的分量％的表 达式. 在欧几里得空间与黎曼空 
^ * 间中，克里斯托费尔符号由以下公式 定义： 


pi = \js( ^9as , d 90s ^ \ 

a(3 2 y \ dx^ dx a dx s / 

因而在正交坐标系（当 i 笋 j •时％ = 0) 中易得（对 a 不求和) 


(3.1) 




aa 




2 . n cn(x ^9gg 
2 9 

1 " ⑽谷物 
一/ ^*， 
1 aa ^ 9 gg 

2 y dx ^ 1 




^ Pj 冷一 7, O! 7^ 7 


(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 
(3-5) 


对于和在正交坐标系中利用公式 (3.2) 苛得以下 公式: 


r « 二 :1 dg = 1 d^g 

— 2g dx 口 一 ^ dx0 ， 

式中 g 为矩阵 （％) 的行 列式. 

现在证明公式 (3.6) 在任意坐标系中都成立.我们有 


(3.6) 


det (^) = det ( e i * e j ), 


de k 

dx 3 


pa; 

1 k 0 


在计算导数 dg / dx 尽时, 需要对行列式 P 每个元素中2个矢量^与~的标积求导. 

在对相乘的第一个 A 求导时，我们得到3个行列式，其中每个行列式中第 i 行 
的项都替换为形如 r ^ g Mj 的项.容易看出，这些行列式中的每一个都等于式 
中的角标 i 是固定的，它等于相应的行号.（对于固定的 a ;^ z , 行列式等于零 .） 3个 

行列式之和等于 知沖•队叫 的对称性显然可知，在对相乘的第二个巧求导时 

可得完全相同的 f 1 


第四章最简单的连续介质模型 


由此可知 


dxP 


2办 


并且式中对角标 i 求和. 

任意坐标系中的连续 4P ,. 
性方程 形式： 


f) v OL 

dWv = V Q v Q = —-^ v ^ 


dv a t xfi dy/g 


dx a y/g dx 13 


1 dv a y/g 
y /9 ^ 


(3.7) 


因此，连续性方程在任意曲线坐标系下具有以下 形式: 


「 dp 、、 dpv 1 ^ 


9 pv 2 ^g 

dx 2 


dpy Z y/g 

dx 3 


(3.8) 


矢量和张量的物理分我们还记 得,# 是矢量 v 按照协变基矢量 e a 分解时的分量， 
量 而这些基矢量一般而言不是单位矢量.对于速度矢量1；可以 

写出公式 


V e { 


ul ^^ u 2 ^ u 3 7 tr u ^ 


(3.9) 


式中乐=为单位矢量.如果坐标系是正交的，则分量 

ui = vi y /9 ii 

(对 i 不求和）等于速度 t; 在坐标线的切线上的投影，称为速度矢量的物理分量.显 
然，对于正交坐标系，量= Viy /^ (M i 不求和）等于引入的物理分量以类似地 
可以引入任何矢量——例如加速度 a 或 gradp —的物理分量，以及一般的任意阶 
张量的物理分量1在任意正交坐标系下,连续性方程 （3.8) 在使用物理分量时具有 
以下形式： 


rr d P , ^ 1 \/^22^ , „ /0 

^di + ~^~~ + - ^^ + —^^ = 0 - • (3 . 10 ) 

圆柱坐标系与球坐标对圆柱坐标系， a; 1 = r , x 2 = ip , x 3 = z , ds 2 = dr 2 + r 2 dp 2 + ck 2 , 
系下的连续性方程 ki| = 1， |e 2 | = r，|e 3 | = 1, 即 pn = 1，夕 22 = r 2 , 分 33 = 1, 当 

< _ j •时而 = 0,故 r $ 2 = —r, r ? 2 = = i/r， 其他 rj fc 等 

于零，圆柱坐标系下的连续性方程可写为 


dpu 2 ^ g n g 33 


(3-10) 


dp dpu r r 

r — + - 

dt dr 


dpu ^ 

dcp 


dpu . 



对球坐标系， x l = r , x 2 = 0 (极角)， x s = X (经度)， ds 2 = dr 2 + r 2 d 0 2 + r 2 sin 2 ^ dA 2 5 


1} 例如，张童了 = T ]^ e ? 的物理分量可由 r = rj ~^jj = W ) phy8 ^ 定义. 
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9 l \ ~ 922 = r2 > ^33 ^ 7 2 s ^ n2 ^» ^12 ~ ^21 = ^13 = ^31 ~ ^/ r y ^23 = ^*32 = c tail 0， 

r \ 2 = - r , r ^ 3 = - rsin 2 ^, r § 3 = - sin 6> cos /9, 其他 rj fc 等于零.连续性方程具有以 
下形式 D : 


oi 



加速度在正交坐标系为了在惯性正交曲线坐标系中写出欧拉运动方程，我们先得 
中的物理分量 出用％与 2 /表示加速度分量 〆 的公式.对于加速度 dv/dt 

的分量，有 


0 ? 


dv ^ 

dt 


+ v x V * 






dt 


dx x 


iP 


利用 (3.5) 处理此式最后一项, 


v { vM 


i 0 


2 t ^ r & 

0^3 

(对 j 不求和 J 


( M ) 2 r ^ = + ( v^ j:i + (々 I % 

P^j 

(对 j 不求和） 


在正交坐标系中尸 = l / 9 ii 1 所以，利用公式 （3.2) — (3.4) 把克里斯托费尔符号 
通过&表示出来，得 





dt 


dx l 


dgjj (v^) 2 ^9jj 
■丨， •+ ■ 

dx ^ 2 g j：f 




dx ^ 




(对 j 不求和) 


(^) 2 dg 即 

2 g ^ dx ^ 

时 i 


因此，如果按照 （3.9) 引入速度的物理分 S W 来代替则加速度的物理分量在圆 
柱坐标系下具有以下 形式： 


dr 


CL{p 


dz 


du r 

dt ^ Ur ~ d ^ 

■ • du <P 

+ Ur ~ d 7 

du z 

+ Ur ~ d 7 



du r du r 

- H - f " u z ] - 

r Oip az 

u^p du^ du^ 

+1/: 


7 

r 

U^Xt^p 


du z 

dt 


r dip 

c)u 之 

r dip 


+ Uz 


‘ dz 
du z 

石， 


r 


而在球坐标系下具有以下形式: 




du r du r 

+ U r 


u 0 du r u x du r Uq + u \ 


a o 


a x 


dt 

'dt 

^ u x 

dt 


+ u 


dr 

dr 

^ u \ 

dr 


+ 


v 89 
u 0 du e 

TW 

u e du \ 
r dO 


rsin6> d\ 
U X du e 
rsinP 3 入 

u x 加 A 
rsin0 d \ 


r 


u r u e — u \ ctan ^ 


r 


(3.11) 


(3.12) 


u r u x + u 0 u x ctan 汐 


r 


由正交坐标系下的连续性方程 （3.10) 及其在圆柱坐标系和球坐标系下的形式易得矢量的散度 
在这些坐标系下的表达式.——译注 
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标量函数的梯度矢量 
在正交坐标系中的物 
理分量 


现在确定矢量 grad p 在正交坐标系坐标轴上的投影.我们有 


dp 

gradp = ^ e 


( Vip ) e l = 




所以矢量 gradp 在正交坐标系中的物理分量次等于 




(对 i 不求和） 


矢量 gradp 在圆柱坐标系中的物理分量为: 


gradp| r 
gradp k 


gradp | z 


dp 

石， 

1 dp 
r dip 
dp 
dz’ 


(3,13) 


而在球坐标系中的物理分 量为: 


gradp | r 
grad 外 
grad^|A 


dp 

石， 

1 dp 

rde 1 

1 dp 
rsinO d\ 


(3.14) 


圆柱坐标系与球坐标利用（3.11)，（ 3 .13)与 (3.12), (3.14) 容易写出圆柱坐标系与 
系下的欧拉方程 球坐标系下的欧拉方程. 

欧拉方程在圆柱坐标系下具有以下 形式： 


du r du r u 中 du r 

du^ du c/ y . Urn dUu 


du r 


r p or 


h u r — I ^ h u z — — + = l 4 

at or r dip az r 

du z du z du z du z _ 1 dp 

一 ^7" + U r~^ - 1 -- 卜 = F z - 

ot or r 0(^ az p oz 


U^pU^p 




1 dp 

rp dip 1 


1 dp 
~p~dz 


而在球坐标系下具有以下 形式: 


du T du r 

du e 


u 0 du r 
r 86 


^ dO 

-o du \ 
r de 


du r _ y-0+uj = rp _ 
rsinO d\ r r 

9 

u x du e u r u e ctan^ 


F r 


rsinO dX r r 

u x du x u r u x ctan 0 
rsin 汐次 \ + r + r 


1 dp 
p dr 


u r u 0 ctan 沒 


u e u x 


1 dp 


rp dd^ 

F 1 d p 
prsin0 d\ % 
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正交坐标系中标量函令 t = gradA 由公式 （3.7) 容易得出，作用于标量函数伞的 
数的拉普拉斯算子 拉普拉斯算子在任意正交坐标系中具有以下 形式： 


divgratis : = V 2 $ = △伞 


丄 \— 

y/g dx 1 


( 1922^33 ^ A 

vv ^ r^y 


d 


( / 夕 33 沒 11 

\V 922 


dx 2 


d 

dx 3 


(1922911 
W 933 


d 电 

dx 3 



由此可知，在圆柱坐标系中 


A 尘 


r dr 


m 


1 d 2 办 d 2 ^ 
r 2 d ( p 2 ^ dz 2 


(3.15) 


而在球坐标系中 


△少 


r 2 dr 


dr 




i dW 
si ^ ed >? • 


(3.16) 


上述实例说明了 一般公式在一些重要的特殊情形的应用.’ 

圆柱坐标系与球坐标_彳门胃@$应变率张量的物 S 分董:在圆柱坐标 

系中的4羞率张量4、系中的表达式： 

理分量和纳维一斯托 〜 ，. ^ 4| 

克斯 方程. e rr = 2 e r ^ = -^+ rS - = + ^ 


S 1, 2Grip 


1 du r 

r dip 


r ^( 竽)’ 


1 du^ 
r dtp 




du 2 

~dl 


} 2e 


du z . du 7 
dr dz 


和它们在球坐标系中的表 达式: 


e rr 


du r 

dr 


e eo - 


1 du f 
r~dO 


du r 

~d^ f e 入入 


1 du x u r u Q ctanO 
rsin 沒谷 A + r + r 


2e 


1 du r du ( 
r 89 ^ dr 


u e 


， ^ e Ar 


2 e 


xe 


1 du 0 
rsin ^ 


1 du ) 
r ~ d 9 


du x 1 duj 
dr + rsin^ d6 
、 u x ctan 6 




以及 M = const 的不可压缩流体的纳维一斯托克斯方程在圆柱坐标系中的形式 


d'p 


j^2 


dip 


1 dp f u r 2 du ^ 

Fr_ ^ + Z/ V 

I dp ( 2 du r \ 


O^z 


Fz ~ + "△%， 
r az 

d 2 1 d Id 2 d 2 

dr 2 r dr r 2 d ^ p 2 dz 2 
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和在球坐标系中的形式 




dr 


△ W r 


2 u r 

r 2 


2u e 

r 2 


ctan ^ 


du 


2 du 


2 sin ^ d \ r 2 d 6 




a o = F 0 -—^： + u[^u e ~ 


a x 


Fx ~^kre% + 


U 0 


r 2 sin 2 0 


2 cos 6 du x 2 du r 
• 2 sin 2 6» + 


△A 


r 2 sin 2 6 


2 d _ 

dr 2 ^ r dr 


i d 2 


ctan ^ d Id 2 

r 2 dO ^ r 2 sin 2 OdX ^ 1 


2 cos 沒 du e 2 du r 
• 2 sin 2 6 d \ r 2 sin 9 d \ 

d 2 


式中，加速度的物理分量分别由公式 （3.11) 与 (3.12) 确定. 

我们指出，在最后两组纳维一斯托克斯方程中，系数!/后边的表达式是对速度 
矢量 t ； 应用拉普拉斯算子后所得矢量的物理分量.把这些表达式分别与 (3.15) 
和 (3.16) 进行对比，我们看到，对矢量的分量与标量函数应用拉普拉斯算子一般给 
出不同的公式. 

一 在三维空间中，任何一个二阶反对称张量都对应一 

SHIISM 个_*^=〜，觀赖量由公式 

等价性 (3.17) 


确定，式中的3个角标 a ，久 7 得自1,2,3的循环排列，而 p = det (^). 为了证明 
这一结论，考虑量在坐标系^变 换为/ 时的变换公式.此时我们将用到张量 
9 ^ 的分量与张量 Ai ^ eP 的分量的变换公式，以及的对称性. 

对于行列式 A 有 U 


\dij\ = \dki\ 


dy k 


dx 


k dy ^ 
T d^J 


/△2 


式中 △ 是矩阵 { dy k / dx i ) 的行列式.所以 



丄丄 dy ^ dy ^ 

y / g 1 | A | M dx 1 dx ^ 


dy a dy^ dy^ dy a 

• 1 \> dx { dx^ dx 1 dxJ 

• V 9 7 aP | A | * 

(只对满足 a > 0 的 a ，/? = 1, 2, 3 求和) 


(3.18) 


容易看出，量 

dy a dy 0 _ dy 0 dy a 

是元素 dy ^/ dx k 的代数余子式，只要‘标 a ， 久7与 i , «?•， A : 畢1，2, 3的循环排列. 
因此，对于矩阵 ( d ^/ dx ^) 的逆矩阵，有 


1 dy a dy 0 

| A | dx i dx ^ 


dy 0 dy a ' 
dx i dx ^ 

■ 


dx k A 


y 今后重要的仅仅是 s g 的变换公式，而 g 与度规的关系是根本无关紧要的. 
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所以，式 （3.18) 可以重新写为 


B k = 


dx k A 


(3.19) 


此公式仅在 △> 0 的条件下才与通常的矢量逆变分量的变换公式相同. 

所以，由公式 (3.17) 定义的矢量 B == B ^ i 称为轴矢量或伪矢量，以区别于通常 
的极矢量. 

对于反演变换，例如变换 


极矢量 6 的分量改变 符号： 

b 、 bi w = - b ' 

但由公式 （3.19) 可见，轴矢量 B 的分量不改变符号 


B fk 




矢量的旋度在曲线坐 
标系中的定义 


按照定义，矢量 c = rot 4由以下公式引入 


c 7 e 7 , c 7 


7 


(▽ a 々一 V ^ A a ) 


V~9 


dA 0 

dx a 


dA a 

dx^ 


( a , 0 , 7 组成 1 ， 2 , 3 的循环排列). 

显然，如果 A 是极矢量，则 rot A 是轴矢量. 

在笛卡儿坐标系中，矢量 c = rot A 的分量按以下公式 计算: 


c Y 


dAf 3 dA a 

dx a dx ^ 


( a , /?, 7 组成 1 , 2 , 3 的循环排列) • 

列维— 今维张量显然，矢量 A = 的旋度可以视为张量 V a A ^ e a e 0 与三阶 

Z 伪张置 e = ^^ e a e ^ e 7 缩并的结果，后者对所有角标都是反对 

" 7 称的，其分量由以下公式 确定： 




1/ V 5, 若 a , /?，7组成1，2, 3的偶排列 
-1/ v ^, 若％ A 7组成1，2, 3的奇排列 


(3.20) 


. 0, 


若％ /?， 7 中有 2 个相等. 


不难直接检验，公式 (3.20) 确实定义了一个伪张量的分量，即当变换到另外一个坐 
标系 V 时的变换公式可以写为以下 形式： 

F ,ijk = △ r a0 ^ ^ dy j dy k 
| A | • dx a dx ^ dx ^ J 

并且按照类似于 (3.20) 的公式通过 y = det (^.) 表示. 列维一奇维塔张量 
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是伪张量\这一名称关系到变换公式中的符号决定于因子 △/!△!. 对于正常变换 
(A > 0), 伪张量与普通的张量没有区别. 

于是，矢量 rot A 的分量可以写为以下形式： 

〆 ▽為. 


矢积在曲线坐标系中我们再来考虑曲线坐标系中两个矢量 A 与 B 的矢置乘法运 
的分量 算.按照定义，我们认为矢积 AxB 的分量 d 由以下公式表 

示： 

C 7 = e ^A a B^ 


即 


c 7 


V ~9 


(AiBj — AjBi) 


( i , i , 7 组成1，2, 3 的循环排列).由此可见，例如，两个极矢量的矢积是轴矢量（伪 
矢董). 

涡量 u ; = rotv /2, 磁场强度 / f ， 磁通量密度 B 等矢量都是轴矢量 
的物理实例，它们在本质上都是二阶反对称张量. 

对两个角标反对称的张量与相应轴矢量的等价性仅在三维空间中才成立.在 n 
维空间中，当 n > 3时没有类似的等价性. • 

在物理学中，除了空间坐标为: r 1 ， rc 2 , P 的三维空间，空间点的坐标为 x 1 ， P ， 
x 3 和时间 t = rr 4 的四维空间也具有直接的物理意义. 


在表述基本物理方程时，需要研究坐标为: r 1 ， a : 2 , 〆 ， d 的四维空间中的矢量和 
张量，同时认为四维时空中的点的坐标是互相关联的，并且在某种意义上是等价的. 


四维空间中的二阶反 
对称张量对应一个轴 
矢量与一个极矢量 


在这样的四维空间中，二阶反对称张量同样会在物理方程中 
出现，并且具有最基本的意义. 

设心是四薙空间中的反对称张量.由定义，= - F k “ 
F i{ = 0. 经过坐标变换 


^ = fHy 1 , y 2 , y 3 , y 4 h i = i, 2 , 3 , 4 , 
张量的分量按 M 通常的公式进行 变换： 

F (y) ^ 

ik ~ ^ dy i dy k * 


(3.21) 


(3.22) 


变换公式 (3.22) 和下述结论与四维空间的度规的引入方法无关.不过更加方便的是， 

1) 列维一奇维塔张量亦称置换 张量. 显然= e « . ( e 〃 x e 〃). 因为矢童的旋度与矢积都可以 
通过列维 一奇维 塔张量表示，所以等式（通常称为恒等式） . 

e ijk e a0k = 6i a 吟-崞 $ i ， e ^ k e ajk = 2^, W 〜讲= 6 

在 张置运 算中有广泛的应用. 一 译注 . 
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与四维空间一起还考察通常的三维子空间 Z 1 ， 工 2 , X 3 , 其度规以通常的方法由以下形 
式的公式 确定： 

ds2 = 9 ap ^ xa dx/3 ( a » ^ = 1, 2, 3). 


对于张童的四阶矩阵，可以写出 


F\2 ^13 ^14 


VdH 3 


( Fik ) 


■F21 0 

F31 F32 


^23 ^24 

0 F34 


F41 F42 F43 


VqH 2 

— Ei 


- V9H 1 

—Eo 


-VdH 2 E x 
y/gH 1 E 2 
0 

—五 3 0 


(3.23) 


式中 


det ( p a/3 ) 


字母 P 与私 （a = 1， 2, 3) 表示矩阵的相应元素分量仏的变换公式 (3.22) 
还可以视为量丑。和私的变换公式. 


如果与一般的坐标变换 (3.21) 一起还考虑一些特别的坐标变换 


f a (y\ y 2 . y 3 ). 

y 4 , 


1 ， 2, 3, 


(3_24) 


其中只有空间坐标发生变换，而时间坐标保持不变，则一般变换公式 (3.22) 将给出 
(3.23) 的第二个矩阵中表示为与私的量的特别的变换公式.从这些公式可知， 
对于特别的变换 (3.24), 量 W 与^ 可以分别视为三维轴矢量 

if = iTe 7 (7=1，2, 3)， 


IP 


V 9 


F a p 


( a , /3, 7 组成1， 2, 3 的循环排列）的逆变分量与极矢量 . 

E = (7=1, 2, 3) ? 

E y = F 7 4 

# 

的协变分量.显然， 与巧 的变换公式在四维变换 (3.21) 的一般情况下不是矢量 
的变换公式.从四维空间的观点来看，三维的矢量 H 与 E 不是不变的对象. 

以后我们将看到，电场强度与磁场强度矢量就可以视为相应四维张量 


F ik e } e 


所对应的矢量 E 与 H . 

我们强调， F iJfc ，五 7 与//〃的上述关系与四维空间的度规无关.在 (3.23) 中可以 
使用三维空间中的任何其他二阶张量来代替三维度规张量 g a ^ e ^ 只要用该张量 
的分量组成的行列式不等于零. 


第五章热力学的基本概念和方程 


§1. 动能定理和内面力的功 


连续介质的动力学运动方程的最重要的一个一般推论是动能定理. 

设 V 是与介质微元一起运动的任意的有限物质体， E 是其表面.假设应力张量 
P = p ij eiej 与速度矢量 v =的分量在物质体 V 内部是空间坐标和时间 
的连续可微函数. 

取矢量 dr = vdt , 即连续介质无穷小物质体 dr 在时间 df 内的位移矢量.用 dr 
对动量方程作标量乘，并对物质体 F 积分，得 

J pa-vdtdr = J pF • dr dr •+■ J ' WjpAvidt & r . (1.1) 

v v v 


我们将对此式中的积分进行变换. 


连续介质物质体 V 
的动能 


可以利用任何坐标系来计算标量（不变量 ） v . a ， 例如在笛卡 
儿坐标系中易得 


v - a 



dx d 

dt dt 



dy d /dy\ d /dz\ _ 1 
dt dt \ciiy dt dt \dt J 2 


d 2 

2dt V - 


因为质量 dm = pdr 守恒，所以显然 


式中定义 



( 1 . 2 ) 
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• 135 - 


这是连续介质物质体 K 的动能 

.. 我们把质量力 P 分为两组：相对于整个物质体 V 的内质量 


内质量力和外质量力 
的功 


力扒)和外质量力 F ^. 那么， 



pF • dr dr = J p_F( e ) -drdr + JpF^ . dr dr = cL4 7 (=) + , 


式中 cL 4 以和 dAg 分别是作用于物质体 K 的外质量力和内质量力在无穷小位移过 
程中的元功. 

我们指出，作用于整个物质体 V 的所有内质量力之和恒等于零，，但这些力的功 
可能不等于零. 


我们把式 （1.1) 中的最后一个积分写为以下两个积分的 形式： 

J (Vj p l ^)vi dt dr = j Vj(p lj di dr — f p l ^j Vi dtdr. 


(1.3) 


利用奥一高定理变换 (1.3) 右侧第一个积分，再利用明显的恒等式 

Vj Vi = ViVj) + Vi - Vi Vj) = eij + 0Jij 

变换其右侧第二个积分，结果得 



(Vj p lj )vi dtdr = Jp lj ViUj dadt - Jp tj dtdr — Jp ij u；ij didr. 


式中& 为表面 S 相对于物质体 F 的单位外法向矢量的协变分量. 

我们指出，根据张量的反对称性，成立等式 

P lJ ^ij = + = (p lj - 

i<j i<3 

所以在应力张量对称的经典情况下， (1.4) 中最后一个积分等于零 

因为^，所以可以写出 


(1.4) 


(1.5) 


外面力的功 



籲 ■ 

tJ Vi7ij da dt 



p n • dr dcr = 


式中 d ^^ e ) 表示所取物质体 K 的表面 S 上的外面力在表面 I ： 的点发生无穷小位移 
dr = vdt 时的元功. 


l ^ N 组元混合物的动能可以定义为各组元动能之和.显然， 



■零 

E 


pk v k 


dr 


K 



dr+ / X 


Pk( v k - v ) 


dr, 


^?；中 V 为混合物微元的质心速度（见第三章公式 （1.8)). 由此可见，混合物的动能等于其整体动能 
(公式右侧第一个积分）与扩散动能（公式右侧第二个积分）之和.一译注 
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内面力的功的定义 (1.3) 的最后一个积分是不变量，它按照定义称为物质体 V 中 

的内面力（内应力的元功： 

— J p 2j Vj d^dr = <Wg). 


连续介质有限物质体 
的动能定理 


因此，式 (1.1) 可以写为 

dE = dA^-b d>4 e) +d^ } , 


( 1 . 6 ) 


BP , 对于实际的运动，连续介质有限物质体动能的微分等于作用于该物质体的外质 
量力、内质量力、外面力和内面力的元功之和.这个结论称为适用于连续变形介质有 
限物质体的动能定理. 

需要指出的是，在动能定理的表述 （1.6) 中， d 五是函数(连续介质物质体的动 
能）的全微分，而其他项 d ^ e ) ，( Mg 在一般情况下仅仅是无穷小量 2) ， 
即相应的力在连续介质每一点所对应的连续的无穷小位移 dr = vdt 上的元功. 

应力张 fi 对称时内 ffi & (⑼’ ㈣ ’⑽可见’内面力__达式可以写& 

力的功的表达式 =-/ p^eijdtdr — J p^-Wij dr , 

V V 

或者，当应力张量对称时， 

. dA ^) = — J p^eij dt dr . 

v 

众所周知，三维空间中的反对称张量总可以对应一个轴矢量 o ;， 即速度所对应的 
涡量（参见第四章 §3). 从以上讨论可知，当应力张量对称时（例如当没有内禀动量 
矩、外质量力偶和外面力偶时)，在运动的连续介质中存在涡量并不会直接影响内面 
• 力元功的值，因此也不会直接影响动能的变化. 


质体微元使我们所关心的连续介质的某个点位于其中. 
当物质体向该点收缩时，对该物质体写出等式 （1.1) 并 
以中物质微元的质量 Am 除之，再利用 （1.2) 和 (1.3), 由此给出 


dv 2 

~2 


F • dr + - V ； ( p lJ Vi ) 


P 


Vj Vi dt. 


量 v 2 /2 可以称为动能密度，量 F dr ， - Vj ^ v ^ dt , - l p ^ S 7 jVi dt 则分别称为质量 
力、外面力和内面力的元功密度. 9 


我们强调，尽管作用与反作用定律对内应力成立.，但是由于存在变形，相互’作用的内力的功即 
便在连续运动中一般也不等于零. ' 

2) 因此，文献牛也经常把这些项记为心1, dW 或 dA 的形式，以强调它们不是全微分.后文中热 
量记号 dQ ， 扣的含义是类似的.一译注 


. 动能定理和内面力的功 


• 137 . 


在连续介质无穷小物质体的动能定理中没有内质量力的元功，因为它在 V 向点 
收缩时和 M -> P 时趋于零.这直接得自质量力密度存在的假设，即假设作用于一个 
物质体的外质麗力与该物质体的质量之比的极限存在. 

例如，设物质体 V 的质量为 M ， 其中的内质量力是诸微元之间的牛顿万有引力, 
则内质量力的功显然可以写为以下 形式： 

r f f dm l dm 2 r l - r 2 ^ 

M M 

此式除以 M ， 当 V 收缩于一点时，其极限等于零. 

因此，对每个介质微元都成立的动能定理可叙述为：在连续介质的每个点，动能 
密度的微分等于作用于该微元的外质量力、外面力和内面力的元功密度之和. 

我们看到，动能定理是动量方程的直接推论，是机械能平衡方程.动能定理具有 
能量的本质，但这个关系式在一般情况下不是能量守恒方程.只有当所研究的系统 
的机械能不转变为热或其他形式的能量时，才能（在问题的力学提法的范围内）柄它 
解释为能量守恒定律.我们指出，一般的能童守恒定律此时分为机械能守恒定律和非 
机械能守恒定律两部分. 

我们来获得内面力的元功密度 ^- dA ^ 在某些特殊情况下的表达式.我们有 

dm 厶 

= -- p^eij dt — di = — — dt . 

dm p p p p i<j 

如果介质像刚体一样运动，则所有％ = 0,于是 

dm p i〈j 

如果应力张量不对称 （ pbWO , 则当介质像刚体一样运动时，内面力的功可能不等 
于零，因为（在旋转时）角速度可能不等于零，即可能不等于零. 

如果应力张量对称，则成立等式 


即此时内面力的功一般而言决定于变形.如果应力张量对称的介质像刚体一样运动， 
则介质中内面力的功恒等于零. 


理想} ic 体中内力的功 
的密度 


对于理想流体，所以 

- J — = - g lj eij dt = - e \\ dt = - div v dt , 

dm p p p 


利用连续性方程对 divi ; 进行代换，得 



(1J) 
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式中 K 为质量体积. 

对于理想介质微元，在介质连续运动区域中的动能定理具有以下 形式： 

= + +pdi = F ⑷ .vdt - + (1.8) 

L CuTl Q771 p p p 

不无裨益指出，当连续介质相对于我们选定的运动的或静止的坐标系运动时，内力的 
功的密度值一般不等于所有外面力和外质量力的功的密度值的相反数. 


§2. 热力学第一定律（能量守恒定律）和热流方程 


状态参量首先阐述作为热力学乃至整个连续介质力学的基础的两个概念，即系统 

的“状态”和“状态参量”的概念.我们说，我们的系统（例如连续介质 
的某个物质体）的状态是给定的，如果给定了某些主定参量 D 〆 ， 〆 ，•••， ... 的 
值'，这些参量完全决定了所有我们所关心的系统（介质）特征量.此时，主定参量 〆 
一般能够在某些范围内取任意值，它们称为状态参量. 

状态参量组及参量的数目对于连续介质的不同模型是不同的. 


系统的状态已知，这表示什么？该问题可回答如下.所有物体均由原子和分子 
组成，如果组成物体的所有基本粒子的位置和运动在每一时刻都是已知的，整个物体 
的状态就是已知的.然而，这个回#并不能使我们满意.其实，例如，假如我们想给 
出1 cm 3 静止空气 2 )的状态，我们就必须给出其中所包含的分子（认为是质点）的 
坐标对时间的3 x 2.7 x 10 19 个函数，因为即便是静止的气体，其分子也在运动.同 
时我们知道，从宏观观点上讲，在许多情况下只给出2个参量——压强 p 和密度 p 
—即可确定静止的空气（和其他一些气体）的状态. 

宏观观点是这样一种观点，其中所考虑的过程、效应和性质只对我们在自然和 
技术中观察或应用的有限物体才是重要的 3 ) . 


视为离散系的介质，其状态由巨大数目的参量决定，然而介质的宏观状态仅由 
类似于气体的 p 和 p 的较少数目的参量决定.从大量参量过渡到少量参量绝非平凡 
问题，这是液体、气体和固体物理学最重要的目标.这个问题的解决总是关系到一些 
额外的假设，这些假设是具有概率本质及其他本质的定律，应当可.以在实验和观察 
中检验并获得. 

宏观参量可以构造为在某些假设下计算的统计平均值，这些假设关系到一般任 
意运动和分布的大量分子的集合.例如在气体中，.宏观速度 V 可以引入为物理上的 
微小区域内所有分子的重心的速度, 溫度 T 可以引入为原子和分子相对于宏观运动 


” 在童纲理论中亦有主定参量 (onpeaejiwiomMft napaMeTp ) 的概念,其含义有所不同.参见 140 
页和第七章§ 8. ——译注 . 

2 ) 指温度为 0 °C, 压强为 1 atm 的空气.一译注 

3) 重要性的概念与问题的提法有关，与所采用的测量和定义的恰当合理的精度有关. 
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而进行的无规运动在一个自由度上的平均能量，某面微元上的应力可以引入为 
分子在无规运动时通过该面微元输运的动量的平均特征量，等等. 

在一般情况下，可以在实验数据和理论研究的基础上利用一些假设对所研究的 
确定的若干类问题引入主定参量.在许多复杂情况下，引入主定参量的问题还未解 
决，这是许多问题的研究对象，例如固体的黏塑性模型，物理、化学或生物系统中的 
复杂的非平衡现象，各种伴随辐射的现象，以及许许多多其他问题. 

连竦今席状木参语的物质的连续介质，其微元的内部状态一般而言可以用有限数 

目齡定参量来雜，这个数目远小于離_本粒子系统 
的主定参量的数目.例如在经典弹性力学中，表征可变形固 
体微元内部状态的参量仅仅是 7 个变量一应变张量的6个分量 so 和温度 r ， 以 
及所给具体介质的物理常量——杨氏模 ffl 尽泊松比 a 和热容 c . 与此同时也不排 
除这样的可能性,这时在某个连续介质模型中，甚至对于无穷小的介质微元，其 状态、 
的主定参量都有无穷多个.‘ 

这种模型的一个例子是遗传性物体模型.在引入这样的模型时认为， 应力# 不 
仅与所给时刻的变形和温度有关，而且与物体变形的整个历史有关，即依赖于函数 
巧⑷和 Tit ), 这等价于以下说法：户依赖于巧， r 以及它们对时间的所有导数， 
即这种介质的状态参量有无穷多个.另外一个更加复杂的例子可以是从统计物理学 
发展出来的动理论中所遇到的一些连续介质，比如由玻尔兹曼方程描述的气体.不 
过,这类模型很复杂，而且理和实践的经验表明，在大多数实际重要的情形中，有 
限的、一般不多的若干个参量就可以给出一个微元的状态.在复杂的动理论中，求解 
时也经常采用一些近似方法，这些方法从物理观点上讲等价于过到无穷小的微元 
的有限数目自由度模型. 

我们指出，为了确定连续介质有限物质体的状态，一般而言总需要给出一些函 
数（而不是有限个数)一应变、温度等量的分布. 

给出一个函数等价于给出无穷多个参量（例如此函数的傅里叶系数)，所以在一 
般情况下，有限物质体的主定参量的数目对任何连续介质模型来说总是无限大的.然 
而，对微小物质体而言，给出物体状态的所有函数都可以近似地认为或者是线性的， 
或者是二次的，或者是次数不很髙的多项式.由这些多项式的系数组成的有限个参 
量就给出了连续介质微元的状态. 

在构建连续介质力学时，我们把连续介质微元看作这样的热力学系统，其中定义 
了一些力学概念来表示系统的位置和运动特征量，还定义了一些物理概念来表示其 
内部状态. 

以后我们将认为，对于连续介质微元存在有限的一组特征量一在所用坐标系 
和单位制下以数的形式给出的一组主定参量.在这些参量中，某些可能是几何或力 
.学参量，例如空间坐标、速度、密度、变形特征量，等等，另外一些可能是物理或化 
学参量，例如温度、不同组元的浓度、结构参量、物质的相位特征量、热导率、黏度、 
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弹性模量,等等. 

我们规 定， 〆 表示在所用参考系中可能是变量的参量， y 表示物理常量，并且 
〆 ，0中的某些参量可能是各种矢量和张量的分量. 


完全的主定参量组 


对于固定的微元，量 〆 ， /X 2 , …，〆 \ A ： 1 , k 2 ，".， k 饥 按照定义组 
成基（完全的主定参量组)，如果它们在已知区域中可以被独立 
地任意给出，并且具有以下 性质: 在这一类问题中所研究的所有其他的状态和运动特 
征量，都可以通过这组参量以普适的、与个别具体问题无关的形式表示出来. 

例如，我们将在以后看到，气体微元的密度和温度在已知的范围内能够任意给 
出，而诸如熵和压强的其他一些热力学函数则通过它们来确定. 


应当把所给具体问题的主定参量组和确定介质状态的主定参量组区别开来.前 
者是表征问题条件的参量组,它们以方程也和附加的边界条件及其他条件为基础，对 
有限的物体划分出一些独特的整体现象（该参量组与具体问题的提法有 关)； 后者是 
在组成方程时必须用到的状态特征量，这些方程对各种各样的具体问题和过程都是 
成立的. 

一 个连续介质模型是为了在某几类确定的外部条件下描述某实际介质的运动. 
主定参量组决定着介质微元的物理状态，所以在确定某个连续介质模型时，把主定 
参量组固定下来是重要的一步，也是逻辑意义上的第一步. 

从数学观点上讲，状态参量 〆，…，〆 S k ' k 2 , …， k 饥 是描述介质特性的封 
闭方程组中的函数的自变量 D . 显然，这些函数可能依赖于不同的独立变量组,所以 
把所给连续介质模型固定下来的主定参量组可能由不同的量组成.例如在气体的情 
况下，这可能是 p 和 A 或 P 和: T , 或 P 和 T ， 等等. 

从物理观点上讲，这些不同的主定参量组对于所给连续介质模型可能并不等价. 
正如我们以后将看到的，用 p 和熵 S 的函数或者 p 和 p 的函数给出内能包含有不同 
的信息量.在引入主定参量组时，必须理解并留意那些被定量.显然，对于不同的被 
定量，主定参量组按照其参量的数目和组成一般可能不尽相同. 


完整热力学系统与非 
完整热力学系统 


理论力学中的自由度数目和连续介质力学中的主定参量数目 
这两个概念可以进行类比. 


事实上，自由度数目通常定义为决定一个力学系统的位 
置的独立参量的数目，例如刚体具有6个自由度.我们指出，如果把刚体视为物理系 


统，则为了定义刚体还必须给出10个常参量一质量、质心在刚体中的位置和对质 


心的惯贵张量的分量. 


在理论力学中有对非完整系统的研究.在连续介质力学中也可能出现这样的状 
况，这时可以在确定的范围内任意改变主定参量 〆 ，" 2 ,…，，，但其增量以在所 
研究的一类问题的条件下是相互关联的，例如由以下形式的 m 个独立的不可积关系 


主定参量这一概念本身的含义就意味着，实际的函数关系是通过相应的定律、假设和直接的 
定义建立起来的. 
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式相 关联: 


S ^ i 1 


式中次 为主定参量的某些函数.于是，独立增量知< 的数目 n - m 小于主定参量 
中的独立变量 〆 的数目，热力学系统称为非完整的. 

对于非完整系统，自由度的数目定义为独立增量如< 的数目 • 

我们来讨论一个例子，其中的非完整关系式仅仅来自参量 〆 的定义.例如，令 
MHe 1 , e , e , t ) 是某标量参量（如微元的密度 P )， t 是时间， e 1 ， ？ 2 , c 是所选微元中 
心的拉格朗日坐标， M 2 和 / i 3 是 〆 对 t 的一阶和二阶导数，即它们由以下公式 定义: 


dfi 1 

~ df J 




dfi 2 

dt 


av 1 

~w 


(2.1) 


我们依照自然的物理条件认为参 量组 〆 非显式地包含时间 

显然,在不同的外部条件下， 〆 ，/ X 2 ,沪有可能在某些范围内取不同的任意的值, 
它们对应着不同的状态，然而当 fd 2 , 固定时，时间增量 dt 所导致的增量 d〆 和 
d / i 2 总是由同一个非完整关系式联系在 一起： 


" 2 d" 2 一 /i 3 d/x 


( 2 . 2 ) 


过程与循环 


它在式 （2.1) 成立时恒成立.由式 （2.1) 可知，式 （2.2) 对任意的 d / x 1 和 d / x 2 并不成 
立.若所使用的连续介质模型的主定参量中有对时间的连续若干阶导数，就会出现 
这种非完整关系式.式 （2.1)， (2.2) 与观察或实验并无联系，但是应当把以下事实视 
为实验 结果: 在建立连续介质模型时，把连续若干阶导数作为主定参量引入是可以的 
和适当的，应当把它们当作某些函数的自变量，而这些函数归根结底源自实验数据. 

我们来研究状态空间，即坐标为状态参量 V 的空间（相空间).热力学系 
统的不同状态显然将对应状态空间的不同点. 

状态参量值的某个序列所对应的一系列介质状态称为过程.具有特别 
意义的是那些物理上的真实过程，即状态序列在所用模型下能够随着 
时间的流逝而实现的过程.视外部和内部的相互作用不同，可以研究各种不同的真 
实过程. 

过程可以是连续的，此时，对于给定的微元，状态 〆 ，沪，…， 〆 1 的序列在状态 
空间中组成一条连续曲线.在理论中还会遇到状态参量 〆 ， M 2 , •••，，的值间断的 
一 些过程，例如由状态空间中的多段连续曲线组成的间断过程.连续过程，以及那些 
在状态空间中的一些连续曲线上有个别一些间断点的间断过程，都可以在连续介质 
力学中进行研究. 

在给定的两个固定状态之间一般而言可以有许多不同的过程，既有连续过程，也 
有间断过程.真实过程可能是在各种各样的外部条件下形成的，相应曲线一般而言 
具有很大的随意性，不过在某些情况下，例如对于非完整系统，相应曲线的特点是某 
些易于发现的特别性质.在前面讨论的例子中，从式 （2.1) 可知， 当 〆 / 0时不可能 
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有 〆 = const 的连续过程.然而，此时式 (2.1) 并不排除状态空间中坐标任意给定的 
任伺^两点，，/ 〆 ，，与 〆 〃，，'，，之间的真实的连续过程. 

可变参量的数目与特性对不同类型的过程可以不同.例如，过程可以是纯力学 


的，这时不具力学本质的所有参量都保持常值. 

若一个系统经过一个过程后返回了它在状态空间中的初始位置，这个过程就称 
为循环.在连续过程的情况下，循环在状态空间中对应封闭曲线. 

我们在本章中研究连续过程，而具有间断点的过程则将在后面第七章进行研究. 
可以先固定某个状态 A 再研究经过状态4和某个状态5的所有可能的连续 
循环.不同的过程和 k 环对应着不同的外部条件，因为确定状态 〆 ，，，…， 〆 1 的方 
程所包含的某些函数可能是不同的，可以用不同方式处理它们，从而影响到所研究 
的过程.连续介质模型的一些已知实例表明，当状态 A 固定时，状态 B —般而言可 
以是物理上允许的主定参量值所确定的相空间中的所有可能状态. 


在一般情况下， 一 个系统在完成某个过程时会与外部的物体 
和场 D 发生相互 作用. 在建立连续介质模型的时候，基本的 
任务就是确立所取连续介质微元与外部的物体和场相互作用 
的定律和机理.所取微元的外部物体也包括同一介质的相邻微元. 


系统与外部对象的相 
互作用 


为了应用，在连续介质力学中同样需要少数几个主定参量之间的一些宏观关系 
式，这些关系式经常取决于微观上关于物体中的分子、原子和其他粒子，以及它们的 
位置、运动和相互作用力的知识.但是，这些知识的所有细节永远也不会彻底研究清 
楚.此外还要重点强调，不可能——更主要地一也不需要考虑所有已知的细节.所 
以，在建立连续介质模型时总要以这样或那样的形式提出并使用一些唯象假设，在 
检验出它们有助于描述实验中观察到的现象之后，这些假设就被称为自然定律. 

在物理学中，例如在连续介质力学中，考虑给定微元（热力学系统）与相邻微元、 
外部物体和外部场之间的能量交换具有重大意义.能量的概念与对能量的各种形式 
的认识有密切的联系.这可以是诸微元的动能，与微元的相对位置有关的势能，热 • 
能 2 )，电磁能，化学键的能量，以及能量的某些其他形式.在更加细致的微观层次的 
研究中，能量的各种形式的概念（与数目）是变化的.然而实践表明，在宏观层次上 
可以通过某些唯象特征来区别能量的上述形式和其他形式，可以讨论能量从一种形 


” 一个热力学系统外部的物体和场称为该系统的环境.根据系统与环境的相互作用特点，.可以 
把热力学系统分为孤立系统、封闭系统和开放系统.孤立系统与环境之间完全隔绝，既没有物质交 
换，也没有能量 交换. 封闭系统与环境仅有能量交换但没有物质交换，而开放系统是最一般的情况， 
与环境既有能量交换，也有物质交换_在本书中经常把物质体取作热力学系统，所以在下文中主要 
研究封闭系统，但要注意在第五章最后研究混合物的时候，混合物整体的物质体是开放系统，因为 
扩散和化学反应都能够导致系统与环境发生物质交换.——译注 

1 2) 热，或热童，是能贵传递的一种形式,是由于系统的温度与环境的温度有差异而通过系统的边 
界面所传递的能量，它与系统的变化过程有关，因此,热不是系统本身的属性，不能说一个系统含 
有多少热.热能 ( TenjiOBa « 3 Heprnn ) 一词是一种通俗的说法，我们应把它理解为以热的形式传递 
或转化的能量.——译注 
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式向另一种形式的转换. 

我们的出发点包括两方面内容.首先，一个系统的能量，以及因系统与外部物体 
和场的相互作用而进入系统的能量流，其形式是不同的，所以，作为一个基本的物理 
观点，应当存在一些特征，使我们有可能在宏观上区别能量的不同形式.其次，必须 
考虑能量从一种形式向另一种形式的转换. 

考虑一个由有限个主定参量表征的系统，例如一个连续介质微元，或者所有微 
元都完成相同过程的有限物质体 F (此时状态参量在该物质体中处处相同). 

我们将认为，只要给出一个微元的内部状态特征量 M 2 , • • • ，及其无穷小增 
量 d〆 ， d / i 2 , •••， d / i ' 据此即可判断从外部进入微元的各种宏观能量流的总量.这 
些能量流取决于增量 d〆 ， d / i 2 , • • • ， d〆 1 所对应的微过程，相关结果关系到从外部进 
入微元的各种能量流的性质，这些结果可以一一皞而言也必须——视为对模型性 
质的描述，这是在结构上建立一个模型最为重要的一环.为了确定一个模型，自然也 
可选取关于能量交换的其他一些结果（事实上也正是如此)，这些结果可以得自某些 
普适的或者该模型所特有的关系式. 

在力学中，对于进入微元的能量流而言，具有主要意义的通常是力学本质的能 
量流和热流，前者是宏观上的外质量力（体积力）和外面力对微元所做的功，后者是 
微元因热传导、辐射和其他一些机理而得到的能量.（这些能量流被微元释放或得到， 
相应能量能够在微元内部或外部互相转换 .） 

在许多情况下，还需要考虑电磁相互作用，还需要研究微元与外部介质因为一 
些更复杂的相互作用机理而进行的能量交换，例如分布面力偶的功，因为化学变化、 
结构变化和相变而导致的能量交换，等等. 

我们指出，当前正在研究选定的介质微元与周围介质之间进行能量交换的新的 
宏观机理.在微观层次上，乃至在宏观层次的许多情况下（金属的性质,低温下物体 
内部的相互作用，激光束与普通物体的相互作用，等等)，只有在量子力学的范畴内才 
能理解相互作用机理的本质，虽然这些相互作用所必须的唯象提法可以在牛顿力学 
范畴内的一些复杂的连续介质模型中给出. 

对于微过程 d〆 ， d M 2 , …， d〆 1 ， 从外部进入微元的全部能量流可以表示为 

cL 4 ( e )+ d <3 ( e )+ d 『， 

式中 cL 4( e ) 为宏观的外质量力和外面力的功， dQ ( e ) 为热流，而是从外部进入 
微元的因为不同于宏观力做功和热交换的各种相互作用机理而出现的能量流.例如， 
当考虑介质的磁化和极化所消耗的能量时，与电磁场的相互作用会导致最后一种能 
量流，此外其他一些原因也会导致这种能量流. 

依照主定参量组的基本意义和定义连续介质模型的一系列假设，对于参量的变 
化 d〆 ， d / A …， d ， 所对应的无穷小的微过程，可以对外力的元功写出以下 公式： 

cL 4 (e ) / i 2 , •••, fi n , k 1 , k 2 , •••., k m ) d ^\ (2.3) 
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式中，外力的功是通过所研究的微元的内部参量及其增量表示的.就本质而言，函数 
Pi 的形式与定义模型所必须的那些基本假设的提法有关. 

对于连续介质微元，可以把公式 (2.3) 看作以下公式的推广，如质量为 m 的质 
点以速度 v 运动的公式 

dA ( e ) = mt ， dv ， (2.4) 


或者任意有限尺寸的刚体的公式 

cL 4( c ) = mv*dv* Ap dpBq dq + Cr dr , (2.5) 

式中 m 是刚体的质量， V 是刚体的质心速度，洚丑， C 是中心主转动惯量, p ， q，r 是 
瞬时角速度在中心惯量主轴上的投影. 

对于理想流体，若压强以状态参量的函数的形式给出，则根据动能定理 （1.8) 可 
以写出 * 

= vdv -pd-. (2.6) 

dm p v / 

(2.3) — (2.6) 中的每一个关系式都可以视为 cM ( e ) 的定义，它是通过介质的内部参量 
表示出来的. 

介质微元与外部物体之间的能量交换依赖于外部条件.对于 dA ( e) ， 如果从进一 
步研究中知道了给出这种依赖关系的定律，上述每一个关系式就都可以变为用来确 
定一个具体过程中的参量值的方程.例如，对于质点，可以使用 cL 4 ⑷ 的一个不同于 

(2.4) 的表达式，即 

⑷ = F • dr, 

式中 F 是力.如果力 P 是己知的（己知质点与外部对象的相互作用机理)， （2.4) 就 
化为确定质点运动的方程.我们强调，表征所给模型的那些相互作用定律可以在实 
验观察的基础上建立起来，实验中要测量 (2.3) 的右侧，然后对观察结果进行相应的 
处理和推广. * 

根据一些物理特征，一般而言根据所研究介质模型的定义中包含的那些专门的 
物理假设,类似于 （2.3) 还可以写出 

dQ* = dQ( e ) + dQ** = m 2 , M n , k\ fc 2 , … ， 『 )(!〆• (2.7) 

例如，对于刚体或理想不可压缩流体，可认为 

dQ* = dQ( e) = C(T) dT, (2.8) 

式中 C(T) 是热容， T 是温度.式 （ 2.8) 可以用于在实验中确定 dQ ⑷ 的值.如果对 
dQ ^ 确定了传热定律，则当 dQ** = 0 时式 （ 2.7) 就化为一个传热方程. 

公式 （ 2 .3) 和 （ 2.7) 在更一般的情况下是很复杂的.例如，对于黏性流体，在 （ 2.3) 
的右侧有某一项取正值，而同样的一项也出现在 （ 2.7) 中，但是取负值.这一项对应 
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黏性应力的耗散功，内力的这种功转化为热（详见本章 §7). 当微元中的能量从一种 
形式转化为另一种形式时，这样的状况是很典型的.从以后的内容可知，和巧+仏 
所表示的量具有最重要的意义. 

能量流 dQ \ dQ ⑷和 dQ - •同宏观外力的元功 cU ( e ) —样，在一般情况下都不 
是某些函数的微分，它们只是无穷小量而己. 

假设有一个过程在状态空间中从状态参置值为的点4沿 
一.热曲线&移动到状态参量值为 〆 的点 s ( 图叫.我们引入 

系统在该过程中从外部得到的总能量流的概念，它显然等于 


A ⑷ + Q 



Pi dfi 1 + 



Qi d/z*, 


(2.9) 


AB {^) 


AB(^r) 


并且初步看来，它应当与过程有关，即依赖于状态空间中的积分路径义 i . 

热力学第一定律或能量守恒定律可以 
表述为：不可能实现第一类永动机.第一类 
永动机是指一种循环运转的机器，它能够提 

供有用能量而不使用该机器之外的任何能 / / 

量源. J J 

这个结论应当视为被所有已知的实验 / 

数据所证实的一个定律. 〆 


W ) 









现在，设系统完成了一个循环，例如 C . 图 29 用 于表述 能童守 恒定律 

那么，热力学第一定律或能量守恒定律归结 

为如下 结论： 一个系统在完成任何可实现的循环后，从外部进入系统的总能量流等 
于零，即 



(Pi + QOV 


( 2 . 10 ) 


由此直接可知，从外部进入系统的总能量流 （2.9) 与过程戈 i 无关，它只与系统 
的初态和终态有关.事实上，除了所研究的任意过程名，在状态4和石之间再引 
入另外一个过程爲，以及从状态 B 到状态 A 的过程义过程名2和⑽组成 
封闭的循环，所以从能量守恒定律立刻可知 


4( e > 十 



{Pi + Qi ) d // 1 



(Pi^Qi)d^ = - /(P. + QOV- 



^1 




系统的总能量因此，若系统的初态 a 是固定的，则对于所有可实现的过程来说，从 

外部进入系统的总能量流只与系统的终态有关，即 

A ⑷ + Q * = #( 〆 ， …，…卜⑽，…，必， 


式中 S 为系统状态参量的单值函数，称为系统的总能量.所以由热力学第一定律可 
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知，存在一个状态函数 <( 〆 ，// 2 ,…，，)，其全微分对于可实现的过程来说等于宏 
观的外质量力和外面力的元功 ( L 4( e > 与从外部进入系统的其他形式的元能量流 之和: 


d# = cL4 (e ) + dQ* = (Pi + Qi) d〆 (2.11) 

容易看到，在确定系统的总能量 •••, 时会相差一个常量一在系 

统初态的值. 

若已知进入一个系统的外部能量流，则热力学第一定律 (2.10) 可以作为确定系 
统总能量#的基础.相反，若通过某种途径知道了总能量，则能量守恒定律可以用 
来说明所研究的微元与外部物体相互作用的机理，即用来确定 d ^) + dQ *. 

为了确定系统的总能置，( 〆 ,•••，，)，一般而言需要知道函 数巧和 Qo 根据 
式（2.11)，巧和仏不可能是状态参量的任意函数. 

事实上，把 (2.11) 改写为以下 形式： 


+ Qi 


-0) ^ 


( 2 . 12 ) 


若系统是完整的，即所有 d / z 1 ， d / x 2 , …， d〆 1 都是独立的（例如 参量 〆 中没有对 
时间的连续若干阶导数)，则从 (2.11) 可知巧+ (^ = d ^/ d ^ L \ 因此巧+ 应满足 
可积条件 

d(Pj -h Qi ) _ d ( P k + Q k ) 

~ dj? ~ 一 ~ dj? ~• (2J3) 

对非完整系统可以写出 


Pi + Qi 


dfl 


:+ 丑 £• 


对于所有满足热力学第一定律的过程，量反应当满足等式 


Ri = 0, (2.14) 

即°对于所有可实现的过程，戊在能量平衡中并无贡献.不过，凡本身可能不等于零. 
对于某些重要的情况，可以指出 D 满足条件 （2.14) 的函数尺的一般形式. 

对于非完整系统中可实现的过程,应当成立以下条件来取代条件 (2.13): 


8{Pi + Qi - Ri) 

dfl k 


d(P k + Qk — R k ) 


Rid ^ 


(2-15) 


我们指出，因为式 （2.13) 或 （2.15) 是对于可实现的过程而言存在满足式 (2.11) 
的函数#( 〆 ，••_,，）的充分必要条件，所以它们也可以视为能量守恒定律可能的表 
述之一. 


条件 （2.13) 或者可以在确定 Pi + Qi 时用来检验实验结果，或者可以用来减少 
实验测蛩的次数.在后一情况中 ， Pi + Qi 中的某些量通过实验确定，其他量则按照 

” 见 : Sedov L. I. Some problems of designing new models of continuous media. Proceedings of 11th 
Congress of Applied and Theoretical Mechanics, Munich, 1964. Berlin: Springer, 1966. 9 — 19 页 . 
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(2.13) 计算出来. 

前面引入了函数 v 2 /2 — 

等于函数皮——微元的总能量.令 D 


系统的内能 


介质的动能密度.一般而言， v 2 pdr /2 并不 



(2.16) 


式中是状态参量的标量函数，称为内能密度，或质量内能，或比内能，即单位质量 
的内能 2 ).就像系统的总能量€那样，质置内能 C / 只会确定到相差一个常童，并且 
对于每个热力学系统都存在内能. 

如果可以认为空间和时间是均勻的，质量内能1/就不显式地依赖于空间和时间 
坐标.均勻性的含义是，在空间的所有点和所有的时刻，所给热力学系统中的过程在 
相同的外部条件下都以相同的方式进行. 

总能量与内能既可以对整个物体引入，也可以对其单独的各部分引入.物体的 
有限的一部分或整个物体，其内能一般而言不具有可加性，即整个物体的内能不等 
于组成该物体的各部分的内能之和. 

例如，如果考虑与表面张力有关的能量，则当其他条件相同（温度等相同）时，两 
个小水滴的内能并不等于质量为两个小水滴质量之和的一个大水滴的内能 3) 4) .物 
体各部分之间按照万有引力定律而相互吸引，显然，与此有关的内能也是不可加的. 

但是，在许多情况下可以认为内能是可加的，例如,不必考虑表面张力的水或者 
满足胡克定律的弹性体就是如此.若内能是可加的，则任意有限物质体 K 的总能量 
由以下公式 定义： 



V 


- 下面的讨论基本上是对介质微元进行的，所以无论内能是否具有可加性，这些 
讨论都成立. 

我们指出，内能的概念以及热力学的所有其他关系式和概念在研究连续介质运 


D 对于混合物，应令 




+ U 



参见： Woods L. C. The Thermodynamics of Fluid Systems. Oxford: Clarendon Press, 1975 (第九章 

§53). 不过，在包括本书在内的许多文献中仍然采用 (2.16) 来定义内能，这相当于认为扩散动能包 
含在内能之中或者可以忽略.——译注 

2 ) 国家标准按 ISO 国际标准将内能改为热力学能 (thermodynamic energy), 以强调它完全是从 
热力学角度宏观分析系统与外部环境之间的功与热的关系而提出的.——译注 

3 ) 这里预先对以下一些可能出现混淆的地方进行说明是有益的.如果考虑原本分开的具有相同 
温度的两个液滴缓慢融合为一个液滴的自发过程，则根据能置守恒定律， 一 个静止的大液滴的内 
能自然将等于原先静止的两个小液滴的内能之和.然而，此时一个大液滴的温度将髙于两个小液 
滴在融合前的温度. 

4 ) 注意质量内能 C / 无法描述与表面张力有关的内能（表面能).——译注 
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动的一般情况下是必须的，但也存在连续介质的一些个别例子，例如在第四章中所 
列举的，这时并不需要内能的概念来封闭描述连续运动的方程组.在研究理想不可 
压缩流体的机械运动时，并不需要以显式的形式给出内能的概念.在弹性体理论中， 
如果不考虑热效应的话，没有这个概念也是可以的. 

这样，表达能置守恒定律的普适关系式可表示为： 

能迅寸但疋痒的万桂 

dE + dU m =^ dA ⑷ + dQ (e) + dQ *\ (2.17) 

士中 dt / m 为所研究的物体的内能的变化, d 五 为其动能的变化， cU ( e ) 为宏观外力的 
元功， dQ ^ 为从外部进入物体的元热流， dQ - 为从外部进入物体的其他一些形式 
的元能量流，它既不同于宏观机械力的功，也不同于热. 

把上述关系式与表达连续介质动能定理的等式 (1.6) 相减,得方程 

= — cL 4 ⑴ + dQ ( e )+ dQ **， 或 d[/ m = _ d >^)+ dQ % (2.18) 

它称为热流方程.这个方程可以代替能量守恒定律. 

如果一个过程非常平稳，以至于加速度可以忽略，则 d 五= 0,所以，对于这样的 
过程,可以认为外力的功与内力的功大小相等而符号 相反： 

< L 4( e ) = -dA ⑴. 


因此，对于这样的过程,例如准静态过程热流方程还可以写为以下 形式： 

dC/ m = cL4( e )+dQ' 

热流微分方程既然对于通过想象取出的任何连续介质物质体都可以写出热流方程 

(2.18), 现在我们就对连续介质微元写出该方程.对于质量内能 C /， 
有（假设极限存在） 

U= lim 》， 

△ m—o Am 

对微元则有 dU Am = AmdU. 类似地引入进入单位质量介质的能量流 2 ) 

扣 ⑷ = lim d 广 =lim 

△m—0 l\TJI Am—>0 A771 


用 Am 除 (2.18) 并让 Am 趋于零，再考虑到内面力的功的密度等于 - l - p i ^ jVi dt } 
我们把热流微分方程写为 P 


dU = -p ij Vj Vi dt -h dg ⑷ + dq*\ 


(2.19) 


准静态过程 ( KBa 3 MCTaTHHecKHtt npouecc ) 与平衡过程 (paBHOBecHtifl npouecc ) 是同一个概 

念，其定义见本章 §3. —译注 


2 > 原文在这里使用记号 dg ， 但后面有时使用扣 ⑷， 所以译文统一使用记号如⑷来表示进入单 
位质量的介质的外部 热流. 需要强调的是，对介质微元而言，外部热流也包括来自相邻介质微元的 
热流，因为所有相邻的介质微元这时都属于外部对象.一译注 
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由变形理论可知 u ，应变率张量的分量表示为 

+VtVj) = - 智， 

并且如果初始状态的度规与时间无关，则 dt = diij , 此时应变张量分量的微 
分是在随体坐标系中确定的.所以，热流方程在 = ^时可以具有形式 

dU = - p^diij -1- 咖⑷ + dq * m . (2.20) 

在随体坐标系中确定的应变张童分量的微分也像应变张量的分量本身那样 
可以在任何任意的坐标系中进行研究.我们把张量在任意坐标系中的分量记为 

dt 在任意坐标系（非随体坐标系）中，这样引入的分量 dy 将不是应变张 
量 在此坐标系中的分量的微分.注意到这一点后，方程 (2.20) 在任意坐标系中就 
可以写为 . 

dU = ; p v deij + ⑷ + d〆 *， ， (2.21) 

式中 dey = eij dt . 对于连续介质各种运动的每一个状态，量以及 dC /， 扣⑷和 
df 所依赖的那些主定参量的增量在已知的限度内能够任意取值.这是因为，方程 
(2.21) 不含外质量力，也不显式地依赖于边界条件和其他外部条件,而这些条件可能 
是各种各样的，它们对方程 (2.21) 中的主定参量的增量有巨大影响.与此同时,方程 
* (2.21) 是对所有可能的过程都成立的一个普适方程. 

在所有可能的过程中，相应主定参量的微分是线性无关的，与此相关的这种任 
意 性可以用来从 （2.21) 这一个方程得出若千个状态方程类型的方程. 

§3. 热力学平衡 • 可逆过程和不可逆过程 

热力学平衡众所周知，我们可以研究刚体的平衡.我们说， 一 个物体相对于所用参 

考系处于力学平衡态，如果它在所有外部条件都保持不变时能够永远 
处于这个状态. 一 个系统的热力学平衡态是指这样的状态，这时系统内部状态的所 
有特征量（包括力学特征量）在外部条件不变且没有外部能量流和质量流时能够任 
意长久地保持不变的值.在状态空间中，热力学平衡态表示为一个点.对于系统的一 
个微小部分来说,热力学平衡态与存在温度这一特征量有重要的联系. 

此外还应当附加说明的是，还存在许多与非平衡态的描述有关的参量（弛豫时 
间 2 )，混合物中的激发态浓度，混合物组元的各种“温度”，等等)，它们对平衡态来 
说不在重要参量之列.如果主定参量中有对时间的随体导数，则这些参量在平衡态 
下等于零.定义平衡态的条件应当只包含表征该状态的那些参量. 

参见第二章 §6. 

2) 处于热力学平衡态的系统受到外界瞬时无穷小扰动后，经过一定时间必能回到原来的平衡态， 
系统所经历的这一段时间称为弛豫时间.——译注 



第五 S 热力学的基本概念和方程 


有可能出现这样的 倩况： 一个物体在整体上并不平衡，但它的一些部分却处于 


平衡态. 


平衡过程和非平衡过 
程 


热力学过程既可能进行得很快，也可能进行得很慢.可以研 


究这样一种极限情况，这时过程进行得如此之慢，以至于其 
中所有参量的变化率都是无穷小量.在状态空间中，这样的 
过程表示为每个点都是平衡点的曲线.每一个中间状态都是平衡态的无限缓慢的过 
程称为平衡过程.在描述平衡过程的关系式中，参量变化率的值是无关紧要的，但是 
主定参量的变化方向在一个平衡过程中可能非常重要. 


以有限的速度进行的过程（如果速度对物理关系有影响）称为非平衡过程. 

当我们说一个系统正在完成某个过程的时候，我们的意思是一个确定的物质对 
象的状态参量正在发生变化，即我们在使用拉格朗日观点.显然，在介质运动时，平 
衡过程和定常过程的定义一般是不同的.一个过程可能既是定常的，同时又是非平 
衡的，即系统的所有状态参量在几何空间的给定点不随时间而变化（咖 y 狁= 0)，同 
时系统具有对介/质微元中的过程产生影响的有限的参量变化率 ( dfi k /dt ^ 0). 

从某个状态 a 向状态 b 进行的过程称为可逆的，如果对于 
桂 W 柯 ㈣ 每个中眺态， 轉柳轉 ㈣ 神贿方程在这些職 

改变符号后仍然成立.因此，如果某一系列状态在状态空间 
中组成可逆过程，则系统沿正向和逆向都可以经历这一系列状态，并且每一小段路 


径所对应的外部能量流 d / e )， dQ ( e ) 和 dQ ** 在正向和逆向过程中只是符号不同而 
已.如果一个过程不具有这样的性质，它就称为不可逆的. 


我们指出，在不可逆过程的主定参量中，表征某些主定参量的变化方向的那些 
量非常重要，而热力学参 fl 的变化方向对可逆过程则是不重要的.通常会研究一些 
同时是平衡过程的可逆过程，但是也可以研究那些不是由热力学平衡态组成的可 
逆过程. 


现象的可逆性与不可逆性的概念具有重大价值，在自然科学中得到广泛应用.这 
些概念的特点突出而且重要，各种各样的微观和宏观现象中的流变学定律和其他一 
些物理学定律的本质都是由这些特点决定的. 

容易看出，在质点系的分析力学中，系统的所有运动都是可逆的，这时只要把速 
度方向变为相反方向，所有作用力就都不发生变化.例如，当所有作用力只依赖于系 
统物质点的坐标时，就会出现这种情况.如果运动可逆,则系统的所有点都能够沿着 


U 平衡过程与可逆过程的概念在一般情况下是不同的.然而，无限缓慢的平衡过程可以视为可 
逆的，如果在主定参 ffi 之间的有限关系式中，不但速度不重要，而且主定参量的变化方向也根本不 
重要（它们不是重要因素). 

另一方面，对于系统整体而言，不可逆过程的一个例子可以是在静止介质中由热传导引起的 
定常热交换，这时所有介质微元的状态可以视为平衡的.尽管这时有温度梯度，而这正是非平衡态 
的特征,但是在物理上无穷小的微元中，温度沿空间的变化量相对于温度本身来说一般很小，所以 
可以忽略不计，就像在建立模型时一般忽略掉我们认为不重要的各种影响那样. 
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自己同样的轨迹以同样大小的速度正向和逆向运动. 

例如,天体运动在只考虑牛顿万有引力时就是可逆现象.在微分方程组的柯西问 
题中，如果保持所有天体的初始位置和初始速度的大小不变，而仅仅把速度方向变 
为相反方向，我们将得出，在问题的解中，过去与将来调换了位置 .. 

在所研究的宏观系统中，如果作用力和相互作用特别依赖于状态参量变化率的 
方向（例摩擦力)，相应现象就是不可逆的. 

我们强调，可逆和不可逆现象都有可能由物质微元的一系列非平衡或平衡态组 
成.以后将通过在具体的连续介质模型中出现的一些现象来说明这个结论. 

我们还指出，对于有限大小的物体，现象在整体上的不可逆性可以与组成该物体 
的所有物理上无穷小的微元中的可逆过程同时存在. 

严格地讲，宏观尺度下的所有真实过程都是以有限的速度进行的，其方向非常 
重要，所以它们其实都是不可逆的，但是在应用中可以把许多过程当作是热力学可 
逆的. 

从实践观点和理论观点来看，在多应用中可以利用可逆过程来建立实际现象 
的模型. 


. 例如研究表明，有时甚至连气体微元从火箭发动机喷口喷出 

这种髙速进行的过程也可以大致认为是可逆的，这时，气体微 
元在千分之几秒量级的时间内就从它们在火箭发动机燃烧室 
中实际上处于静止而压强达70 atm 量级的状态，变化到在自由空间中以 3000 m . s - 1 
量级的速度运动但压强基本为零的状态.当火箭在髙空飞行时，正在工作的火箭发 
动机中的气体就是这样运动.在这个过程中，温度不同的气体微元之间来不及进行热 
量交换，但是微元的热力学特征变量之间的关系实际上与平衡态下的情况是相同的. 


平衡态与最概然态 


考虑作为分子微观运动相应特征量的统计平均值而引入的某 


组宏观状态参量，例如温度 r 和密度显然， T 和 p 的每个 
具体值可以对应微观运动特征量的许多种分布.结果表明，宏观参量的^^衡值对应 
着可能的不同微观状态的最大数目.所以，如果让一个热力学系统自然演化，则在它 
可能达到的所有状态中，平衡态是最概然态.因此，所有孤立系统或者已经处于平衡 
态，或者趋于平衡态. 


微观特征量，平均量 
的概率和不可逆性 


我们还指出，所有已知的描述基本粒子的运动和相互作用的 
微观定律，例如牛顿万有引力定律和基本相互作用定律，都是 
可逆的.不可逆性只是因为对大量粒子才成立的一些统计定 


律而出现的.我们能够引入一个简单系统来替代粒子数目巨大的复杂系统（一般而 
言只是近似地知道其相互作用定律和初始条件)，且该简单系统仅由数目不多的与最 
概然态有关的一些宏观特征量来描述，不可逆性仿佛正是为这种可能性付出的一种 
代价. * 


因为在实际上很小的区域内有大量粒子，.所以概率分布具有非常陡的峰，这表 
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温度的概念 


示有可能使平均量只取完全确定的值. 

在不可逆过程中，概率分布本身一般与时间有关. 

温度是物体状态的基本特征量之一.在我们的日常生活中，对物体温度 
最初的认识直接与感觉联系在一起.我们说物体 A 的温度比物体 B 
高 （ A 〉 G )， 如果在物体4与物体 B 接触时热量必然会从物体4传向物体若 
处于热力学平衡的两个物体接触后不出现热流，则它们具有相同的温度.由实验可 
知，如果使任意两个物体>1和 S 接触，然后让这个系统自然演化，则其中发生的过 
程将以物体乂和 B 的温度相等为结果.根据这一事实，我们能够制造出温度计一 
可以用来在数量上测量温度的一种仪器，它有某种温标，例如摄氏温标的特征点是 
水在1 atm 下的沸点和凝固点. 


在分析力学中，温度的概念对自由度不大的系统是没有意义的.在实践中可以 
认为，凡由大量粒子组成的各种物体都具有温度. 

与质点和刚体力学不同的是，在连续介质力学中一般而言不能回避温度的概念. 
因为在热流方程和能童守恒定律中都有外部热流 dq ^ 的表达式，所以必须研究热 
fi 传递的机理，从而必须引入温度的概念.尽管对温度这一概念的详细而深入的研 
究涉及对分子动理论的研究，但是应当指出，在科学中很早就己经有了关于温度及其 
测量方法的相当完善的概念，这是独立于统计物理学中对温度的深刻理解而出现的. 

我们将在§5中阐述一个优美的热力学宏观理论，该理论以热力学第二定律为 
基础，对物体的热力学平衡态给出了绝对温度的严格定义. 

由分子动理论可知,温度 r 可以引入为正比于分子的无规运动在一个自由度上 
的平均能量的一个量.如果不同种类的基本粒子具有不同的平均能量，或者，如果同 
类粒子在不同自由度上具有不同的平均能量，则在进行得足够慢的过程中，粒子的 
相互作用将使这些平均能量相同.而在明显表现出非平衡性的过程中，宏观微元内 
部不同种类的粒子之间来不及进行能量的统计平衡，所以宏观微元的整体温度的概 
念就失去其基本意义了. 


在非平衡的情况下，一种介质有时可以有几个温度，例如分子的振动温度、旋转 
温度和平动温度，它们分别对应着相应的振动、旋转和平动自由度，又如等离子体的 
离子温度和电子温度，如果离子和电子分别处于平衡态，等等. 

当一个物体的很小的部分达到热力学平衡时，其局部微元的温度是单值确定的 
然而即便在这种情况下，温度的概念对有限大小的物体也可能是没有意义的，如果 
物体的不同部分之间没有达到热平衡. 


例如，怎样理解地球的温度呢？在不同时刻可以讨论热带、温带、极地乃至地球 
中心的温度，但是地球整体的温度是难以定义的，即使定义出来通常也毫无用处. 

人们通常考虑物体中一些足够小的部分的温度并研究物体内的热流.实验表明, 
在许多实际问题中经常可以假设系统内体积很小的局部区域是热力学平衡的 1) .在 


这个假设通常称为局域平衡假设.——译注 
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应用中，导致非平衡性和不可逆性的原因经常仅仅是物体的体积较大，这时温度和 
其他一些热力学特征量（如混合物化学组元的浓度等）按照物体微元的分布是不平 
衡的. - 


§4. 双参量介质 • 完全气体 • 卡诺循环 

一种介质，若其所有热力学函数只依赖于2个热力学状态参量，我们就称之为 
双参量介质.如果这2个参量是压强 p 和密度 p , 则该介质的质量内能应当通过它 
们表不为 C/ = U(p, p). 


理想气体的热流方程(^),则内面力的功与质 S 之比 
m ，% /，L ^具有 （1.7) 的 形式： 

dm E p 

而热流方程在 df = 0 的假设下写为以下 形式： 

dU -\-pd- = dq^ e \ (4.1) 

P 

完全气体的状态方程在完全气体中，密度与温度由克拉珀龙方程联系 起来： 

p = pR7\ (4.2) 

式中 i? 为某个常量，称为气体常量,它对不同气体是不同的.像 (4.2) 这种类型的把 
介质的压强、温度、密度以及其他一些可能的特征量联系在一起的方程称为状态方 
程.对于空气 


287.042 


•K 


可以由以下等式引入（对所有气体都相同的）普适气体 常量价 与玻尔兹曼常量 it : 

R Ro k 

式中 m 为分子的平均质量 , i 为气体的平均摩尔质量，它由以下公式 确定： 

N 

= njMi + n 2 M 2 + • - 4- u n m n = y^njMj, 

t=i 

式中 n 为给定区域中由 iV 个组元组成的混合物的物质的量，和 M 分别是单独 
种类气体的物质的量和摩尔质量， 


Ro — 8.3144 J - mol— 1 • K 


1.38 x 10 一 23 J-K" 1 . 


完全气体的内能完全气体可以定义为分子只在碰撞时才相互作用的气体，所以可 

以认为，单原子完全气体的内能就是诸原子无规运动的动能之和, 
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对于质量内能可以写出 



(M 是诸原子的总质量， mi 是单个原子的质量， A 是单个原子相对于它们总的质心 
的速度， 7V 是所考虑的微小区域中的原子数目).如果认为气体的所有原子均相同， 
则 M = Nm , 于是 

U = -^ + const, 

式中为原子在无规运动中的速度的平方的平均值.温度是作为原子的无规则 
热运动在一个自由度上的平均能量的特征量而定义的，由此可把质量内能表示为 


U = c v T 4- const, (4.3) 

式中 cv 表示 t4 ean /2 与: T 之间的有量纲的比例系数. 

以 (4.3) 的形式给出内能^ 再加上克拉珀龙方程，这就固定了一个确定的连 
续介质模型，即所谓完全气体.与实验数据的对比表明，这个模型足够好地描述了实 
际气体在通常条件下的运动. * 


定容热容，定压热容 
与迈耶公式 


对于理想的完全气体中的定容过程 （d(l/p) = 0)，由热流方 
程 （4.1) 易得 (dg( e ) V =const = dU = c v dT， 或 


^ <v ， 



即是在体积保持不变时使单位质量介质的温度升高 1 °c 所必须的热盘，所以 
称为质量定容热容 2 ). 

对于理想的完全气体中的定压过程，从热流方程得 

(dg ⑷) p = con st = d/7 + pd- = c v dT + = (c v + R) dT. (4.4) 


在压强保持不变时使单位质量介质的温度升高 1 °C 所必须的热量称为质量定压热 


容，用 Cp 表示: 



所以，从 （4.4) 可得以下 公式: 


Cp — Cy = R. 


( 4 . 5 ) 


此公式称为迈耶公式，它把完全气体的定压热容、定容热容和气体常量丑联系起来. 


D 文中经常省略“质量”二字，如质量内能简称为内能.——译注 
如果粒子在碰撞时其数目发生变化，则公式 （4.3) 可改为 （/ = fc v ( T ) dT . 
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热流方程在一般情况下含有外部热流初 ( 吃在某些情况下，热流方程可以用来 
确定所需要的或者所产生的热流，只要连续介质的运动和状态序列己经给出.在求 
解介质的运动和状态的题目中，必须有用于确定外部热流规律的有关结果. 

吸收或者释放热量可能是由不同的物理现象决定的.在应用 
中最重要的一些输送热量的物理机理 如下： 

一、 热传导.这是介质中直接接触的部分之间进行热量 
交换的现象,是因为组成介质的分子、原子、电子和其他粒子在热运动过程中进行力 
学相互作用和碰撞而产生的.因热传导而发生的热量传递与温度在物体中的宏观分 
布不平衡有非常密切的关系. 


向介质输送热量的物 
理机理 


二、 热辐射与辐射的吸收.这是因为组成介质的基本粒子（分子、原子、电子等) 
的可能状态发生变化而导致的一种现象. 

三、 电的一些耗散过程所引起的热量释放，例如电流通过时在物体内释放出的 
焦耳热. 


利用热流方程以及热流的规律来解决具体问题，这在数学上通常是很困难的.在 
应用中经常采用一些额外的假设，例如下述理想过程得到了广泛的应用. 

(1) 没有外部热流，且相邻微元之间也没有热交换（即咖⑷= 0) 的过程. 
^ ^ 这样的理想过程称为绝热过程.研究与外部热环境隔绝的物体，或者研 
究髙速发生（但有时仍然可逆）以至于热交换来不及明显表现出来的过程，都关系到 
绝热过程的概念. 


等温过程 


(2) 另外一个例子可以是这样的理想过程，其中因热传导或辐射而发生的 
热交换如此强 烈，, 而状态的改变又如此缓慢，以至于系统所有组成部分的 
温度都可以认为是不变的.这样的过程称为等温过程. 


等温过程的方程具有以下形式: 


该方程与介质的状态方程一起可代替热流方程，一般而言，这大大简化了从理论上 
求解介质运动的问题.此时,可以从热流方程计算应当向介质的每个元输送多少热 
量 dQ^ 才能实现等温过程. 

我们指出，条件 dT/dt = 0表示温度仅在介质的每一物质微元中不随时间变化, 
此时不同物质微元的温度可能是不同的.不过，说到等温过程，人们也经常假设温度 
对空间和时间都是不变的，即 : T = const . 

最后，若物廣微元的温度可能随时间变化，但所有微元的温度都相同，这样的过 
程有时也称为等温过程.此时，为了代替等式 dT/dt = 0,应假设成立条件 


gradT * = 0 或 T = f{t). 

因为等温过程存在不同的定义，所以为了避免出现由此可能产生的某种混淆，对 
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_图 30. ( a ) 完全气体的等 温线； （ b ) 完全气体的等温线与泊松绝热线的相互位置 


问题的提法显然应有清晰的理解. 

TFFQ?Q (3) 作为限定一种过程的关系式，对于双参量连续介质可以直接取密度与 
/ 压强之间的某种关系来代替热流方程.如果此关系对所有物质微元都相 

同，这样的过程就称为正压过程. 

^ 例如，一种过程称为多方过程，如果成立等式 

多方过 

P = Cp n y 


式中 n 是一个常数——多方指数， C 是某个常量. 

对于给定的关系 P = f( P \ 利用热流方程易求保障此关系存在的外部热流值. 
对于完全气体和多方过程，当 n > 1时从热流方程求出 


dg ⑷ = d(7 + Cp n d- = CydT- 

P 


dRT 
n — 1 


因为只是常量，根据迈耶公式 R = c p - c v , 由此可得一个简单的热流 公式: 


d g(e) = Cv ^ Z£ pl C V dT 


c + dT . 


n 


若 n > cp/cy > 1, 则温度的提禽 dT > 0 关系到热量的吸收.若 1 < n < Cp/c v , 则当 
dr > 0 时扣⑷ < 0,因此温度的提高伴随着热量的释放.若 n = Cp / cv , 则扣⑷ = 0, 
即这样的多方过程是绝热过程.上述性质表示多方指数 n 的物理意义. 

考虑由状态参置 p 和 K = 1知给出的一种双参量介质（例如完 
全气体）的状态空间.在这样的介质中，包括温度在内的所有热 
力学函数都应当是 p 和 1/ p 的函数.现在我们将用字母0表示温度， 


完全气体的等温线 


汐=沒 f P ， 


P 


我们来研究在这样的介质中进行的等温（<9 = const ) 平衡过程.在状态空间 （ p , 1/ p ) 
中作曲线 (9 = const (等温线，图30⑷). ' 
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W 在国家标准中7称为质量热容比.一译注 


在完全气体的情况下，平面 ( p ，1/ p ) 上的等温线显然是双曲线 


const • 


(4.6) 


我们总是可以从热流方程 


dU + pd- = dg ⑷ 

P 


来计算等温过程中系统所必须吸收的热流 dg (吃对于理想的完全气体，该热流等于 

完全气体在等温膨胀时> 0,在等温压缩时 dq ^ < 0. 对于任意的气体，平面 
( p , 1/ p ) 上等温.线的形状取决于状态方程的形式. 

我们指出，例如，水的沸点与凝固点所对应的点可以位于同一条等温线0 = const 
上，因为水沸腾与凝固的温度取决于压强. 

容易看出，热流方程在绝热过程 ( dq ^) = 0) 的情况下具有以下 形式： 


泊松绝热线 


dU + pd - =0. 

P 


(4.7) 


如果己知内能 [/( p ，1/ p ), 由此就可以求出在连续的绝热过程中 p 对 p 的依赖关系. 
对于完全气体，式 (4.7) 的形式为 




或者，若引入比值 7 = %/ c v ， 则 




+ pd - 


从而 


-dp + jpd - = 0. 

P P 


积分后得 


P 7 


const . 


(4-8) 


平面 （ p ，1/ p ) 上的这条曲线称为泊松绝热线,而 7 = c p / c v 称为绝热线指数或泊松 
系数1经过状态平面 （ p ，1/ p ) 的每个点 P Q ， l / p Q 显然可以引一条等温线 （4.6) 和 
—条绝热线 （4.8). 

^ ^ i/ P ) 

的每个点的相互位置是怎样的.对于经过点 Po , 1 M ) 的等温 
' 线上的点，我们有 


I 4 

ol o 

PI P 

II 

pl P 
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沿经过同一点的绝热线，则有 

足=咢，即^ 

P 1 Po Po \PoJ 

绝热线指数 7 = Cp / Cv /> l , 所以当 p / p 0 <l 时 Pisoth > Pad ， 当 p / p 。〉 1 时 Pisoth < Pad > 
即在平面 （ P ，1/ p ) 上的点 p Q ， l / p Q 的右侧，等温线在绝热线的上方，而在点 p Q ， l / p Q 
的左侧，等温线在绝热线的下方（图 30( b )). 

我们指出，等温线和绝热线的这个性质是对完全气体确立的，它对许多其它的 
介质也保持不变.然而，例如，它对温度为+4的水却不成立 W . 

系统所做的功我们再次强调，如果给出关系 ^ 即给出平面 （ P ，1/ P ) 上的一条曲 

线，就总可以计算出内力的功/ ^ di . 这意味着，对状态平面上的 

J P 

点山与历之间的任何 过程名 都可以计算出内力的功 Jpd -. 但是在无穷缓慢 

的过程中，内力的功与外力对系统做的功大小相等而符号相反，或者，内力的功等于 
系统本身对外部物体做的功 2 ).因此，在平面 （ p ，1/ p ) 上沿路径％计算的积分 



AxByi^) 


当 A > 0时是热力学系统在平衡过程名持续的时间内对外部物体做的功的总和， 
或者，若4 < 0,这个积分是外力为了实现过程名而应当对系统做的功的总和. 


从外部向系统输送的 
总热流 


类似地，对于任何过程 ^(p = p ( l / p ))， 如果已经给出介质的 
内能 （ t / = U ( p y l / p )), 就可以计算出实现过程名所必须的 
总热流 


Q {e) = J dQ ⑷， 

AiBi(jSfi) 

它是从外部介质向系统输送(若 Q ⑷ > 0) 或者从系统向外部介质释放(若 <5( e ) < 0) 
的热流.由热流方程， 


B l 

Q {e) = J + pdij m = J dU m - A = U m B l - U mAl -f A. 

AxBri^) Ay 

1〕 对于水，导数在温度髙于 4-4 °C 时为正，在温度低于 +4 °C 时为负，在温度等于 

+4 '°C 时 为零. 十 4 °C 所对 S 的等温线与绝热线重合,而把髙于 +4 °C 的等温线与低于 +4 °C 的等 
温线连接起来的绝热线是不存在的（例如，参见： PyMep IO . B ., Pubkhh M . III . TepMO ^ HHaMM ^ a . 
CTaTHCTH'iecKafl (|) H 3 MKa h KHHeTHKa . 1. MocKBa : Hayna , 1972. r ； i . 1， §17). 

2 ) 得自力的作用与反作用定律.这时，该系统的点和同它发生相互作用的外部系统的点在二者 
的公共界面上具有相同的位移.当在这些位移上存在间断时，总的能量流还将是相同的，但力的功 
所对应的能量流一般将是不同的（关于间断的情况，参见298页，以及171页的例子). 
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⑻ （ b) 


图 31. ( a ) 卡诺 循环; （ b ) 按照卡诺循环运行的热机 

卡诺循环我们来考虑下面这个封闭且可逆的平衡过程，这一重要过程称为可逆 

卡诺循环.设完成这个循环的工作物或介质是一种完全气体，或者是由 
参量 P 和 1/ p 决定的任何另外一种双参量介质 1 气体从状态空间中的任意一点 
M ( p 0 , l / p Q ) (图31⑷）沿等 温线心 = const 无穷缓慢地膨胀至状态 TV , 然后绝热膨 
胀至温度为 (< 化）的状态 X ，再从 K 等温压缩至状态 P ， 最后可以沿绝热线重 
新返回初始状态 M . 

按# 卡转完成卡诺循环的系统称为热机.例如，可以通过以下方式在 

聽中实職种雛.取-些温 度为&的气 讎人-个两端 
° 封闭的圆柱形容器中，容器的一端是静止的固壁，另一端是 

运动的活塞，且活塞在初始时刻处于平衡态（图 31( b )). 首先应使容器中的气体在 
0 i = const 时从 M 膨胀至 JV . 为此，设想容器侧壁与活塞是隔热的，而导热良好的 
底部位于一个温度化保持不变的加热器——热库之上.我们将逐渐从活塞卸掉无 
穷小载荷，使活塞无穷缓慢地上升，以便气体的温度彡来得及与热库的温度仏平衡， 
从而使气体的温度在活塞上升的所有时间内都等于此时气体发生膨胀，气体的 
压强 P 减小，体积增加.用这种方法达到状态 W 后，我们将容器与热库分开，并增加 
一 块隔热板覆盖在容器底部，然后再连续地从活塞卸掉无穷小载荷，使气体绝热膨胀 
至状态此后，我们重新把容器放到 温度為 保持不变的热库上， • 并开始无穷缓慢 
地增加活塞的载荷，使气体压缩至状态 P . 这时气体的温度显然有升高的趋势，但我 
们利用温度为的物体来降低这个温度，其作用此时已经不是加热，而是冷却.达 
到状态 P 后，我们继续无穷缓慢地增加活塞的载荷，但通过绝热的方式来压缩气体， 
直到载荷增加到其初始值，我们就回到状态 M . 用这种方法组成的卡诺循环不但可 
以沿一个方向 ( MNKPM ) 进行，而且可以沿另一个方向 ( MPKNM ) 进行，它是一 
个理想化的进行得无穷缓慢的可逆循环. 

在一般情况下，既可以研究可逆循环，也可以研究不可逆循环.在可逆卡诺循环 

1} 可以使用等价的量 K = m / p 来代替 1/ P ， 因为所有讨论都是对物质体 K 进行的，其质置 m 守 
恒，并且在这个例子中认为密度对物质体中的所有点都相同. 
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的情况下，它不仅可以向一个方向进行，还可以向另一个方向进行. 


作为热机或制冷机按 
卡诺循环运转的系统 


我们沿全部卡诺循环对热流方程 (4.1) - 0) 进行积分. 

因为内能是状态的单值函数,所以 丰 dU = 0 , 从而 





或 A = Q ^ e \ 


(4.9) 


式中4是系统因卡诺循环而“输出”的总功， Q ⑷ 是从外部“进入”系统的总热流. 

沿任何封闭的循环运动的双参量介质,其机械功的密度 A / m 等于 fpd ( l / p ), 所 
以它在数值上显然等于状态平面 ( p ，1/ p ) 上表示循环过程的曲线所围出的面积，因 
而一般而言不为零.对于所研究的卡诺循环，功的密度 A / m 等于 MNKPM 的面 
积. 若循环沿 MNKPM 的方向进行，则 A > 0;若循环沿反方向进行，则乂 < 0.如 
果乂 > 0,则系统在循环中产生机械功，根据（4.9)，应当向系统输入热量 0 (e) 才能得 
到该机械功.我们得到按卡诺循环工作的热机，它从外部吸热并产生机械功.而如果 
4 < 0,则外力对系统做功，根据（4.9)，我们从系统得到热量.沿绝热段 7 VK 和 
有 扣⑷ = 0, 系统只在过程沿等温段 MiV 和进行时才与外部介质交换热童. 

前面已经证明，为了实现气体的等温膨胀或者等温压缩，应当相应地向系统提 
供热量或者从系统释放 热量. 所以，在气体膨胀的等温段 MiV 需要提供热量，这部 
分热量记为 (> 0)，而在压缩段则需要释放热量 Q 2 (> 0)，这等价于提供热 
量- Q 2 (< 0). 因为 JVii ： 和 PM 段是绝热线，所以，对于沿顺时针方向进行的卡诺 
循环完成一周所应提供的热量 Q (e) ，得 


根据 (4.9) 可以写出 


Q {e) =Qi~ Q 2 . 

A = Q ⑷ =Qi — Q 2- 


(4.10) 


此时，完成卡诺循环的系统是热机，它从髙温物体吸取热量 Qi , 把这些热量的一部 
分 Q 2 释放给低温物体，并依靠热量产生机械功.如果卡诺循环沿反方向 
进行，则在段应提供热量 Q 2 (> 0)，在段应提供负的热量 -Qi (< 0) .在 
反向循环中所提供的总热量 Q ⑷<0 (负数)，它由以下等式确定 :1 


= Q( e ) = Q 2 — Qi < 0. 


此时，按卡诺循环运转的机器是作为制冷机工作的，即这个机器从低温热库中吸取 
^热量 Q 2 , 并依靠从外部得到的机械功把热量 Qi = Q 2 - A 1 传给高温热库. 


§5. 热力学第二定律与熵的概念 

我们现在来研究热力学第二定律,它也像第一定律那样是一个普适的结论，关于 
物理现象的机理的所有已知的实验数据和所有理论上的认识都证实了这一结论.热 
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力学第二定律表明，不可能有这样一种循环运转的装置，它使热量从低温物体 M 传 
给髙温物体#，值不给其他物体带来任何变化，并且这时应认为，物体 M 和 7 V 只能 
与外部装置交换热董 G (热力学第二定律的第一种表述). 

热力学第二定律可以这样来 表述： 不可能制造出所谓的第二类永动机，即按照 
某种循环运转且符合热力学第一定律的一种机器，它仅仅依靠从某个温度固定的单 
一热源吸热而周期性地做功（第二种表述). 

下面将证明，热力学第二定律的这两种表述是等价的. 

我们开始先利用对卡诺循环的研究来得出热力学第二定律的一些重要推论和它 
在数量上的表述. 


卡诺循环的效率 


我们来引入按卡诺循环运转的热机的效率7；的概念.按照定义， 
循环完成后所得机械功义 （> 0) 与循环进行时向系统提供的热量 
Qi (> 0) 之比称为卡诺循环的效率 r /. 根据 （4.10)， 对于卡诺循环的效率成立公式 



佘 =1 -§ 


对卡诺循环得到性质 r / < 1是热力学第一定律的推论. 


卡诺定理 


热力学第二定律的一个绝妙的推论是下面这个关于卡诺循环效率7?的卡 
诺定理. ^ 


对于任何可逆卡诺循环，7?的值只取决于等温线 MJV 和对应的给定的温 
度心和心（图31)，它与参加卡诺循环的工作物的性质无关（所以在前面详细分析 
的例子中可以采用完全气体)，与组成循环的下述方法也无关，例如与工作物的大小 
和沿等温线的膨胀程度无关. 

我们来 证明， r ; 只与士和^有关，它是可逆卡诺循环的一个绝对特征量，即它 
是一个普.适函数 秦0 2 ). 与此同时将证明，如果温度化和是固定的，则按不可 
逆卡诺过程运转的热机（即任何按照图 31( a ) 周期性运转的、只从温度心和^保 
持不变的热库取热的热机)，其效率7/不可能髙于按相应可逆卡诺循环运转的热机 
的效率，即 


7/彡 7/. 


(5.1) 


因此，卡诺循环的效率在可逆循环中最大，并且用任何方法都不可能使它等于 
1，因为为了得到机械功 A 不但需要从环境介质获取热量来组成等温膨胀,而且 
必然要把所得热量的一部分 Q 2 释放给环境介质来组成等温压缩. 

首先证明结论 (5.1). 为此，我们假设存在两个卡诺 循环： 一个是效率为7/的不 
可逆循环，另一个是效率为7/的可逆循环，并且在这些循环中，起加热和冷却作用的 
热库分别具有相同的温度^和0 2 , 且力 > 心假如7/〉7/，我们来证明这一假设与 


D 如果物体 M 和 iV 能够与外部装置交换的不仅仅是热量，就可以把热量从低温物体传给髙温 
物体而不在其他物体中造成任何变化.例如，利用一个按卡诺循环运转的制冷机就可以实现这个 
过程，它把物体 JW 和 TV 当作热库，所需机械能也从物体 M 和 AT 获取. 




2 • 


第五 S 热力学的基本概念和方程 


热力学第二定律矛盾.其实，让效率为7/的热机正方向运转，从而产生机械功，， 
让第二个（可逆）热机反方向运转，即把它用作制冷机.那么，对 效奉为 7/的热机有 
Q [ 〉0, Qi > 0,且 W = Q ; - Q / 2 > 0,对效率为77的热机则有 Qi 〉0, Q 2 > 0,且 
A = Q 2 ^ Q x <0 (-A (> 0) 是对制冷机做的 功). 

我们这样来选取可逆卡诺循环，使等式-乂 = W 成立 1 >，即 Qi - 访 = Q 1 - Q 2 , 
然后把这两个机器连接起来.我们得到一个这样的热机： 

■^o = A! A = -|- Q2 — Qi — Q2 — 0. 

该组合热机所产生的唯一效果是作为髙温和低温热库的物体之间的热量传递. 

热量 Qi - Qi = Q 2- Q f 2 取自其中一个物体，又传给另一个物体.我们所选取 
的可逆循环和不可逆循环满足14 = >!'， 所以你= r / Qi . 由此可知，从假设 v f >v 
推出不等式 

, Qi < Qu 或 Qi - Q[ = Q2 - Q2 > 0- 

大于零的 fi Q 2 - Q / 2 等于取自温度为心的热库的总热量，而与之相等的同样大于 
零的量 a - 等于传给具有更髙温度^ (> 0 2 )的热库的热量.于是，组合热机不 
消耗外部能量就热量从低温热库传给高温热库，但根据热力学第二定律的第一种 
表述，这是不可能 fej . 

因此，我们所做的假设 rf > V 与热力学第二定律矛盾，该假设不应成立，从而只 
允许以下可 能性： 

<V 或 r/ = (5.2). 

如果效率为 7 / 的热机也是可逆的，那么，在上述讨论中交换 r / 与 v 的位置，得 

7?<7/或？/ = ^ . (5.3) 

式 （5.2) 与 (5.3) 仅在以下条件下才 相容： 

V’ = V. 

这就证明，任何两个可逆卡诺循环在和^分别相同时效率也相同.如果效率为 
r / 的热机是不可逆的，就不能让该热机反方向运转从而给出上述结果，所以不能这 
样来证明式 （5.3). 

因此，如果效率为 r /' 的循环是不可逆的，则一般成立不等式 * 

% 

V’ <v- 

\ 

效率7/表征在热机运转时高温物体所提供的热量 Qi 的利 用率; 在这些热量中，仅有 
量 T 7 所决定的那一部分被热机转化为机 械功. 可逆热机是最合算的，因为对不可逆 

通过简单地选取工作物的尺寸，总能够这样选取具有相同效率 77 的可逆热机，因为在我们所 
研究的情况中，功和热的值与工作物的质量成正比. 
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热机而言，一般 7?' < 7；. 从这个意义上讲，在被消耗的能量中，有一部分是因为不可 
逆性而额外损失掉的. 

在证明所有可逆卡诺循环的效率相同时，我们既没有用到工作物的性质，也没有 
用到循环的个别性质.因此，可逆卡诺循环的效率与工作物的性质和膨胀程度无关， 
它仅依赖于^和心，是一个普适函数7/ = 7?(仏，沒 2). 

现在，我们来求出这个普适函数 v ( e u e 2 ). '由卡诺循环效率的定义，有 


V[❹ U 02) 


Qi 


Q 2 

Qi 


引入如下函数来代替 r ? (心，々 2 ): 


/( 汐1，沒 2) = 1 — W (沒 1，沒2)， 


m , 02) 


02 

Qi 


我们来得出 m , eA 的函数方程.为此，考虑温度为心，心，仏的3个髙热容物体 d 
和3个可逆卡诺循环，并且这些物体就是其中的髙温和低温热库.显然， 


m, o 2 ) 


Q2 Qz 

Qi Q3 Qi 


m ， o 2 ) f { e u 0 3 ), 


(5.4) 


式中，例如对于髙温热库温度为^而低温热库温度为^的卡诺循环，/(^3, 0 2 )= 
1-^3, 0 2 ), 等等.我们指出，函数自变量的顺序非常重要，第一个自变量总是所研 
究的卡诺循环的髙温热库的温度，第二个自变量则总是低温热库的温度. 

当心 =心时，方程 （5.4) 归结为以下 条件： 

1 = m ， 0 1 ) f ( 0 1) hi 

即，当自变量交换位置后，函数 / 变为 1//. 利用函数/的这个性质，从方程 （5.4) 得 


02 

Qi 


m ， e 2 ) 


/(沒3，沒 2) 

m ，〜)' 


(5.5) 


比值 Q2 / Q1 ^ 0 3 无关，它仅依赖于温度^和％的值.因为对于所有可能的 
I 和来说心可以认为是常量，所以函数方程 （5.5) 的解具有以下 形式： 


f ( o u e 2 ) 


(沒 2 ) 




因此 


oj { O x ) 


Q2 

Qi 


^(^ 2 ) 

_ i )’ 


1} 这里假定 Oi ^03 ^ 0 2 . ——译注 
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图 32. ( a ) 与一连串卡诺循环的外边界重合的过 程义; （ b ) 任意的可逆循环 


我们把函数的值称为绝对温度 D 2 ) r ， 从而有 

Q 2 了2 
- — - • 

Qi 7 \， 


(5-6) 


即在可逆卡诺循环中，由热力学系统释放给低温热库的热量 Q 2 与系统从高温热库 
得到的热量 Qi 之比等于低温热库和髙温热库的绝对温度之比.由此建立起来的关 
系把作为等温线特征量的温度的概念与在相应卡诺循环中所得到和释放的能量联系 
起来. * 


热力学第二定律用于 
可逆卡诺循环时的定 
量表述 

正，释放的热量 - Q 2 


我们把可逆过程的关系式 （5.6) 写为以下 形式: 


Ql 


Q2 

% 


然后，按照一般定义，我们规定系统得到的热量 Qi 
Q { 2 e) 为负.上面的等式这时具有以下 形式： 


( e ) 


为 


Q ^_ 

Ti 


t 2 


(5.7) 


此普适结论得自热力学第二定律，它可以作为热力学第二定律对工作物是任意双参 

量介质的任何可逆卡诺循环的定置表述. 

_ 考虑某可逆循环义，它在状态空间外 i / P 中由一条分段 

曲线表示，该曲线与一连串可逆卡诺循环的外边界重合 （ 图 

量 32( a )). 因为等式（ 5 . 7 )对每个单独的卡诺循环都成立，所以， 

对于所有的卡诺循环，把这些等式相加，得 E QJTi = 0.与 

■ 

if 内部的路径相对应的那些项 QJTi 在求和时显然将消失,因为这-路径中的每一 


D 直接计算就容易验证，如果在卡诺循环中使用状态方程为 p = HpT ( T 是开氏温度）的完全气 
体为工作物，则 Qa/Qi = T 2 / Ti . 因此，这里引入的绝对温度正比于开氏温度. 

2 )绝对温度的规范名称是热力学温度.一译注 



5, 热力学第二定律与熵的概念 


条,例如 AB ， 都将沿不同方向被经过两次，并且温度为乃的工作物一次是起冷却作 
用，另一次则是起加热作用.所以最终得到 * 

= 0 ， （ 5 . 8 ) 

式中只对沿这些可逆卡诺循环之和的外边界进入的热流 Qi 求和，即只在分段曲线 
父 上才进行求和. 

现在，设义是通过一个双参量热力学系统实现的任意的可逆循环.为了实现这 
样的循环，我们需要大量温度相差无穷小的热库.让系统依次与温度等于循环微过 
程中的系统温度的热库进行接触，同时进行无穷缓慢的压缩或膨胀.设系统在封闭 
曲线义的无穷小段儿 4'( 图 32( b )) 上得到微热量 AQ ( e ) . 经过点 A 引等温线 AC ， 
经过点岸引绝热线 NC , 并用表示系统假如完成无穷小等温过程 AC 而 
得到的热量.考虑微循环 AA ^ CA , 可得/ dQ ( e ) = AQ ( e ) 与之间的关系. 

AA f 

对此循环应用能量守恒定律， AQ ^ - AQ isoth = A >1 (循环 AA!CA 在等温线段 
沿方向进行，所以在对循环 AA!CA 的能量守恒定律中出现的是 （- AQisoth )). 
对于循环的无穷小部分，热量 AQ ( e ) 和 AQisoth 是一阶无穷小<量，而微循环所做的 
功 AZ 是面积 AA ! CA , 因而是二阶无穷小置，即相对于 AQ ⑷和 AQi 80 th 的无穷小 
量.延长绝热线至它与 f 的第二个交点 B '， 再经过点 A 引绝热线.那么，系 
统在过程义的皮 B 段上得到的热量 AQ ⑷在同样的近似程度下等于等温线 B，D 
段所对应的那些热量.显然，精确到二阶小量，过程的和段上的两部分热 
量 AQM 等于系统假如作为进行可逆卡诺循环 ACB f DA 的卡诺热机的工作物而分 
别从高温和低温热库得到的热量 AQisoth . 

如果将曲线义内部的全部区域用一系列绝热线分割为许多带状区域（图 32 ( b )) 
并作出相应的等温线，就得到由状态空间中的一条分段曲线表示的过程该曲线 
是由一段段绝热线和等温线组成的.对此过程可以应用等式 (5.8), 

E ^=0, (5.9) 

式中对沿边界 if 进入的热流 Qiisoth 进行求和. 

如果所作绝热线的数目趋于无穷，而循环义在这些绝热线之间的曲线段的长 
度趋于零，则 f — 兄 AQ isoth AQ ( e ), 又因为差 AQ △ Q & th 是二阶小量（无 
穷小曲线三角形的面积)，所以对 (5.9) 取极限，得关系式 



它对双参量介质所进行的任何可逆循环都精确地成立. 
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因为沿任何可逆循环 C 都成立等式 

= 0 , 

C 



所以，对于状态4与 b 之间的任何可逆过程义 ， J ^与积分路径幺无关. 

利用可逆过程引入双如果固定双参量:介质系统的初始状态 A 则对于能够通过可 
参量介质的熵 逆过程到达状态 A 的任何状态尽可以引入一个被称为熵的 

函数： 

B 

S ( B ) = = f ^r~ + W" 4 )’ （ 5 . 10 ) 

A 

其自变量为状态参量- 点 B 的坐标.按照 (5.10), 熵可确定到相差一个常量 5(^1). 

从 (5.10) 得出， 当点 B 的坐标发生任何变化时，对于烦的增量成立公式 


d5=^. 

T 

所以，尽管通过状态参量及其微分表示出来的元热流一般不是全微分，对它却积 
分因子 1/ T ( p , 1/ p ) ——绝对温度的倒数. 

利用热流方程，对熵的微分可得表达式 . 


或者按单位质量计算， 



dQ ⑷一 df/ m + cL 4 ⑴ 
T ~ T 


ds = 


dg ⑷ dU ^- pd ( l / p ) 

T = f 


(5.11) 


它可用于计算双参量介质的熵，如果介质的内能 [/ 作为状态参量的函数是已知的. 
完全气体的摘例如，对于常热容完全气体⑺= P 仍 \u = 印了)，有 


ds = 


CydT Rd ( l / p ) 

了十一177^ 


或 


c v In 


T 


P 1 

P 


+ const = Cp 1 


T 


c v In - h const2 

P 7 




c v In 


pirf - 
P/Po 


+ const i 


( P / Po ) 


+ s 


0 


(5-12) 


式中 Po , Po , s o 为相应的 常童. 


热力学第二定律与熵的概念 


. 167 • 


摘的存在对状态方程式 (5-11) 对函数 P ) 和: r ( p ， P ) ——介质的基本热力学 
形式的限制条件 状态函数——施加了一些限制.因为心应是全微分，所以 


(5.11) 的可积条件具有以下 形式: 


或 


d (\ dU\ d (\dU p \ 
~d~p \T~d^) = d^> ~ ^f ) 1 

dTdU _ dr fdu_ _ p_\ T 

dp dp dp \ dp p 2 ) p 2 


(5.13) 


当函数 U ( p , p ) 给定时，函数 T ( p ， p ) 应是 （5.13) 的解，因此，这样的函数不是任意 
的，即使偏微分方程 （5.13) 有许多不同的解. 

我们来研究如何对不可逆卡诺循环表述第二定律. 

^ 设温度分别为乃和 T 2 (7\ > r 2 ) 的两个热库是两个卡诺循 

S 5 S 5^ SS 2^ 环中的高温热库和低温热库，其中个循环可逆(效率为”)， 
定 i 表述 另一个不可逆（效率为 ？/). 那么，因为 7/ < T ] = 1 — T 2 / T u 

所以 


% 

Q\ 




或 


Q'2 ^ 


T 2 

T \ 


从而 


Q\ Q2 

Ti T 2 


^ 0. 


若认为进入系统的热量 Q ; 为正，从系统释放的热量 Q 纟为负，得 

^ 0. 



这就是热力学第二定律对不可逆卡诺循环的定量表述. 

我们来考虑一个特别的例子，这个例子指出可以怎样引入系 
義体的熵，以及熵在不可逆过程中如何变化.假设在不可 
- I 压缩流体中有两个体微元 I 和 n ， 其压强相同，但温度不同. 
设体微元 I 的温度为乃， II 的温度为 r 2 ( t 2 > 7\). . 

如果让这两个微元进行接触，它们之间就将发生热交换，并且在每一时刻都可 
以对微元 I 和 II 中的每一个写出确定的温度值（因为 I 和 II 的体积很小).从 II 向 
I 的热传导过程是不可逆的，因为根据热力学第二定律，若 r 2 > 7\，热在不消耗外部 
能量时只能从温度为 r 2 的微元向温度为乃的微元传递. 

用 dQ 表 示在出 时间内从微元 II 向微元 I 传递的正的热量.为简单起见，我们 
研究微元 I 与 II 共同组成的系统不与外部介质交换热量的情况.如果不可逆性只与 
微元之间的热传导过程有关，而每个单独的微元内部的状态和过程都可认为是可逆 
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的，则可对单独的微元写出 


d5i = 


dQ 

瓦， 


dSn = 


-dQ 


若认为整个系统 i + ii 的熵是可加的函数，即 

^ = ^i + 5n, 


就可以计算出全部熵的 变化: 


dS = dSi + dSn 


^ 


因此，虽然在这个例子中根本没有外部热流进入系统1+11，该系统的熵还是因为不 
可逆的内部过程而增加. 


热力学第二定律用于 
多参呈 介质时的定量 
表述 


上文中作为状态函数的熵是棊于卡诺循环仅对双参量介质引 
入的.现在我们来研究，可以怎样对状态由？ I 个变化的主定 
参量 M 1 ，； i 2 , …， 〆 1 决定的介质引入熵，并证明,对于在所有 
中间状态都可确定系统温度 r 的任意不可逆循环 <7都成立 


不等式 



为此，我们把任意一个系统所完成的任意一个（可能是不可逆的）循环 C 7 分割为无 
穷小的微过程 d 〖 i . 在每个微过程中，系统的温度7；可以认为是不变的，而系统 
得到的热量记为 dQi . 在每个微过程 d / i 进行时,可以把多参量介质用作一个通过辅 
助双参量介质实现的微可逆卡诺循环的热库，并且可以这样来选取这些卡诺循环，使 
辅助双参量系统在每个循环中向所该多参量系统释放出数量为 dQ < 的热盘.所以， 
多参量系统在过程 C 中从外界得到的所有热量,可以想象为是通过与辅助双参量介 
质的接触而得 到的. 我们取温度 r Q 不变的某个物体作为所有辅助卡诺循环的第二 
个外部热库 .. • 

对于每个微卡诺循环，有 


dQ[ e) dQ 0 
Ti 



(5.14) 


式中 - dQi e ) 与 dQ 0 分别为双参量介质在等温线 T : 与％上得到的热董.沿整个循 
环 C 7 对 (5.14) 进行积分，得 



现在考虑由双参量介质和多参量介质共同组成的热力学系统.只有热库％才 
向这个系统提供热量.经过循环 (7 进入复合系统的外部热流之和等于 
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根据能量守恒定律，复合系统得到的热量00等于该系统对外部物体做的功 A 

Qo = 

c 



功4不可能为正，因为在这种情况下我们就具有一个循环运转的机器，它只依靠来 
自温度固定的热库的热流就对外部物体做机械功儿不可能制造出这样的机器 
正是热力学第二定律的表述之一. 


热力学第二定律两种 
表述的等价性 


这个表述被称为热力学第二定律的第二种表述（见160页). 
我们来证明，它等价于第一种表述.- 


为此,利用反证法，首先假设第一种表述成立，而第二种 
表述不成立，即可以实现这样的循环运转的机器，它只与温度％固定的一个物体交 
换热量就能做正功.那么，所得到的功可以用于这样的制 冷机， 它按照卡诺循环运转， 
把热量从某个温度为 7- (< 了0)的热库传给温度为 7 b 的热库. 

由方程 


A = Q\ — Q2 = Qo > 0 , 

这个机器从温度为: T 的热库取出热量 Q 2 , 并把热量 (> Qo ) 传给温度为％的 
热库.结果是，在由该制冷机和上述产生功4的执器所组成的热力学系统中，因为 
Qi '- Qo > 0, Q 2 > 0,热量在不消耗外部任何能量的情况下就从温度较低的物 
体传给^度: To 较髙的物体，并且温度分别为： T 和％的物体与这些机器只有热量 
交换.根据热力学第二定律的第一种表述，这是不可能的. 

在论述热力学第二定律两种表述的等价性时，为了其完整性,我们指出，如果提 
出相反的假设,认为第一种表述不成立，则由此可知建造第二类永动机是可能的. 

其实,如果假设热量在不消耗外部功的情况下即可从温度为： T 2 的热库传给温 
度为(乃 > 乃）的热库，我们就可以把从温度为： T 2 的物体传给温度为乃的物 
体的热量热量用于一个热机,例如按照卡诺循环运转的热机.这个热机从温度为 


Tx 的物体取出上述热量把其中一部分 ( Q 2 < 反过来传给温度为： T 2 的 

物体，并产生某些机械功4 (> 0). 

如果把上述两个过程（自发过程和热机中的过程）看作一个过程，则显然其结果 
将是，仅依靠从温度为 r 2 的一个热库吸收热量 a _ q 2 即可周期性地产生机械功. 


这违反了热力学第二定律的第二种表述. 


热力学第二定律用于 
任何介质中的不可逆 
过程时的定量表述. 


这样，上面已经证明，假设/ ^ > o 违反了热力学第二 

C. 

定律.因此，对于任何多参量介质（包括双参量介质）所完成 
的任何循环 c ， 应当成立关系式 



dQ ⑷ 
T 


^ 0 . 
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热力学第二定律用于 
任何介质中的可逆过 
程时的定量表述 


如果原循环 C 是可逆的，则在循环 C 逆向进行时重复我们 
的讨论,所得结论将是 ， A < 0的假设也违反热力学第二定律. 
对于任何介质所进行的可逆循环 C ， 唯一的可能是 



利用可逆过程引入多由此可见，当过程可逆时,积分/ ^与积分路径无关，它 
参量介质的熵 A 

在初态4固定时只是介质的终态 B 的函数.因此，就像利用 

可逆过程对双参量介质引入熵那样，利用可逆过程可以对多参量介质引入一个被称 
为熵的单值的状态 函数： 





设过程义使介质从状态4到达状态如果这个过程是不可逆的，就可以通 
过4与 B 之间相应的任意的 D 可逆过程名来计算状态 B 的熵，只要假设这样的 

可逆过程存在（图 33) .由此得出 



图 33. 用于通过可逆过程 
引入熵 


S(B) - S(A) ^ I 手 ， 

AB{^) 

其实，•考虑某介质的两个状态 X 与,设在这两个状 
态之间能够实现两个过程，其中一个 ㈤ 是可逆的，另一 
个（义）是不可逆的.利用可逆 过程名 可以计算熵 

S(B)- S(A)= I 

AB(^) 


如果考虑循环 (7 = 则它显然是不可逆的，且 



dQ ⑷ 
T ~ 


<0, 


所以 


S(B)- S(A) ^ J 

AB{S£) 


dQ ⑷ 
一 T 


应当注意，最后的积分是沿不可逆路径 f 进行的. 


D 显然，差值 S ( B )- S ( A ) 对状态 Z 与 J 5 之间的每一个不同的可逆路径都是相同的, 
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非补偿热对于连接两个无穷接近的状态 /和 丑的不可逆过程，我们有 


因此，当过程不可逆时 


dS ^ 


dQ ⑷ 


T 


TdS^ dQ ⑷ 


或 


Td5 = dQ Ce) +dQ , , 


(5.15) 


式中的量 dQ ' 称为非补偿热，它永远大于或等于零.当过程可逆时 dQ ' == 0. 然而值 
得强调的是，在 dQ ' = 0时过程完全有可能是不可逆的 1》 . 

上面已经证明，如果假设任意两个状态4与 B 之间除不可逆过程外还同时存 
在可逆过程，则从热力学第二定律可知，存在熵这个函数，它依赖于决定状态 A 与 
B 的那些参量.这个结论和熵的那些被证实的性质在所有宏观理论中都具有基本的 
意义，因此，作为任何力学、物理学乃至一般自然科学的宏观模型中的一个热力学函 
数，引入熵的概念就像引入能量的概念那样是非常重要的.从这个观点来看，上面发 
展起来的理论在以下情况下需要推广和扩充，如系统的温度一般而言没有定义的情 
况 2) ，或者任意两个状态 X 与 Z ? 根据某些模型的定义无法由可逆过程连接起来的 
情况 • 

长久以来，许多作者似乎觉得在物理学中根本没有这类理论模型，这种观点至 
今仍然存在.然而，这是不正确的观点.例如，如果在所建立的模型的范围内，连接 
某两个或多个状态的所有平衡过程都是不可逆的，上述观点就是错误的.因此必须 
指出，在许多普及的教材中，其作者在没有特别附带条件的情况下“证明” 了一个错 
误的 结论: 所有平衡过程都是可逆的. 


不可逆平衡过程的一 
个例子 


示意图34给出了平衡但不可逆过程的一个 例子： 一 个重物 


(例如砖头）沿静止的水平桌面运动，考虑摩擦.容易看出，当 
砖头无穷缓慢地匀速运动时 3) ,在水平方向作用于砖头的合 
力为零，作用于砖头的力 F 与摩檫力 A 的总功也等于零.砖头对桌面的反作用力的 
功等于零，而砖头对绳子的反作用力的功不等于零，它与作用于砖头的力 F 的功平 


w 在用 （5.15) 和 dQ / >0的形式表述热力学第二定律时，假设温度: r 对系统的所有部分都相同， 
且系统不与环境介质进行质量交换.本章§8和§11给出了包括这些情况的更一般的表述. 

2 ) 见： KyjiMKOBCKHH A. ， I \， BrjiMT M. 3. O hoh/ithh dHTponmi b 中 eHOMeHOJiorMHecKofl Tep- 
MOAHHaMMKe. Bonpocu HeJiHHeiiHOM MexaHHKH cnjiomHOft cpe^zuJ: C6 opmmk Hay^Hux Tpy^os. 
TaJiJiMHH ： Bajiryc, 1985, 49 一 62 

3) 因为固体之间的相对滑动在有干摩擦时不可能无穷缓慢地进行，所以重物沿桌面的运动不是 
平衡（准静态）过程.不过，这个例子的条件只要稍作变化就可满足要求.我们假设重物与桌面之 
间有一层起润滑作用的液体.由于液体在静止状态下无法承受切向应力，很小的拉力就能使重物 
运动起来，液体层也同时运动起来阻碍重物的运动，从而使重物的受力达到平衡.——译注 
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衡.在重物与桌面的接触面上释放出的热置散发到温度： T 为常量的巨大的热库中. 
也可以不引入热库而考虑重物缓慢运动的过程，其平衡温度是变化的. 

显然，图 34 给出了一个简单到极限的平衡但不可逆过程的例子.如上所述，这 
与许多热力学书中的结论是相反的. 

从这个例子即可看出，作用于重物的外力的功在一般情冼下并不等于重物对外 
部物体做的机械功，这与许多教材作者的结论相反.在非保守系统中，或者甚至当该 
力学系统与电磁场有相互作用时，从作用力与反作用力相等这一定律根本不能得出 
对纯机械能交换也成立类似的定律，这是极其显然和众所周知的. 

作为上述理论的延伸，以下论文更加深入地论述了熵的 概念： KaMeHHp > KH . A ., 

Ce^noB JI. M. MaKpocKonH^ecKoe BBe^eHHe 3HTponwH npn ocjia 6 jieHHLix npe^- 
nojio 乐 eHMHx 06 ocymecTBMMtix npoueccax. FIMM, 1979, 43(1): 3 — 6 1 ). 

的热和的功 现在将得出在 dQ 0 _O 条件下工作的热机的能量 方程. 有一 
^ * 种使用了所谓磁热效应的装置就是这种热机的一个例子.我 

们知道，顺磁物质的绝热磁化与退磁类似于诸如完全气体的双参量系统的绝热压缩 
与膨胀.在绝热磁化时需要消耗外部能量 dQ ' 此时介质的内能増加，温度升髙.在 
绝热退磁时系统释放能量 dQ ' 其内能减少,温度降低. 

磁热效应可用来获得极低的温度（用这种方法获得了 0.0044 K 的温度). 

当0时，热流方程具有以下 形式： 

dU m = 一 dA ⑴ + dQ ⑷ + dQ*\ 


对于封闭的循环 C ， 得 


多 (dA ⑴ — dQ* m ) = ^ dQ (e ) = Q (e )， 

c c 


(5.16) 


*) 英文版 ： Kameniarzh la. A., Sedov L. I. Macroscopic introduction of entropy with relaxed 
sumptions about realizable processes. J. Appl. Math. Mech. ， 1979, 43(1): 1 一 4. - 译注 
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式中 Q ( e ) 表示进入热机工作物的总热流.由动能定理 d £； = cU ⑴ + cL 4 ⑷，对封闭的 
循环 （/ d £； = 0) 有 • 

/cL4 ⑴ = :一 /cL4 (e )， 

C C 

所以等式 (5.16) 可以改写为以下 形式： 

+ d『) = Q ⑷. 

这个关系式就是描述热机做功的能量方程.此时，热机完成封闭的循环并从外部介 
质获得热量 Q ( e )， 这些热量不仅用来产生对外部物体的机械功，而且还用来向外部 
物体传递非力学（不同于宏观力做功）和非热量本质的能量. 

可见，与热机做功有关的那些结论也可应用于 dQ * VO 的情况，只要把理 
解为和 cL 4( e )+ dQ ， 即认为 • 

^4 = /((L4( e ) + dQ"). 

C 

内能相同而熵不同的最后我们指出，可以存在这样一些过程，系统在经历这些过 
状态 程后内能不变，但系统的熵发生变化.这是因为，内能与熵可 

以依赖于不同的热力学参量，而一个过程可能对决定内能的 
参量封闭而对决定熵的参量不封闭.例如，在完全 
气体中有 

U = c v T + const, 

1 T 

s = Cp In + const. 

所以，在两个状态之间的任何一个过程中，若温度 
相同而压强不同，该过程就是这个类型的. 

这样，当气体在等温条件下从压强为 po 的髙 
压气罐释放到大气时，其内能不变，但熵 s 增加 

(因为 p 减小 ）（ 图 35). 在这个过程中，气体以机械功的形式释放能量，同时吸收数量 
完全相同的热量. 

我们指出，从能量 W 去际可用性的观点来讲，相同数量的能量可以具有不同的 
品质\并且熵的值恰好就决定了这种品质（熵越高，所拥有的能量的品质就越低). 
其实，例如，当气体沿等温线从状态 X 移至状态 B 时，气体在每一小段过程中都对 

在热力学中有专门的理论研究能量的品质和可用性，可以 参考： B.M. 布罗章斯基.佣方法 
及其应用 . 王加璇编译 . 北京：中国电力出版社， 1996. Szargut J. Exergy Method: Technical and 
Ecological Applications* Southampton: WIT Press ， 2005. - 译注 



图 35. 在过程中 t/ = const , 但 
5 发生变化 
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外做机械功,并吸收等量的热量. 

然而，热能是品质最低的一种能量形式，因为根据热力学第二定律，它在循环过 
程中不能完全转变为另一种形式的能量.相反，其他形式的能量（例如机械功）则能 
够完全地互相转变，也能够完全转变为热. 


用统计方法引入熵 


可以用统计方法引入熇&其数值与相应状态的概率有关.在统 
计物理学中，玻尔兹曼对熵建立起以下 公式： 


s = k In P , 


(5.17) 


式中为玻尔兹曼常量, P 为所研究状态的概率的一种度量,它定义为该宏观状态所 
对应的可能的微观状态的数目（许多不同的微观状态具有完全相同的宏观特征量). 

taMmw ： 由 （5 . 17) 可得熵的可加性，只要系统整体状态的概率等于单独各部分 

状态的概率之积.此结论在单独各部分状态的概率独立时显然成立. 

1 


舾在系统趋于平衡时 
增加 


可以把等式 （5.17) 看作熵的定义， 它既造 用于平衡态，也适 
用于非平衡态.因为实际出现的状态对应于最概然态，所以 
由 （5.17) 可知，当孤立系统趋于平衡时，熵会增加. 


绝热可逆过程与绝热 
不可逆过程 % 


若一个系统与热环境隔绝，但可以受到任何力的作用，则它 
所经历的过程称为绝热过程.此时，从外部进入系统的热流 
为零 （ dQ ( e )=0). 在可逆绝热过程的情况下 


T dS = 0，故 S = const . 


可逆绝热过程是等熵的. 

相反， p —个可逆过程是等熵的，即 5= const, 则 dQ ⑷ = 0 , 过程是绝热的. 

若 一 +过程是绝热不可逆的，则 dS > 0,因为 d (^ > 0;如果熵发生变化的话，它 
只能增加. 

在不可逆非绝热过程中，熵既能减小也能增加，因为此时 

钃 

TdS = dQ ^ + dQ , 

可以具有任何符号，而由热力学第二定律仅能得出 dQ ' 是非负的. 

在建立连续介质的具体模型时，如果其中可能出现不可逆过程，就必须通过一 
些专门的实验、假设或者统计理学结果来补充关于的结果. 

可以说，热力学第二定律决定了实际出现的过程的方向.绝热不可逆过程只能_ 
向熵增加的方向进行，而非绝热不可逆过程只能向 dQ ' 非负的方向进行. 

_ 因为在孤立系统的（实际上不可逆的）所有过程中熵只能增 

增加原加，所以显然，在孤立系统中熵最大的状态是平衡态.因此， 

对于孤立系统的内部过程，熵最大的条件就是平衡条件. 
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我们再来研究双参量介质热力学的一个重要问题，其过程一般视为可逆过程（并 
且认为 df * 等于零). • 

前面已经指出，对于双参量介质， [/, s 与 r 这3个状态函数不可能是任意的. 
例如，若通过 p 与 p 的函数给出内能£/，则函数 r ( p ， p ) 应当满足条件 （5.13) .当 
U( Pi p ) 给定时，这个条件应当视为用来确定: T ( p , P ) 的一个线性偏微分方程. 

众所周知，该微分方程有许多解，即在 P ) 给定时有许多不同的关系 r ( p , /0, 
介质的热力学性质因而不是唯一确定的.为了消除这种不确定性，必须从方程 (5.13) 
的特解中选取一个解，即选择出状态方程 : T = T ( P ， W 的具体形式.此后，熵由 (5.11) 
求出（精确到相差一个常量). • 

可以选取不同的变量组合作为双参.量介质的热力学主定变量，例如 p 和 S ， p 和 
A P 和 T ， 等等.这样做经常会带来方便.由此出现一个 问题： 能否通过一些变量的 
函数给出内能 f /， 使得其他一些热力学函数可以完全由此唯一地确定下来？答案是 
肯定的. ’ 


内能与熵是热力学势 


设内能通过 p 和 s 的函数给出，那么，根据微分法则与可 
逆过程的热力学第二定律及热流方程（5.11)，有 


0 U 

ds 


ds + 


dU 


dp = T ds — pd -. 

P 


( 6 . 1 ) 


因为 ds 与 dp 是任意的，.由此可得 


au 

ds 


‘2 


p 


(fl ， 


( 6 . 2 ) 


即: r 与 P 作为 P 与 s 的函数被唯一确定下来.内能 c / 此时称为热力学势.从式 
(6.1) 还可以看出，对于变量 U 与 P 来说熵是热力学势，因为如果熵 s 通过与 p 
的函数给出，贝 IJ 

1 f ds \ p _ ( ds \ 

T^Kdu )； r = \W/p))u 

自由能 若 p 与 T 是热力学主定变量，则式 (6.1) 更宜写为以下 形式： 


d ( U - Ts ) 


•5 dT H — ^dp 

r 


或 


dF = —sdT + 

〆 


(6.3) 


式中 F 表示一个状态 函数: 


U -Ts, 


(6.4) 
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它称为自由能 D .如果 F 作为 p 与 r 的函数是已知的，则 p 与 s 可由 (6.3) 唯一确 
定.当使用变量 p 与: T 时，自由能 F ( p , T ) 是热力学势.其实，从 (6.3) 可知 


S = 


H p 


2 


(fl_ 


(6.5) 


焓 类似地，如果压强 p 与熇 s 是主定参量,则式 (6.1) 写为以下形式 为宜: 


d C / + 




— 7 


或 


dz = T ds + 


dp 


此时，状态函数 


i(p, s) = U -h 


( 6 . 6 ) 


称为焓，它是热力学势，因为 


(SI ， 


di \ 

d-pl 


吉布斯热力学势 


最后，如果压强 P 与温度 r 是主定参量，则最好把式 （6.1) 写为 
以下 形式： 


=-sdr 十,， 


或 


d ^ = — sdr + @. 


函数 


屯 (p, T ) 三 U-Ts + 


(6.7) 


称为吉布斯热力学势 2 ) ，简称热力学势，而 p 与 S 则由它唯一 确定: 


S 


(箬 1 ， 


P 


(a. 


内能与熵可以确定到相差一个常量，而自由能 F 与热力学势屯则可以确定到相差 
一 个温度的线性函数. 

• 显然，在上面列出的那些情况下，引入上述变量可以把求解所有状态函数的问 
题归结为仅仅求解一个相应的热力学势.对于变量 P 与 P 或者 r 与 s 没有相应的 

1〕 量厂按国家标准称为（质量）亥姆霍兹自由能或亥姆霍兹函数.从 （ 6.3) 可见，亥姆霍兹自由 
能的减少量相当于等温 （dT = 0) 可逆过程中能够“自由地”转化为功的那部分能童.——译注 
2 )量*按国家标准称为（质量）吉布斯自由能或吉布斯函数.——译注 


热力学势. 


. 双参置介质的热力学势 
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这样，双参量理想介质的热力学性质和力学性质完全决定于 

22=8誉=-函数⑽ ，外咖 ，外 F ( p ， r ) 和吻， r ) 之 —• 相应地通过 
j - m-m 其他变量给出函数 w 和* 不足以完全确定一种介质， 

) 此时还要给出额外的关系式，例如状态方程.状态方程是一 

个确定的偏微分方程的某个解. 

型巾通縣些鮮假韻醜计物鮮结果，或者利 
用（量热学和力学的）实验结果. 

例如，测童 物质的 质童热容值具有重要意义.众所周知，质量热容定义为单位质 
量的介质在温度升髙1 ° c 时（测量温度时使用摄氏温标）所吸收的热量. 

对于双参量介质，热容对2个参量的变化都有很强的依赖性.只有在温度升髙 
的过程完全给出时，热容才能被唯一确定下来. ' 

可压缩介质的定压热容 c p 与定容热容％具有重要意义.对于热容 c p 与成 
立公式 


扣⑷ 

" dr " 


di 

3 T 


mM 


du 

df 


c v 


d<y ⑷ 
" d ^ 


p 


ou 

df 


(P f dp \ 

l 才 AH 

r .) ^ a 

y p P 2 \dT )； 


( 6 . 8 ) 


P 


(fr) p 


(6.9) 


对于差 c p — c v ， 由公式 （6.8) 与 （6.9) 可得等式 


C v ~ C V 


\fdU\ p]fdp\ 

[Vd-p)^vA {of) P 


.( I )： 



( 6 . 10 ) 


由 (6.10) 与热流方程还可得等式 D 


c , 


T 

〜 = 一7 


(募) 。 (募1 


( 6 . 11 ) 


此式还可写为以下 形式: 


c v 


7 


(II (^1 ， 


( 6 . 12 ) 


D 其实,仿照 （5.13) 的推导过程，只要把 p 与 T 当作主定参量，由等式 (5.11) 的可积条件即得 


Ot "^ 


m P 


此方程称为亥姆霍兹方程，它和方程 (5.13) 具有类似的用处.一译注 
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这是因为 


(對=-⑵ 〆 教， 


而此公式得自 


办 =( 募)广⑵户 


式 (6.10) — (6.12) 对任意双参量介质均成立.在实验中测量出热容 c p 和 c v 的值， 
以及在温度变化时的定压密度系数 ( dp / dT) p = k p 和定容压强系数 id P / dT \ = k p 
的值之后，利用所得数据即可求出内能的导数 


(砦) 

m. 


C V) 


- c v 丄 P 


(6.13) 


? T \df 


和焓的导数 


(砉 1 


C P 



C P~ C V 


卜 


dT 


(6.14) 




作为热力学第一定律与第二定律的推论，显然，此时应满足以下可积条件 


T 


(祭 L 


㈤ 


d 2 ( l / P ) 

dT 2 


p 


这些条件可以用于减少实验次数或者检验实验结果. 

在本章前面几节中证明了，对于所有热力学系统都可以引入2个状态函数一 
内能 C / 与熵 s ， 对于平衡过程则还可以引入1个状态函数——温度： T ; 得出了 1个 
新的普适方程一热流方程 


Vi dt + dq ^ e) + dq 


或者当时 


dU = ^eijdt -f dg (e > -f dg ** 


并研究了在建立具体连续介质模型时一般必须应用的热力学第二定律 


+ dQ , > 0, 
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或者（对于单位质量） 

Td 5 = 扣⑷ + ( V ，^ 0. (6.15) 

dm 

现在我们将用这些结果来建立一些具体的连续介质模型 • 

§7. 理想介质与黏性介质的例子及其热力学性质•热传导 

# 

为了利用上述普适方程组（连续性方程，动量方程，经典情况的动量矩 
方程，热流方程和热力学第二定律的方程）来研究连续介质运动的个别问题，必须补 
充一些给出具体介质模型性质的关系式. 

现在我们来研究某些重要的连续介质模型，同时还考虑其热力学性质. 


(A ) 理想不可压缩流体模型 


从不可压缩条件可知，对于每个流体微元都有 


p = p 0 — const. 

s 

在非均匀流体的情形下，密度 P 可以视为由拉格朗日坐标 pj 2 , P 给出的函数.对 
于均勻流体，密度对所有流体微元都相同. 

依照前面给出的定义，一种流体称为理想的，若 

P tj = 一 pg lj • 

參 

我们知道，在理想不可压缩均勻流体的情形下，为了确定压强 p(x\ t) 与速度矢量 
v{x\ t), 封闭方程组由4个标量方程组成，即连续性方程 

div v = 0 


和3个欧拉方程 


ca 


1 dp 
pdx i 


如果理想不可压缩流体不是均匀的，则为了确定欧拉观点下的函数 p(x\ t ), 还应补 
充这些方程之外的第五个 方程： 

dp . 

dt " 


0. 


因为在理想不可压缩流体中内应力的功永远为零， 


(L4 ⑴ = - V — 


P 


d 亡 


—g^eu dt = - e!div v dt 
P P ^ P 




0 


所以热流方程 


dU = d^ (e) 


第五章热力学的基本概念和方程 


可以视为确定内能密度 y 的方程或者流体中的传热方程. 

在理想不可压缩流体模型的定义中还包括一个假设 
中的力学过程是可逆的，从而 


认为其 


= T 6 s y dq f 


(7.1) 


利用（7.1)，热流方程给出 


dU = Tds . 


由此可知，若 s = const , 则 f / = const ， 所以17只是 s 的函数 ，[/ = U { s ). 但因为 


dU 

ds 


T y 


所以显然 I 1 = T ( s ), 或者 = U ( T ) 且 s = s { T ) 
对于不可压缩流体的质量热容 c , 可以写出 

dq ^ dU 

dr - dr 一 

理想不可压缩流体的熵与内能按以下公式 计算: 


c ( T ) 



( T ) dT , 


/ 


( T ) dT 
~T ~~ 


其中热容 c ( T ) 是温度的给定函数.如果 c = const ， 则 


cT + const ， 


clnT + const • 


热流方程 


dg ⑷ 
dt 


< T ) 


6 T 

dt 


啦 )(f 




: dT 


dx l 


(7.2) 


可以用来确定温度分布. 

因此，从连续介质力学的观点来看，仅由密度值与热容 c (： T ) 即可给定一种理想 
不可压缩流体. ' 

此外，为了解决具体问题，还需要给出外质量力 F ， 热流 (? ⑷， 以及一些附加的 
边界条件、初始条件或者使偏微分方程组有唯一解所必须的其他条件. 

在理想不可压缩流体最后我们指出，确定理想不可压缩流体在给定力作用下的运 
运动¥力学问 kit 热动，这一力学问题的解决独立于温度在流体中的分布问题的 
学问题的独立性及其解决，也不需要知道内能.相反，当热流给定时，用来求解温度 
关系 T 的分布的方程 （7.2) 只有在从力学问题求出速度 v { x \ t ) 

的分布之后才成为确定的.因此，当介质运动时，热学问题的解决依赖于力学问题的 
解决. 
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( B ) 理想可压缩流体模型 


我们把理想气体定义为满足下述3个假设的 介质: 第一，其应力张量为球张量 

P ij ' = -P9 lj ] 

第二,它是一种双参量介质,其内能只依赖于2个参量，例如 p 与 s， 

U = U( Pt 5)； 

第三，其中所有力学过程在寧窣寧苟的情况下都是可逆的 1》 ，因而 

dq f = 0. 

在 U ( P ， 8、 给定的条 件下; 这三个假设不但在热力学意义下，而且在力学意义下 
完全确定了理想气体或理想可压缩流体模型. 

实际上，如果质量力 F 与外部热流 d(/( e ) 已经给定，则被称为状态方程的 2 个 
方程 (6.2), 热力学第二定律 

Tds = dq^ e > 


或热流方程 

以及连续性方程 

和3个欧拉方程 



就组成封闭的方程组,用来求解7个未知函数 P , % p , s 与 r . 

我们指出，状态方程 (6.2) 在任何过程中都成立.可以给出热力学势乃, 
i { p , s ), 屯 ( p ， T ) 中的任何一个来代替函数 U ( p , s ). 


理想可压缩流体绝热 
过程的封闭的运动方 
程组 


如果在物体每个微元中的过程都是绝热可逆的，则 d / = 0, 
dg ( e ) = 0,于是 

^/(e 1 , e 2 , ? 3 ), 


即每个微元的熵不变.微元的熵值应从额外的条件给出或求 
出，这些条件源自具体问题的提法.对于非均匀不可压缩流体的密度，情况是类似的. 


^有时会研究理想气体中的一些不可逆的物理化学过程，例如化学反应.此时，与这些过程的不 
可逆性相关的 cV 可以不等于零.此外我们指出，只要对内能（或自由能）的形式作相应假设，再假 
设过程可逆，就可得出应力张童是球张量的结论，见第二卷第九章§2中关于把理想流体看作一种 
特殊的非线性弹性体的讨论. 
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如果在绝热过程中所有物质微元的熵都相等 ， s = const , 则由状态方程 (6.2) 可 
知，压强 p 与酿 T 只依赖于 p , 即过程是正压的，而* f 方程组在 U ( Pl s ) 已知时 
是封闭的. 


理想可压缩流体等温 
过程的封闭的运动方 
程组 


如果 p 与 T 是独立的热力学变量，则在决定连续介质模型时 
最.好给出自由能 F (/9, T 、= U — Ts . 此时，状态方程的形式 
为 (6.5). 尽管它们对任何过程都成立，但他们的这种形式在 
研究等温过程时特别方便. 


实际上，这时若给出函数 T ( e , C 2 , C 3 ) 或了 = const , 则从 (6.5) 立即得出，对于 
每个物质微元， p 都是 p 的已知函数，并且当 gradT = 0时 p 仅是 p 的函数（不依赖 
于 e ). 在这种情况下，只要已知函数 f ( p ， r )， 力学方程组就是封闭的. 

此时，熵可从 (6.5) 的第一个方程计算，热流方程可写为 



由此即可计算出维持等温过程所必须的外部热流. 


完全气体模型 


理想气体模型的一个例子是理想完全气体模型.完全气体的密度 p ， 
压强 P 与绝对温度 T 之间的关系由克拉珀龙方程给出： 


P = pRT , 


(7.3) 


式中为气体常量.根据克拉珀龙方程与理想介质可逆过程的热力学第二定律及热 
流方程（6.1)，有 


dU = Td(s + R \ n ~ 

\ Po 


(7.4) 


因此，对于服从克拉珀龙方程的气体， 组合 仅仅依赖于 C /， 又因为 

J P 

T = d { s ~ f U R\npY 所以 r 只是的 函数. 由此可知，内能 V 与组合 Rpdp 

只能依赖于温度而不依赖于密度.显然，在形如 (7.3) 的状态方程中，如果量丑是密 
度 P 的任何函数，而不像在克拉珀龙方程中那样是常量，则上述结论依然成立. 
MdU = c v ( r ) dT ， 从 (7.4) # 


I C K 


J 1 Po 

为了给定一个完全气体模型，必须给出克拉珀龙方程中的 常量尽 再以温度 : T 
的函数的形式给出质量内能.第二个要求精确到相差一个常量等价于以温度 T 的函 
数的形式给出定容热容.因为方程 (7.3) 以及后面的结论不依赖于微元质量，所以, 
根据§6中的定义，对于质量为 m 且丑= const 的均勻的完全气体微元，容易得出熵 
与热力学势的所有公式. 
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这些公式具有以下 形式: 


U m = rn [ Uo + c v dT L 






m z 0 + / CpdT K 


(7.5) 


y T T 

F m =m(c7 0 -Ts 0 + J c v dT-T J - RT\n ^ 

^ To To P 


m[i 0 - Ts q + 



CpdT-T J 


1 Po 


式中 cv ( r .) 与 c p ( T ) 为质量热容，常量％， s Q ， io 对应 R s ， i 在温度 To , 压强凡与 
密度 Po 下的值.在研究不同气体时，在许多情况下可以认为量 c v 与 
R 反比于摩尔质量 M . 

在实际中有一种重要的情况，可以认为热容~是常量，即认为它不依赖于温度， 
此时公式 (7.5) 特别简单，并且从迈耶公式 (4.5) 


Cp — Cy 


可知，热容 Cp 也是常量.对于热容9和 c p 为常量的完全气体，从 （7.5) 得公式 

Um = rnc v T 4- const , 


ijrx — mepT -f const , 

PPo 
PoP 7 


从而 

V = 


p \ 7_1 (5 — 5n\ 

—— exp I - + const , 

PoJ \ c v J 





m 


( e v 


Tpl 

T 0 p ^ 


=ml c v \n 


(7.6) 


(7.7) 


式中 7 = c v / c v 为泊松系数 . p , p 之间的关系式 （7.7) 或者 s ， T , p 之间的相应关 
系式对于任何过程都可以视为类似于克拉珀龙方程 p = pRT 的状态方程.显然，只 
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要给出一个函数 U ( P , S): 


U = c v Tq 



+ const 


就可以完全确定热容为常量的完全气体模型. 

对于被髙度压缩的密度非常高的气体，克拉珀龙状态方程并不符合实际情况.对 

于接近气体液化点的状态和液体，该方程也不成立.此外我们指出，在接近绝对零点 

的极低的温度下，克拉珀龙状态方程与公式 （7.5) 不再满足热力学的一般定律（第二 

定律，能斯特定理 D 及其关于物质在绝对零点附近的性质的一些推论). 

我们来研究一 种理想气体，它满足以下形式的范德瓦耳斯状态方 
范德瓦耳斯~1体@ 

程： 



(7.8) 


式中反 6 与 a 为正的物理常量.方程 （7.8) 是对克拉珀龙状态方程的一种修正，它 
描述气体液化点附近的过程和液相某些区域的实际关系.在状态方程 （7.8) 中引入了 
分母1 - = 1 - p / p \ 这导致当密度 p 趋于取值很大的 〆 时压强急剧增加.附加 

项- ap 2 也仅在密度 p 很大时才变得重要，利用这一项可以考虑分子之间的排斥力， 
这种排斥力只有在髙密度的条件下当分子互相靠近时才会出现. 

从状态方程 (7.8) 与公式 (6.13) 可知 


m T - -⑵,稱 (-) 

如果把其中第一个等土对 T 进行微分，则显然范德瓦耳斯介质的热容 Cv 只与温度 
有关.函数由介质的性质决定.当介质的模型固定时，除了状态方程 (7.8), 还必 
须给出这个函数的形式. 

从公式 (7.9) 可知，范德瓦耳斯气体的内能由以下公式 给出： 


T 


U 



c v { T ) dT — ap + const = $ 


To 


• P 


{p + ap 2 ){l - bp ) 


ap 


(7.10) 


函数 <^( T ) 以明显的方法通过函数 c v ( T ) 进行计算. 

为了计算范德瓦耳斯介质的熵的微分，由理想介质可逆过程的热力学第二定律 
及热流方程 (6.1) 和状态方程 (7.8) 易得公式 


ds = 


Cy ( T)dT Rd ( l / p ) 
T p ~ T 十 1 /p - 6 ， 


L ) 能斯特定理又称热力学第三定律，它表明， 当盔度 r 趋于0 k 时,所有可逆等温过程的熵不 
变.因此,熵在 r —.0 k 时是一个常量,可以选取为零.一译注 
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范德瓦耳斯气体的热力学势 F , i 与屯 的公式直接得自其定义 （6.4)，（6.6)，（6.7)， 
熵的公式 （7.11)， (7.10), 以及范德瓦耳斯气体的状态方程 （7.8). 


压强只依赖于密度的 
介质 


我们再研究双参 ft 介质的一种一般情况,其内能满足以下形 
式的 公式： 


U = f { p ) + ( p ( s ). (7.12) 


此时，从状态方程 （6.2) 得 


『= 〆 (《)， p = p 2 f ( p ). 


(7.13) 


因此，在这种情况下的任何过程中，压强只依赖于密度，而温度只依赖于熇.对于这 
样的介质，普通的关系式 (7.13) 可以完全取代热流方程. 

显然，从公式 （7.12) 与 (7.13) 还可得出以下 公式： • 


i = /i(p) + W ⑷， 

F = /(^)+ o ;( T ), (7.14) 


容易看出，只要 (7.14) 中的一个公式成立，就可得出 (7.14) 中的其他公式和公式 
(7.12) 也成立 • 

还有一个明显的结论是，如果在某种介质诸微元的所有可能的可逆过程中压强 
P 只依赖于密度 P ， 则由此可知，温度只能依赖于熵，而热力学势应满足公式 (7.12) 
与 (7.14). 


( C ) 黏性流体模型 

黏性流体模型的定义黏性流体（见第四章）是指这样一种介质，其应力张量的分量 

与应变率张量的分量通过形如 

P ij = - P 9 ij + r ij ( e a ( 3 ) (7.15) 

的关系式相联系，式中为黏性应力， 2 e a p = V a Vp -f Vpv ai 而 p 与 e a p 无关. 

如果 rb 与的关系是线性的，且流体是各向同性的，则 


Tij = > s 9 ij div v + 2 / ieij . 


(7.16) 
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因此,对于各向同性线性黏性流体， 

p ij = -V9^ + div v + 2^ig i<?l g j(3 e a p. 

可以引入第二黏度 （ 

2 

C = A + 

来代替系数 A . 系数 C ， A 与^对不同介质是不同的，它们可以是温度的函数，也可 
以是给定介质的物理常量.在某些应用中还需要研究这样一些介质，其系数 A 与 /i 
是张量 ey 的某些标量不变量、温度 r 和其他一些热力学特征量的函数.为简单起 
见，我们以后将只研究对实际非常重要的一种黏性介质，其系数（，/ X 为给定的常量. 
为了定义黏性流体模型，还应给出内能，例如通过 p 与 S 的函数 给出： 


， U = U(p, s). 

此外，还应当给出量如'的有关信息，因为黏性流体的运动一般而言是不可逆过程 

W ^ 0).. 

众所周知，黏度为常量的线性黏性流体的运动方程——纳维一斯托克斯方程 
——具有以下 形式： 


dv _ 1 , (C v . 

• -jr = - grad p + ( - -f ~ grad divv -f uAv 

at p \p 3 

式中 = 为运动黏度. 

热流方程及热力学第二定，律可以写为以下 形式： 


dU 


< L 4( i ) 

dm 


+ T ds — d^. 


(7.17) 


黏性流体中内力的功我们来计算单位质量黏性流体中内应力的元功.把 （7.15) 中 

的代入内面力的功的一般表达式，得 


d>4 ⑴ 

dm 




p % dt = ^9^ Gij dt — 


丁 4 7) 丁 4 p •, 

— eij dt = - div v dt -- dt 

P P 


由连续性方程 pdivv = -dp/clt, 有 

dA ^ 

dm 


pdi 

P 


p 


dt. 


黏性流体中的压强与从 （7.17) 和 (7.18) 得 
温度 


dU = —pd — h 

P 


丁 1 j ei 


P 


11 dt + rd5-d^ 


(7.18) 


(7 J 9) 


按照定义，我们认为在黏性可压缩流体（黏性气体）的任何过程中，压强 P 与職 T 
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就像在理想可压缩流体（理想气体）中那样由以下关系式确定1 


dU = -pd-+Tds y 

P 


(7.20) 


即成立公式 (6.2) 


( 9U \ (dll 


引入类似模型的某种根据是，黏性流体在静止时， 即当巧 = 0时，其参量 P 与 P 应 
当等于静止的理想流体中的相应参量.当流体像刚体那样运动时也是这样.黏性应 
力只出现于有变形的运动. 

贼系式 与黏性 无关. 比较方程 （7.19) 与 （7.20)， 我们得到非 
^ 补偿热的表 达式： 


dq f 


r u e 


P 


dt, 


(7.21) 


它在非线性黏性流体的 -般情 况下也成立. 


黏性流体中的机械能 
耗散 


* 我们来证明, d / 的存在导致黏性流体运动过程中机械能的耗 
散.其实，黏性流体的动能定理可以写为以下 形式： 


d 


2 


^ +P di 

dm p 


T ij e i5 

P 


dt. 


量 -〜叫 p= -dq ， 是单位质量流体中黏性应力的功，它永远是负的（或者等于 
零 ，若巧 = 0)，因为 cV > 0. 所以，黏性应力的功只能导致流体的动能减小. 


黏度和第二黏度都是 
正数 


对于各向同性线性粘性流体，把纳维一斯托克斯定律 (7.16) 
代入非补偿热的表达式（ 7 .21)，得 


丄 • • 

dq = -t ij eijdt 


P 

dt 

P 


dt 

P 


2 




C / 1 2 + 2/ i [/ 2 


-誓) 


(7.22) 


式中 A 和 / 2 为应变率张量的第一和第二不变量，由公式 A = g ^ e ijy I 2 =〜定 
义.容易验算，在应变率张量的主轴下可以把表达式,/ 2 - 疗/3表示为平方和的形式， 
即 


h 


^ ( ei .li)\Lh\ + ( ez ^ 


> 0 . 


由此直接可知，对于任意坐标系中的任意运动都有 J 2 - /2/3 ^ 0. 因为式 (7.22) 
可应用于任意的运动，并且依条件知（与 / i 不依赖于巧，所以从热力学第二定律 


这个重要假设称为吉布斯公式，由此能够立刻建立起非补偿热 d〆 的公式. 




• 188 • 


第五章热力学的基本概念和方程 


(d〆 彡 0) 可知 C > 0, /x > 0. 

其实，如果在运动时每个流体微元的体积都不变，则 A = 0, df = 2fil 2 dt/p ^ 0. 
但 > 0 永远成立，所以 /i > 0. 当微元沿各个方向发生程度一致的压缩或膨胀时， 
即当 ey = e 叫时，有 - if /3 = 0, 如’=(打 dt/p > 0, 所以 C > 0. 

现在我们再来研究向连续介质物质体传递热量的问题. 


向介质传递热盘可以有不同的 机理； 如热传导、辐射、电流、化学反应， 
等等我们来考虑热传导过程，即温度在物体中的不平衡分布所导致的 
热量传递过程.此时，对于取自介质的任何物质体 At ， 热童只有通过其表面 S 才能 
进入其中.因此，我们有 


dQ ⑷ 



Qda ， 


式中 Q 为物质体 At 的表面 S 的点的某个函数.由热流方程可知，当 S 收缩至一 
点时，量 dQ ⑷ 的量级为 Ardt , 即 dQ ⑷ = d ^ e ) pAr , 式中 扣⑷为 di 量级的小量. 

由此可知曲面积分 y ^ Qdcr 应可化为体积分，即对 
/ ^ r q 于 s 上的量 q 应当成立以+ 公式： 

\ z J Q = -( q 1 ^ + q 2 n 2 + q 3 n 3 ) dt , 

^ 」 式中叫为 s 的单位外法向矢 a ： 的协变分量.因为 Q 是标 

m 执描免畺 （ 士量，所以可以把有限的量^(^ 1 , X 2 , x 3 y t ) 视为一个定义于 

介质中所有点的矢量 g 的逆变分量.矢量 (7 称为热流矢量. 
该矢■表征热量传递的方向，其大小等于单位时间内通过垂 
直于该方向的单位面积的热量.在出时间内通过任意方向的面微元 da 的热量显然 
等于 g.ndadi ( n 为 da 的法线)，而进入物质体 K 的总热流 dQ ⑷可以表示为以下 
形式（图 36 )i 


dQ ⑷ 


/ 


qnda dt y 


式中 n 为曲面 S 的外法线.按奥一髙定理， 


dQ ⑷ =~ Jdi 


div q dr dt . 


在 di 时间内，.进入无穷小物质体 dr 的热量等于 dQ ⑷ 
质量介质的热量则等于 

dg( e ) = —^divqdt. 

P 


-divqdr dt } 而进入单位 


得到这个结论的方法与得到第三章中 Pn 的公式 （2.4) 的方法相同. 


7. 理想介质与黏性介质的例子•热传导 


• 189 • 


傅里叶热传导定律确定矢量 g 的定律可能各不相同. •一 个基本的、使用最广泛的 

定律是傅里叶热传导定律，其形 式为： 

q = —xgradT. 

该定律的正确性在许多实际情况下都得到证实. 

热流矢量与温度梯度自然具有相反的方向，所以 X > 0.系 数％ 称为热导率.可 
以研究一些重要的特例，这时系数 X 是常量，或者是温度 r 的函数. 

我们 来研 1 究％ = const 这一在实际中非常重要的简单 情形. 
这时,对于单位质量介质所接受的热流扣⑷，得 

. ^ ^ div grad T =. g ij VjT = 


ViV l T, 


或 


dg ⑷ 
dt 


x A ^ 

- AT , 

P 


式中 AT 表示对温度取拉普拉斯算子.在笛卡儿坐标系中 


dq^ 

dt 


d 2 T d 2 T d 2 T 
dx 2 + dy 2 dz 2 


黏性导热流体的热流 
方程 


因此，若热流是由服从傅里叶定律的热传导引起的，则黏性 
流体的热流方程具有以下 形式： 


^T = O - r ij e i5 + - AT , 
at dt p p p 


(7,23) 


或者，根据 (7.20), 




+ - AT. 
P P 


对于满足纳维一斯托克斯定律的流体，利用 (7.22) 还可把此方程写为以下 形式: 


J^ = S(divv) 2 + 些 \e ij eij 

at p p 〆 


(div v ) 2 + — AT . 
. P 


(7.24) 


上述方程可以用来确定温度在流体中的分布.这时，内能 C ； 或熵 s 应当是温度 
与密度的已知函数.例如，若 



c v dT - I - const , 


则在笛卡儿坐标系中有 

dU 

dT = 


c v 


dT 

dt 


c v 


fdT 

[ m +u 


dT dT dT \ 


而热流方程 (7.23) 在介质静止时等同于通常的热传导方程 


dT 

dt 


X ( d 2 T d 2 T d 2 T \ 
pc v \ dx 2 dy 2 dz 2 ) * 
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第五章热力学的基本概念和方程 


黏性流体运动的封闭若外力已经给定，则纳维一斯托克斯方程、连续性方程、热 
方程组 流方程 (7.24) 与状态方程组成了描述可压缩（线性各向同性) 

黏性导热流体运动的封闭方程组.黏性导热完全气体模型可 
以作为黏性可压缩介质模型的一个例子，其中 

U = CyT + const , p = pRT . 

我们详细研究了液体和气体的某些重要的模型.以后还将详细研究可变形固体 
的某些最重要的模型,例如弹性体模型. 


§8. 连续介质物质体的热力学第一与第二定律•某些不可逆过程的 
熵产生 

连续介质物质体的热现在我们对介质的有限物质体写出积分形式的热力学第一与 
力学第一与第二定律第二定律.为简单起见，我们仅限于内能与熵的可加性假设， 

即假设它们对有限物质体诸微元的质 M 是可加的.根据前面 
发展起来的理论，这些方程可以写为以下 形式： 

^ J + = j pF-vdr-h Jp n -vda-JJ dg ^ aS8 P dr, (8.1) 

V V Er E V 


式中 V 为运动的有限物质体，并且在外部能量流中把通过物质体 K 的表面 S 的能 
量流提取出来，.用矢 fi 〆 来定义.在该矢量（ V )的记号中，星号表示这是与机械力 
做功无关的全部能量流（既包括热流，也包括形式与热流不同的能量流).在 （8.1) 中.， 
含有的附加项确定了单位质量: 介质所 接受的外部能量流，这可以是焦耳 
热，外质量力偶的功， 等等' 其他记号的含义如前所述. 

考虑静止物体中的热传导过程.同前面的个别例子（见本章 
§5) 一样，我们认为此时 cV = 0,于是 


热传导是不可逆过程 


Tds = dg (e ) 






P 


divq dt. 


(8.3) 


此式对静止黏性导热流体成立.这时用奥一高公式进行变换，方程 (8.2) 给出 


d 5 

dt 




一 / ^ div ^ dr = - J 争如 + J ( q, grad dr * 

V E V 


(8.4) 


( 8.2 


dr .， 


+ 



1 -T 

/V 

II 

dr 

«/ 

dldt 
= 

dsldi 


此式在条件 （8.3) 下对介质的给定部分与外部物体之间的任何热交换都成立. 
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根据（8.4)，当〜_ 0时，.积分争 dcr 既能导致熵增加，也能导致熵减少.如 

果物体是隔热的，这就表明在其表面^ = 0,但在物伴内部，矢量 g 却可能因温度分 
布不均而不等于零.因此，对隔热物体可得 


dS 

dt 


r- 


g • grad 了 




dr. 


(8.5) 


此时，董 dS/dt 永远大于零，因为热传导导致熵增加.于是，根据热力学第二定律，矢 
量 g 与 grad 了的标积永远是负的. 

由傅里叶定律 ， g = - xgradT , x >0 .式 （8.5) 在傅里叶定律成立时具有以下 
形式： 


dS 

dt 


J ^|gradT| 2 dr. 


因此，尽管在整体上没有外部热流进入物体，在 rds = dq ^\ dq f = 0的条件下 
却可得出，物体整体的熵是增加的.上述讨论推广了本章§5中给出的例子. 

* 从上述讨论可知， d / = 0的条件不是过程可逆的充分条件. 

为了得到过程可逆的充分判据，可以采用以下方法.令 D 


不可逆性判据 


dS = d e S + diS^ 


( 8 . 6 ) 


式中 dS 为熵的微分, deS 与 dA 为无穷小量,并且 d e S 用来确定外部熵流所导致的 
熵变化;它是因为与外部物体进行热量与质量的交换而形成的，可能具有任意符号. 
量 diS 给出内部不可逆过程所导致的熵增，并且按照热力学第二定律，这一项在存 
在不可逆性时严格为正，而对可逆过程 diS = 0. 在上述例子中，对于整体上的物体， 
我们有 

dS _d^S , di5 f Q n ^. /'g.gradr」— 


d5 

dt 


deS dj5 = 

dt + dt 




了 2 


dr- 


根据上面给出的定义，必须令 

d e 5 

dt 


dj5 

dt 


J 争 dcr = 一 /div 晏 dr， 

E V 

f q . grad T g 

j —^~ dT ， 


由此可得熵变化密度 


ds = d e s + 山5， 

w 公式 （ 8 . 6 ) 和 di5>0 (当且仅当过程可逆时取等号）是热力学第二定律的现代表述，其中 d e 5 
称为熵流， d/ 称为熇产生 • 有时，熵流和熵产生也特指其密度 d e S，d i5 或相应量的时间变化率. 
——译注 
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式中 


d e s 


p diV T dt5 di5 


q • grad T 


dt 


从这些公式可知，在一般情况下 Td iS ^ d q \ 有时,例如在没有温度梯度的某些情况 
T , Td iS = d ^ 能够成立 

确定量 deS 与 d iS 的公式通常具有以下 形式： 


熵产生 diS 的公式 


de £ 

dt 

dj 5 

dt 


㈤ 


— div5, 


a== Yl Xaxa ^ 0 


(8.7) 


式中 S 为熵流矢量 ,(7 确定了因内部过程而导致的熵的不可逆增长率，称为广义 
热力学流，而 X a 称为广义热力学“力”.对于静止介质中的热传导，我们有 


T , 


疒， x a 


1 dT 
T^dx^' 


对于黏性导热流体的运动， （8.7) 中 d iS / dt 的公式具有以下 形式: 


d\s 

dt 


Aij 


q - gradT 

J ^2 


X ij 


t " 


= p _^_ 

一 T~dt 

e ij, X k 


q ^ dT = X ij Xij + X kX k ， 


dT 




T 、 ^ t 2 dx k ， 

在许多情况下，可以假设流 f 与“力” X a 之间存在联系纳维一斯托克斯定律与 
傅里叶定律就是联系广义热力学流与广义热力学“力”的特例. 

与 X a 之间的关系称为动理关系 2 ).纳维一斯托克斯定律 




A ^ kl \ 


和傅里叶定律 3) 


“0 T 


dx ^ 


r ，即 = T 2 ^ l X t 


W 其实，由非补偿热的定义 （6.15) 或 (8.2) 可知，在一般情况下 


g = _/^_/£^ I dT + |£^ dT , 


所以熵产生与非补偿热的关系为 


diS 

dt 


q. gradT 1 dg 7 
—" pT2 — + T dT 


(原书第四版在正文中给出了这个公式)，即 cV / T 只是熵产生的一部分.——译注 

2 ) 动理关系也称唯象关系，式 （8.8) 中的动理系数 L a /? 也称唯象系数.——译注 

3 ) 这是傅里叶定律/ = 向各向异性情况的推广.一译注 


§8. 物质体的热力学第一与第二定律•熵产生 


都是动理关系的例子.若一种介质中的过程是不可逆的，则在决定其数学模型的一 
组关系式中一定包括 d , s / dt 的表达式和动理关系，它们是在实验结果与各种原理的 
基础上提出的. 

在许多模型中，广义热力学力被认为是广义热力学流的线性 函数: 


昂萨格倒易关系 




( 8 . 8 ) 


式中在一般情况下是状态参量的函数，称为动理系数.昂萨格倒易关系——动 
理系数的对称性原理 D ——指出，如果在的自变量中没有轴矢量， JJ 

Lafi = 

而如果耗散过_与轴矢量 B (例如磁场强度）有关，即与轴矢量 B 有关，则昂 
萨格倒易关系表明 

La 卩 {B) = Z^q ： (- _B). 

耗散函数 在 X a 与 X 0 之间存在联系 2 )的一般情况下，量 tr 可以视为;^或；^ 

的函数，即 

y £ x aX a = a ( X 0 ) = a ( x Q ). (8.9) 


我们将把 (7 称为耗散函数.例如,对于黏性导热流体，基于傅里叶定律与纳维 一斯托 
克斯定律可得以下公式： 


_| gradT | 
K f2 


c( e *i ) 2 + e tj eij - ^( e *i) 



在不可逆过程的许多理论中假设以下公式成立（它们不能直接得自 (8.9)) 






da 

dx2 


( 8 . 10 ) 


式中 A 与 m 为某些标量函数.根据 (8.9), 它们满足以下 公式: 




dcr 

dx ° 




da 

dXl 


( 8 . 11 ) 


由 （8.10) 与等式 


da = J2^ adX - + X - d ^ ( dcT + °) 


( 8 . 12 ) 


D 动理系数的对称性表明，如果热力学流对热力学力 X Q (或者说力：对流 x 勺有贡献， 
则热力学流 X 44 对热力学力(或力 Xp 对流也有贡献，并且贡献方式是相同的.例如，热流 
与物质流的相互作用就体现了这种交叉 影响: 温度梯度不但引起热流，还会引起扩散，这种效应称 
为热扩散 效应； 同样，扩散过程也伴随着热量的传递.一译注 
2 )对于所有可能的连续介质模型，与％之间的有限关系式不一定都存在. 
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可知 


A + m = 1 - 

根据 (8.12) 容易看出，从 (8.10) 中的一个等式即可得出另一个等式，如果假设 
所有微分 dX a 与相应微分 d X « 在变量忍或 X a 的某些取值区间上是线性无关的. 
若存在以下形式的约束： ‘ 


UXp )^0 y a ; 彡 1 或 ^( x ^) = 0, 


这个假设就不再成立.在一般情况下，如果知道函数 a 依赖于 x ' 则 (8.10) 中的第 
—个等式在 E X a da / d X a ^ 0时可以替换为 


Xa = X ^ 


+ Da ， 


并且从 （8.9) 与 (8.11) 可得 


5> aX a =0. (8.13) 

Ot 

量可以视为 “力” X a 中不引起耗散的部分.如果 

= y: 左 Q /3 X "， 

P 

式中 ( k a 0 ) 为任意反对称矩阵= -^ a ), 则式 (8.13) 恒成立. 

当之间存在约束时,在模型的定义中可以引入一些满足式 （8.13) 的非零量 
并且它们满足 (8.13) 的唯一原因是约束方程 

= 0, X = 1 ， 2,…， s (o 1). 

如果耗散函数是其自变量的齐次函数，则根据齐次函数的欧拉定理， A 与 m 为 
常数.如果耗散函数是其自变量的二次型，则 


此时，式 （8.10) 确定了 “力” X a 与流 X 。之间的线性关系.当 a 是 f 的二次型时， 
从式 (8.10) 可知，这些线性关系的系数矩阵是对称的，这与昂萨格倒易关系一致.所 
以，假设动理关系在非线性情况下具有 (8.10) 的形式，可以视为昂萨格倒易关系的 
推广. 

我们将在本书第二卷中证明，在理想塑性理论中可以研究这样的关系式(8.7)， 
其中函数 cr 是 x a 的 一 阶齐次函数;此时 A = 1 ,公式= dcr / dx a 能够成立,但是 
ffl X a 由形如 fU ^ p ) = 0, a ; ^ 1的约束相关联.与 (8.10) 相比， x a 的相应公式的 
形式则有所变化.关于昂萨格倒易关系，还可参见本章 §11. 

禱 


. 考虑组元化学反应与扩散的液体或气体混合物模型理论引论 


§ 9. 考虑组元化学反应与扩散的液体或气体混合物模型理论引论 

混合物整体运动问题在许多重要现象中需要研究混合物的运动过程，这种运动伴 
的提法 随有化学变化、相变或其他某些变化，以及扩散现象.组成混 

合物的或者是不同的气体和液体，或者是含有固体微粒的气 
体和液体，或者仅仅是一些液体，而扩散则是组成混合物的那些物质的内部相对运 
动. 相应过程在某些情况下可以认为是可逆的，然而在一般情况下就需要考虑不可 
逆性与力和能量的各种内部相互作用.为了描述相应的现象，可以建立不同的模型 
来分别处理具有相应物理化学变化的某类混合物与运动. 

下面在建立个别模型时，我们将从多组元连续介质 i ) 这样一种问题的提法出发， 
见第三章 §1. 因此，对于体积为的无穷小区域，我们对组成混合物的 iv 种不同 
组兀引入相应的组兀质量 TTlj = p ^ V 与扩散流矢量 Jj = Pi(Vi - V ),这些组元定义 
为同时占据同一个区域，但在物理或化学上不同的 、一 般相互发生反应的物质. 

在一般情况下，为了描述混合物组元之间的相互作用需要定 
义并选出表征各组元和混合物整体的重要性质的一些参量. 
所谓重要性质，是指那些在所用观点和相应要求下对描写和 
表述基本规律起本质作用的力学、物理学和化学性质,而这些观点和要求决定于如 
何提出所研究的问题.例如，可以引入以下参量作为这样的主定与被定 参量： 混合物 
的质量熵 s ， 混合物整体的密度>，混合物各元的密度 Pl ， P2 , 当混合物微 

元的不同组元处于热力学非平衡态，但相同组元处于热力学平衡态的时候，可以把 
各组元的绝对温度7\， T 2 , 用作状态特征量 2) . 可以加入此列的还有前面己 

经引入并研究过的表征微元变形性质的几何与运动学特征量，而如果考虑组元的扩 
散，则还有诸如扩散流失量七等特征優.在许多实例中，组元的原子与分子的^些 
特征量是非常重要的参量，例如在发生电 离时， 它们的电荷量与电磁场特征量，或者 
分子与原子的激发态能量，等等.在一般情况下，为了表述相互作用与能量输运的定 
律和动理方程,不仅需要考虑上述参量的取值，一般而言还要考虑它们的各种梯度， 
卽它们对坐标与时间的各阶导数. 

建立混合物模型也可用于研究等离子体运动的现象，因为等离子体是离宁、电 
子与中性粒子的混合物.对等离子体而言，非常重要的是宏观的电磁场相互作用，包 
括在等离子体微元内部各组元之间的相互作用和微元作为混合物在整体上与外部电 
磁场的相互作用. 

混合物在宏观上可以视为一种具有复杂性质的介质，其性质由一组内部参量来 
表征，这些参量首先可以包含混合物各组元的密度值 Pl ， P2 , …、 Pn . 为了确定一个 

1 J 在某些情况下，下述理论的部分结论也可应用于混合物组元占据相邻区域的情况. 

2) 占据同一区域的不同组元，其中每一组元在诸微元内部的温度是平衡的，但不同组元在微元 
内的温度不平衡，这是一个相当强的假设.在所研究的现象中,这个假设的正确性必须通过额外的 
物理方法加以证实. 
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混合物模型，除了前面已经建立起来的普适的力学方程与热力学方程，还必须进一 
步建立一些方程来表述用来确定内部状态特征量的定律，例如用来确定组元密度 
的方程. 


混合物组元的质量守 
恒方程 


在一般情况下，除了速度1；与密度 p 的力学方程，还可以写 
出在第三章 § i 中建立的包含密度与混合物整体速度 v 
的质量守恒方程，这些方程 D 具有以下 形式： 


1 drrii 

AV~df 


dpi 

dt 


+ Pi div v = — div Ii. 


(9.1) 


量％ 与 divliAV 确定了在整体混合物的运动物质体 AK 中 ，序号为 i 的组元 
的质量77^在单位时间内因物理化学变化和扩散而导致的增量.为了从 （9.1) 得出 
Pi 或质量分数 Q 的实际方程，必须先要得出％与 A 所满足的一些物理化学定律. 
而为了确定符合实际情况的％与 A 的定律，则必须先以一些假设为基础，然后再 
通过应用（ 9 .1)的实验来检验这些假设，这类似于使用动力学第二定律来建立那些 
决定力对相互作用的类型与条件的关系的定律. 


物理化学变化的质量 
守恒方程 


例如在化学中，当发生相变与化学反应时，基本的质量守恒 
方程就是这样建立起 来的： 首先在不考虑运动的情况下建立 
方程,然后将其外推至运动的 情况. 这些方程具有以下 形式: 


1 dm} 


AK dt 




1，2, 


• • • 


N , 


(9.2) 


式中， r 为同时进行的独立的 2) 反应或相变的 数目; 量 dml/dt 给出了在给定体微元 
AV 中序号为 i 的物质组元的质量在单位时间内因物理化学变化而导致的 增量; 
Mi 为摩尔 质量； 为化学计量数，它们对反应物为负，对产物为正，此时以满足条 
件仏 > 0的方向为反应的正 方向； 若序号为 i 的给定组元不参加序号为 a 的反应， 
则％ = 0;乘积 MiV ia 确定参加序号为 a 的反应的相应组元的质量 比例； 量表 
征该混合物中序号为 a 的反应进行的快慢 3) •显然,在所研究的反应中，混合物组元 
在单位时间和单位体积中的质量增量正比于量若序号为 a 的反应正在进行，则 
w a ^ 0,否贝 !j iy a = 0. 


U 在应用中可以把组元的密度 Pi 替换为质量分数 
为方便.显然， Ci 满足以下 方程： 


Pi/P (i = 1，2,…， A 0, 这样处理经常更 


1 drrii 


AV dt 


dci 

dt 


>Ci — div Ii , 




1，2, 


N . 


2 ) 每个独立的反应都对应着含有不同组元的不同反应方程式，一般而言，这样的反应在所有其 
余的反应都停止时仍可发生. 

关于平衡态下独立反应的可能数目和独立相变的可能数目（吉布斯相律） r 的问题是在物理化 
学中进行研究的. 

3 ) 量称为第《个化学反应的反应速率，它与化学反应方程式的写法有关.若反应方程式为 

0 = 坎，则定义仏= — 式中叫 为体微元中组元氏的物质的量.一译注 
t u iQ /\v dt 
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混合物整体和单独每一个反应的质量守恒定律给出下迷关系式: 


N 



N 

^ Mii/ ia = 0, a = 1 ， 2 ， … ， iV. 
i=l 

式 （9.2) 给出量％ (i = 1，2,…， AT ) 通过反应速率 w; a (a = 1，2,…， r ) 的表达 
式.根据 (9.2), 确定 函数％ 的问题归结为建立反应速率仏这 r 个函数所满足的额 
外的一些物理化学定律.当 r < 7 V 时 ，对％ 的额外关系式的数目依照 （9.2) 可减少 
N - t 个， 

若在 N 组元混合物> 0) 中只发生组元1与组元2之间的一种相变，并且 
两相的摩尔质量 U 相同，则 

r = 1 ， i = 1，2，…， iV ， Mi = M2 = M , 

"if 1 ，^21 = "3i = … == 0 ， 

x 1 = —Mw ly x 2 = Mw iy >^3 = • • • = = 0. 

% 

再考虑一个例子.假设在氢气 H 2 (摩尔质量 Mi =2 g . mo 厂 i )、 氧气 O2 (摩尔 
质量 M 2 = 32 g - mor 1 )^ 水蒸气 H 2 0 (摩尔质量 M 3 = 18 g - moP 1 ) 和某种惰性气 
体所组成的混合物中只发生产物为水蒸气的唯 一一 种化学反应,其化学方程式为 

' 2 H 2 + 0 2 = 2 H 2 0. 


此时显然有以下数值与关 系式： 

r = 1 ， N = 1^11 = — 2 ，"21 = - 1 ， " 3 i = 2 ， "41 = 0 ， 

h y = — —M2W 1 ., h z — 2M^w l , x 4 = 0 . 

对于不可逆过程，速率对决定混合物状态和成分的参量的依赖关系称为化 
学反应的动理方程，而如果组元质量分布发生变化的原因并不是因为组成这些组元 
的粒子的本质发生变化，则上述依赖关系称为物理过程的动理方程.如果根据一些 
附加的定律或数据得以确定量 〜与 v 对某些参量的依赖关系，并且质量守恒方程 
成立，则在没有扩散时， 量 w a 在 r < JV 时可以从 （9.2) 与 (9.1) 求出.下文表明，当 
物理化学变化以可逆方式进行时就是这样. 

关于扩散流失量 A 由哪些定律来决定的问题是不可逆过程热力学所关注的核 
心; 下面之所以研究这些定律，是因为它们关系到能量内部耗散所致熵产生的公式. 


D 原文在这里和下文中使用的是分子量（现称相对分子质量）而不是摩尔质量.为了与式 (9.2) 
中的 Mi 的含义保持一致，译文将分子量改为摩尔质童，并对相关表达式进行了调整.一译注 
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混合物整体的内能引入一个具体的混合物模型主要关系到选出主定参量组，并把 

混合物整体的内能通过这些参量的一个固定的函数确定下来. 
在§6中研究了双参量理想可压缩流体，>其微元的内能正比于微元的质量 m 并通过 
质量熵 s 与密度 p 的某个函数确定.在研究混合物整体的时候，作为一个基本假设， 
可以认为混合物微元的内能 C / m 具有以下形式： 


U m = Um{s, p, m 1? m 2 , … ， m N , x\ X 2 ? *** , X l )> (9.3) 

式中 X 1 ， X 2 , …，/ 为表征混合物内部过程和状态的某些参量.例如，这可以是组元 
的各种温度，组元内部宏观相对运动的一些特征量，还包括扩散流失量或者组元的 
位置与结构所导致的相互作用特征量，混合物各组元的应变张量的分量，表征组元 
电磁性质的参量，以及其他一些量.可以研究因参量/变化而导致的内能变化，这 
种变化与组元因为扩散而发生相对运动时各组元之间的内部宏观相互作用质量力做 
功有关. - 

如果简化函数 （9.3) 的形式,利用以下基本假设即可给出在§6中研究过的双参 
量理想介质模型向混合物的一种最简单的 推广： 


U m = Um{s, P, TYl^ m 2 , ••• ， m N ). 


(9.4) 


在公式 (9.4) 中没有/之类的其他参量，从而导致一系列简化，但与此同时也使某 
些效应无法研究，这些效应可能在实际现象中出现于具有复杂性质的混合物中，例 
如等离子体. * 

根据公式 (9.4) 可以 写出： _ 


dUm = 


dUm 

ds 


ds + 


h ^ 占 " m 

WJp ); 


dm k . 


(9.5) 


在公式 （ 9.4) 和 （ 9.5) 中，自变量与微分 ds, di 以及 TV 个微分 dm fc 可以认为是独 

立的，它们在某些范围内是任意的. P 

按照公式 （ 9.5) 计算的增量 dU m 可以对应于物质微元在运动过程中内能的变 
化，或者一个微元相对于另一个微元的的变化，乃至一般而言许多其他实际情 
况下的这种变化.由公式 （ 9.4) 和 （ 9.5 )， 可以考察以下 函数： 


m6($ } p, m 2 , 
mp’(s ， m u m 2? 

Pi 爪1，爪 



(9.6) 



式中 1 > 
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m = mj + m 2 H - h m N . 


根据双参量介质中的可逆过程在 df * = 0 时的公式（6.2)，成立等式 (9 = 7 1 和 
〆 = p ，式中 T 为绝对温度， P 为压强.显然，当过程可逆并且 m fc = const 和 df = 0 
成立时，上述情况下的0与；/也具有同样的含义. 

在更一般的情况下，对于不可逆过程，当 m fc 是变量并且 df 不等于零时，公 
式 (9.6) 在0 = 了和 〆 时可以视为温度与压强在这些复杂情况下的定义.函 
数 （9.4) 由实验数据确定，进而可以通过实验确定函数以 s ，a m ,, m 2 ，…， m N \ 
0( s , p , m x , m 2 , ••• , m u ) 与 fi f k ( s , p , m l5 m 2 , ••• , rr ^) ，，它们应满足可积条件 • 
函数 • • 

/^ = 一沒 s + $* (9.7) 

称为化学势/根据 （9.5) 和 （9.6) 不难检验，成立以下公式 2 ): 

… d — ， _ 

式中 

S m = ms, AV = -. 

• P 

混合物的自由能与吉为了更详细地解释量的物理意义，除了混合物微元的内 
布斯热力学势 能 C / m , 我们还考虑由以下公式定义的自由能与热力学 

势屯 m : 


Fm ( s , p , m ly m 2 , • • • ， m N ) = (7 m - mOs , 

^ m ( s y p , m 1} m 2 ，•••， m N ) = Um — m 0$ + m —. 

P 


(9.9) 


根据公式 (9.6), 可以在函数 F m 与少 m 中分别引入自 变攀: p ， 0与乂 〆 来代替自变 

量5, 


”在这里和后面的公式中，下标是~…， m fc _ p m fc+1 , m fc +2 ，…， m N 的简写， 
表示在这些量不变时求偏导数.这是为准确起见由译者添加的.一 1 译注 
2 )公式（ 9 . 8 )也可视为化学势的定义，式中 Um = U rn { Sm i AV } m L , m 2 , , m N ), 此外，由于 

在化学中使用物质的量（单位为摩尔）来度量物质的多少比使用质量更加方便，所以常常也将以下 
景定义为化 学势： 

- f dU m \ A/f 

- A = I ) = M k^ k y 

/5 m> AV t n i9£fc 

式中 U m = Um ( Sm t AV , n lt n 2 , •••, n ^), m = rm/Mi 为第 i 种组元的物质的量.此外，化学势 
还可等价地通过自由能•和热力学势来定义，见 （9.10) 和 （9.11). ——译注 
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根据公式 （9.9) 容易直接验证，成立公式 D 




dm 




dUm 

dm u 


Os + 


P ： 


s ， A >， rrii^h 


fdF ^ 






( d % n \ 

、 dm kl 




BUm 

drru 


k / S f ny^Vym i ^ k 


dFrn 

drriu 


+ —， <9.10) 
P 


(9.11) 


A: /0 } AV } mi^ k 


在某些情况下，在实验中确定函数 Umis , Py m l5 m 2 , , m N ) 更宜替换为确定 

函数 p , m 1? m 2 , ••• , rr ^) 或中 m (沒， p ’， rr ^， m 2 ，• • • ， m N ), 而直接根据 

实验确定化学势 & 对自变量0 = T , 〆 = p 与的函数关系通常也比确定函数 
/4( s , p , m 2 ， …， m N ) 更加方便. 

ISSlS ^的表面能或者与微元形状有关的能量，则作为一个基本的实 
’ 7 验结果可以认为，当质量熵 s 与密度 p 不变时，若组成混合 

物的所有质量％都增加 n 倍，内能也将增加 n 倍.例如，如果可以认为整个物体 
的内能等于物体各部分内能之和，上述假设对所有这样的物体就都是成立的.这个 
假设要求函数 (9.4) 满足以下 关系： 


nU m ( s , p y m ly m 2 , ••■， m N ) = U m ( s , p J nm l , nm 2 y '- , nm N ), 


(9.12) 


即内能对质量是一阶齐次函数. (9.12) 这一假设在内能不可加时也可能成立 
令 l/n = + m 2 + • • • -\- m N = m ， 从 （9.12) 得 


Urn{s, p, m 1? 7712 , ••• ， m N ) 


(S ， p ， Cj_ ， C2，. • . ， ^ n )} 


式中 


rrii 

m 


Pi 


是混合物组元的质量分数. 

由公式 （9.12) 与 (9.9) 可知，函数 F m (0, p , m li m 2 , •• - , m 汉） 与 ^ m ( p \ 0, 

7 %，…， m N ) 也满足形如 (9.12) 的等式，即它们对质量也是一阶齐次函数，此 
时，根据齐次函数的欧拉定理与式（9.10)，得 


屮 m 


N / 

l > fc ( 

k=l \ 


d % 

dm 


mijL k 


/v 

V\ C l5 C 2 ? … ， C N )， 


▲ 零 

Uvn = ^2 m fc 


OUrn 

drriu 


m ▼ 

"fc (〜 p ， C l ， C 2 , 


Cjy ) + Os 


pjrrii^k 



F m 


N / 

E m M 

k 二 1 x 


dF m 

dm . 


-) = J ^ 771 ^ A C U C 2, 

A ： yp y 0, fc=l L 


士 $ • 


U 应当强调，公式 (9.6), (9.9)，（9.10) 与 (9.11) 在数学上得自定义 (9.4). 


9. 液体或气体混合物模型理论引论 


我们强调，&在一般情况下不只是 S ， p 或义 p 或0， 〆 的函数，它们可能还依赖于 
比值77^/771 = q ， m 2 /m = c 2 , …， m N /m = c N ^ . 

^ 我们以完全气体混合物为例来研究其热力学函数的公式.完全气 

^ ^ 体热力学函数的表达式由公式 （7.5) 给出，它们可以视为质量为 

m k 的单独组元的热力学函数的公式，其中相应的量为〜八， cy ^ n )， CpUn )， 
所有常量的值也都给出.另一方面，如果混合物整体也可以当作完全气体的话，这些 
公式还可以视为混合物整体在平衡态的特征热力学函数的定义,相应密度为 p ， 温度 
为 r ， 压强为 p . 

为了得到混合物整体的热力学函数和所有常量对混合组元的质量与其他特 
征童的依赖关系，可以进行下面这些思想实验.如果将质量为和 m 2 的同一种 
完全气体用不透气隔膜隔离开，并且每部分气体都处于平衡态，则撤掉隔膜之后，只 
要两部分气体的压强和温度相同，平衡就不会被破坏.因为压强相等，所以不产生运 
动，又因为温度相等，所以不发生热交换.根据状态方程，由压强和温度相等可知密 
度 相等. 两部分气体都满足公式（7.6)，其中的系数分别为 m 2 , 由此可知，同样 
的公式对两部分气体所组成的整体系统也成立，且常量 Cp 不变，只是系数变为 
+ m 2 . 显然，当许多部分质量分别为％， m 2 , 的同一种气体发生接触时 

也会有相似的情况. 

如果用质量分别为和 m 2 的两种不同气体进行同样的实验，那么，尽管在撤 
掉隔膜之前压强和温度相等，在撤掉隔膜之后，由两种不同气体组成的系统在整体上 
也不是平衡的，因为此时扩散使混合气体中的每一种物质在全部区域中干玲分布的 
状态比质量非平均分布的初始状态具有更大的概率.在没有外部热流时，从(撤掉隔 
膜之后瞬间的）初始非平衡态向（更概然的）最终平衡态的转变导致熵的增加.设初 
始状态的熵为 5 mi + m 2 , 它等于被分开的组元的熵之和，而最终状态的熵为 5 mi+mz , 


D 此结论是相，应热力学势对质量的一阶齐次性的重要推论.例如，由 (9.9), (9.6)， （9.7) 可知 


N 


d 必 


—ms + 一 dp f + dm fc , 


所以少 


(沒， P ’， 


2 


)• 利用上述一阶齐次性，有 


(汐， P ’， m l ， 爪 2 ，…， m N ) = p \ c l5 c 2 , …， c N ) 


所以 


d^f 


{O y p\ c x , c 2 , 




m ▼ 

A ) + m E 


d^ m (0 } p\ C Jt C 2f , C N ) dCi 


dc { 


k 


N 


⑽， 〆 ， c 1 ,c 2 ,...,c N) + X： W 一 CO, 


即 Mfc = p\ c 1} c 2 , 


)• 


译注 


2 • 
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故对混合物整体应有 


S T n 1 + m 2 > Sm x { p , r ) + 5 m >， r ). 


然而，得出这个结论的一个重要因素是，不-的气体发生混合.如果发生混合的 
气体是相同的，则初始状态与最终状态相同， 从而. 


S 7 n l 


^m 1 (Pi + S m (p, T). 


如果从某些重要的物理化学特性来看确实有 TV 种不同的完全气体，则对于它们的混 
合物可以假设，这 7 V 种气体占据同一个区域，并且可以对每一种气体的平衡态单独 
引入特征量与状态方程而不必关心在该区域中还有其他气体.按照这一假设，气体 
相互作用的能量被忽略，所以根据 (7.5) 成立等式 


(了 1) + Vm 2 ( 了 2) + ... + 〜〜(仏）= 771^ 



U ok + / 0 以 ( 了 ) dT 1 • (9.13) 


^ b *： 


此外，对于气体混合物中的 TV 种完全气体，我们还引入分压巧， p 2 , …，~和 
混合物整体的压强 P ， 它们是由状态方程仏= p k R k T k = p k R 0 T k / M k { Ro 为普适气 
体常量）和道尔顿定律 


E 


Pk 


■零 • ■ 

Y ^ Pk R kTk - 


Rkm 


T k 


(9.14) 


确定的. 

如果认为每种气体组元的状态概率独立于其他组元的状态概率，则混合物的熵 
可表示为相应状态下各组元的熵之和，所以混合物整体的熵由以下等式 引入： 


Smip 、 T ， 77lj , 


■ ▼ 

， m N ) = T k 、 rn k ), 


式中，依照 (7.5) 


S m 


H sok +’J c f dT _ Rk ' n t 

\ Tbfc 


(9.15) 


在内能的基本公式 （9.4) 中并未考虑可能出现组元温度不同的情况，与问题的 
这种提法相应，我们假设组元的温度在无穷小的微元中相同，即 


Ti=T 2 


= • • • = 


Tn 二 T. 


从道尔顿定律还可得出 


mp 


P ， Pk 



§9. 液体或气体混合物模型理论引论 


所以，对于混合物整体的热力学势成立公式 


^m = Um- TS m +[ 


y^ m kPk 

h ^ 


▲ 零 ▼ 办 ▼ 

= X ^ m fc (〜 T ) = Yl m k ^^ 

h=l fc=l 

从公式 (9.13), (9.15) 与 (9.16) 可得以下化学势 公式: 


i 1 

, k {p, T)^U 0k + R k T 0 - s’+J—T 一 T J C f dT + _^， 


(9.16) 


(9.17) 


式中已经应用了 c pfc 
因为在乃=了 2 


Vk 




Pk = P 


Rk . 

T n 时利用 （9.14) 有 


^kP k = Rkm k : R k m k 
Rp ~ P ~R^^ P ^TZ ~ 




所以从公式 （9.15) 可得 


N N R 

S m (p, T, m u m 2l , m N ) = ^ S mk (p, T) - ^ R k m k In - ^ lfc 


E R i m i 


显然 


■ 胃 

Sm > Sm k (p, T) y 


因为 


A ^m = ^km k In - 广 ， = 111 > 0 

fc=1 £ RiTTli k=1 £ Hi 


(9.18) 


式中 叫 为质量为 m = £ m , 的微元中第 i 种组元的物质的置. 

% i—l 

如果在初始时刻将质量为 m fc 且压强 P 与溫度 T 都分别相同的 AT 种气体用 

隔膜隔离开，则在撤掉隔膜之后的瞬间，熵等于£ Smjp, T). 气体在体积不变且 

没有外部热 量输入 的条件下发生混合，混合物达衡态后压强与温度的值不变， 
熵变为 S m ( p ， T , m u m 2 ，…， m N ). (9.18) 中的量 〜 S m 给出扩散过程的不可逆性 
所导致的熵增加.我们重点指出，因扩散而导致的熵增加 (9.18) 与发生混合的气体 
的本质无关，它只依赖于其物质的量. 


C 得自能量守恒定律与平衡态下的道尔顿定律. 
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吉布斯佯谬对于由不同完全气体组成的混合物，上面发展出了确定其热力学函数 

的理论.如果在形式上将此理论应用于同一种气体的 7 V 个部分，就会 
产生矛盾.其实直接可见，此时“混合物”的熵应等于 

N 

^m k (P> T )， 

fc=l 

然而上述理论给出熵大于此值. 

这一矛盾称为吉布斯佯谬.问题的本质可解释为，诸组元的物理化学性质不同 
这一假设在上述混合物理论中极其重要.这种区别可能很小，但是它在物理上总是 
被定义为某种有限的区别.这种区别导致的结果是，当气体不同组元所在的区域在 
压强 P 与温度: T 都相同的条件下（在撤掉隔膜之后的瞬间）合在一起形成一个共同 
区域时,其中的气体处于强非平衡态.然后，此状态在体积不变且没有热量输入的条 
件下通过扩散过程变化到 p 与 T 的值不变的平衡态.从统计方法直接可得，对于数 
目相等的不同粒子与相同粒子，包括熵在内的热力学函数是不同的. 

如果一种气体由相同的分子组成并占有区域△/，则物理上无法区别占据同一 
区域的不同的物质组元,所以上述计算熵的方法只能用于由物理上不同的组元 
组成的混合物，但不能用于由相同的粒子组成的气体. 

混合物的热力学第 - d § 5 ) 

与第二定律的方程 TdSrn = dg ⑷+ d (7 (9.19) 

和混合物整体的热流方程（见 §2) 

dU m = dQ^ + (9.20) 

我们有 

dUm = -p ij S/jVidt + Td 5 m + dQ * •- dQ\ (9.21) 

P 

为了在一般情况下确定一个模型，除了内能函数 （9.3) 或 (9.4), 一般而言还必须 
给出量 dQ ' 与 dQ **. 量 dQ - 是由给定微元的外部对象引起的非热量形式的一部分 
能量流,它不同于使介质整体移动的外力的功.例如，与该微元的边界 E 接触的相邻 
介质微元会引起这种能量流.此外, dQ - 还可能是因为与电磁场的相互作用而导致 
的能量流（见后面第六章).因为在给定微元与相邻微元之间由质量力和分布于表面 
S 的应力泸以及外部热流引起的相互作用并未计入 dQ **, 所以，当没有扩散和外 
部场，在 S 上也没有广义力（例如面力偶，见第三章 §3) 的时候，可以认为 dQ ^ = 0. 
然而在存在扩散时，能量流 dQ - 能够不等于零.其实，物质微元既然是对混合物整 
体定义的，不同组元的质量由于扩散便可通过该微元的边界进入其中，从而导致 
这种非热童形式的能量流. 


10, 混合物的可逆过程模型 


§10. 混合物的可逆过程模型 


我们来研究满足以下条件的 过程: 

dQ r = 0; Ii = 


1，2,…，从 


(10J) 


我们在此仅考虑这样一些模型，这时对于混合物整体的内能成立形如 （9.4) 的 
公式，此外我们还假设成立等式 


dQ 


( 10 . 2 ) 


混合物在可逆过程中根据热力学第二定律，混合物整体的热流方程 （9.21) 此时可 
的状态方程 以改写为 


dUm 


—p div vdt-\- — (p tj -( - pg lj )Vj Vi di 4 - mTds y 


或 


d(m/p) p dS m 


= -p^—- + TdS m + Vj Vi d^. (10.3) 


因此，如果定义 


OUm 

<9(m/p) 


-( 


dU • 

WJV) 


(10.4) 


并假设张量分量 + pg ij 与速度梯度 VjVi 无关，则由与 dm ^ 的独立 
性可得关系式 • 

^ (dU m \ fdU\ _ 


dS , 


m 


(10.5) 


和 


0 蒙 

T tJ 


而利用化学势 A 的公式 （9.7) 与^的定义 （9.2) 可得关系式 


( (^ Um \ 


dm 




暴冒 M ▼ 

dm fc = ^2 ^ kdtAV .= 0. 


( 10 . 6 ) 


式 （10. 4 ) 与 (10.5) 是状态 方程. 只要按照 （10.4) 与 （10.5) 给出函数 (9.4), 即可确 

由泡各物的广 i Pat 、 rr ^ m i m 2 


定混合物的压强％， s ，$ $ … 与温度气卜， $ $ …，^)， 

此外还可得 r ” =0. 因此，从所作假设可知，我们建立起来的这个介质模型是理想 
流体. 


当没有化学变化或相变时，我们有 dm t = ^ k dtAV 


刍没有化学雙化或相变时，我们有 dm fc = XkdtAV ^ O , 所以等式 
+ ^ (10.6) 恒 成立. 当有化学变化或相变但没有扩散时，量7^, 与 

△ V 在有限的时间间隔内可以视为一个固定的介质微元的特征量，因此，这些量是 
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拉格朗日坐标和时间的函数（拉格朗日坐标对所有组元都相同，因为^ = V). 此时， 
每个微元在发生物理化学变化时的质量守恒方程在对时间 t 积分后可以表示为以下 
形式： 



式中使用了等式 m = mo = const , 并且根据介质整体的连续性方程引入了记号 1〉 

t t 

uj a = J w a AV dt = m J — dt. 

to to 

利用物理化学变化的守恒方程 （9.2), 式 (10.6) 具有以下 形式： • 

E E ^i M i v icc ) di = 0. 

a=l \<=1 / 

因为 r 个反应依条件是独立的，所以量出可以视为线性无关的，从这个关系式就 
可以对 r 个反应得到 r 个平衡条件 2) : 

N 

yZ a = 1, 2, • • • , r . (10.8) 


这些方程是化学变化或相变的热力学平衡的基本方程. 


把混合物视为理想双 
参量介质 


因为化学势 A 可以视为 〜 P 与 T 的函数，所以，根据物理 
化学变化的质量守恒方程在积分后的形式（10.7)，平衡条件 
(10.8) 可以视为决定 r 个量 uWAV 的 r 个方程，而这些量 


是混合物组元的 p ， 和“初始”质量分数 p 0 i / p 0 = 的函数.这样，在可逆过程 


中，组元的质量分数 内 /p = Q —般决定于混合物的密度 p ， 温度 T 和混合物组成的 


不变的“初始”特征量咖. 


^ 量 称为第 a 个化学反应的反应进度，它与化学反应方程式的写法有关. 若 反应方程式为 

0 = 则 da ;« = f ， 式中叫为 组元坎 的物质 的量. 显然 W (参见196页的 

译注——译注 Via 

2) 我们强调，关系式 (10.8) 是热流方程 (10.3) 在条件 （10.1) 和 (10.2) 下的推论，所以它们实际 
上是化学反应的可逆性 条件. 如果考虑化学反应的不可逆性(见§ 11)，则关系式 （10.8) 仅在化学反 
应达到平衡时才成立，此时熵产生为零.这是 (10.8) 被称为平衡条件的原因. 

量 f f H ^ ia 称为第 a 个反应的化学亲 和势。 化学亲和势是推动化学 

反应发生的热力 1 一力.化学平衡^件 (10.8) 即化学亲和势为零.——译注 


10. 混合物的可逆过程模型 


对于可逆过程，混合物整体的状态方程 


Um 


卜， 


m 


m m 


/1 ^ m 7 

P (-, T，y 

\P ^ 

( 1 m rrij 

- ， T, 」 

P 爪 


m 


m 


爪 2 

m 


m N\ 

’：) 

m N.) 

:)， 

m N \ 

m ) 


可以改写为 


Um = Tnt/ (p, T, Cq 1} Cq 2 




p = p [ p > Ty 0017 ° 02 ' …， 


(10.9) 


5 = s ( °01， c 02. 


C 0N 


混合物的这些状态方程具有双参量介质状态方程的形式，但其中包含的常参量 C()i 
在具体实例中对不同物质微元可能具有不同的数值. 

如果过程是不可逆的，或者存在扩散，则上述理论根本不成立.然而，如果化学 
反应进行得很快，在每一时刻都可以认为化学平衡所对应的关系式成立，则在这种 
情况下也能应用状态方程 （10.9). 但由于存在扩散，而这可能改变每个给定物质微元 
中各组元的相对组成，所以量％可能变化.这时，为了确定状态方程 (10.9) 中的变 
flc oi , 必须利用表示扩散定律的方程. 

当摩尔质量相同的两相达到平衡时，我们有 r = 1 ， i = 1，2, = +1， i / 21 = -1， 

M l = M 2 , 所以平衡方程 (10.8) 的形式为 


M 2 = Ml 


显然，当三相平衡时应同时成立两个方程 


f^l = #2， P2 ~ M3 - 

鬌 

所得相平衡条件在忽略表面效应时可用于固态、液态和气态介质共存的情况. 

作为第二个例子，我们来考虑一个关于可逆化学反应的重要 
问题，其中包括运动的完全气体混合物中的离解与复合问题. 
发生可逆反应的 W 种完全气体的混合物，其化学平衡条件 
(10.8) 利用 ^( T , p k ) 的公式 (9.17) 可以写为 


^ ( ^oi -f- R^Tq — Ts 0i + I Cpi(T) dT — T 




荖 dT +含 




此方程的形式可以改写为 


Poi 


la 


(£) 


^Or 


(£) 


^ lQ ^2 2a …❿, a = 1 ， 2, … ， r* ， (10.10) 
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式中 


ki ( T ) = exp 一 


Ivr 


Uoi -h RiTo — TsQ i f Cpi dT 



二 T j 争 dT ) • 


考虑到克拉珀龙方程后，平衡方程 （10.10) 和质量守恒方程 (10.7) 所组成的方程组 
包含 r + JV 个方程,用来确定 r + iV 个量和 pjp 0i , 这些量给出了混合物的 
成分和化学反应的进展，例如离解程度. 

式 (10.10) 表示质量作用定律一古尔德贝格一瓦格定律.量 h ( T ) 与 r Q ， &， 
U 0 i 有关，它们一般对应着混合物在组元密度为时的“初始”状态.如果可以认 
为热容％与 M 是常量，则量 ki { T ) 由以下公式 给出： 






㈤ 


1<一1 • 


exp 


S 0i ~ ^pj 

Ri 


Upj — c Vi T 0 \ 


式中 7 i = Cpi /^ vi - 在一般情况下， ki ( T ) 由实验数据决定. 
如果使用以下 记号： 


% > 0, 


- 匕 a > 0，< = E E 4 a ， 


则方程 （10.10) 还可以改写以下 形式: 


n 


Pj 

MjPQjkj 


- ( RoT )< n 


Pi 


混合物的参量 u; a /AV 和成分作为 p 和 T 的函数确定之后，就不难通过随体导 
数 dp / 出和 dT / dt 来确定化学变化的有限的“速度”值. 

在可逆变化的条件下研究混合物成分的上述方法可以用来研究被电离的 
° 气体，因为电子与通过各种途径激发出来的原子或分子的离子可以视为 
混合物的不同组元，而电离程度由相应的参量来表征.此时,质量守恒方程 (10.7) 
与平衡条件 （10.8) 决定了电离程度,而平衡条件在完全气体近似下即是方程 (10.10). 
应用于此现象的条件 (10.8) 或条件 (10.10) 称为撒哈方程. ’ 

仡*^优甩么物的…图 37 , 38 , 39 给出了作为气体混合物的空气在平衡态下的组 

元浓度、摩尔质量、表观热容〜、质量内能、质量熇和密度 
对温度和压强的依赖关系，它们是依照上述平衡态理论通过 
计算得出的 1 \这些图像表明了 （10.9) 这种类型的依赖关系，其中密度被替换为应 
用上更加方便的变量一压强. 


15 在空气的各种热力学性质手册中以表格的形式列有相应数据. 
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1.0 


p 


0.001 atm 


彡 0.0097 


初始组成: 




« N2 =0.7808ai 
n O 2 "0.2095« 
n Ar =0. 0097/1 


0.5 


■■■■maaHHBS 


rxi o" 3 k 


( a ) 



图 37. ( a ) 在压强 p = 0.001 atm 时空气的物质的量浓度与温度的 关系. 物质的量浓度在温度髙于 
2000 K 时因离解而发生显著变化，在温度髙于7000 K 时因电离而发生显著变化 . N 2 , 0 2 和 NO 
是氮分子、氧分子和一氧化氮分子， N 和 O 是氮原子和氧原子，0+和 N + 是一价离子， e 是电子. 
氩的浓度 n Ar / n 总是小童 .（ b ) 空气的平均摩尔质量与温度和压强的关系 
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0 123456789 10 11 12 


/u 、 rx 1 o" 3 k 

(b) 


图 38. ( a ) 空气的热容对温度和压强的函数关系.热容在温度髙于2000 K 时发生显著变化. 

( b ) 空气的质量内能对温度和压强的函数关系 
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⑻ 



(b) 


图39 .⑷ 空气的密度与温度和压强的关系 • （ b) 空气的质 S 熵对温 S 和压强的函数关系 


混合物可逆过程的封 
闭的运动方_程组 


程 组成: 


若混合物中的过程是可逆的，则封闭的运动方程组由混合物 
整体的连续性方程、理想可压缩介质的3个欧拉方程、状态 
方程 (10.9), 以及热流方程或表述热力学第二定律的如下方 

dU = pd - + dg ⑷或 Tds = dg ⑷. 

P 


外部热流必须额外给出.在绝热过程中= 0,此时，由于有化学变化发生， 
密度和温度之间的关系依赖于混合物的组成，它可由式 s = const 根据 (10.9) 计算 
出来. 


§11. 混合物的不可逆过程模型 

混合物不可逆过程的我们来研究'混合物的最简单的一些不可逆过程模型，其热力 
运动问题的一般提法学不可逆性表现在状态方程和表征该模型的其他关系式中， 

并且这种不可逆性只稍微偏离热力学可逆过程的相应性质. 
在§10中研究的可逆过程模型将因为考虑黏性、热传导、扩散和化学反应所造成的 
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不可逆效应而变得更加复杂. 

% 

如前所述，作为一个基本假设，我们认为质量为 m 的混合物微元的动能等于 
mt ; 2 /2, 而混合物的内能满足式 (9.4) 或其特例 （9.13), 并且成立一个重要的附加 
条件： 混合物组元的温度相同， 


= T 2 =…= Tn = T. ( 11 . 1 ) 

S 

换言之，我们假设在每个微元中混合物各组元之间都达到了温度平衡. 

在某些应用中，例如在描述微元状态变化很快的过程时， （11.1) 是一个过强的假 

设，所以在许多情况下需要建立组元温度不同的其他一些模型.我们认为，与内能 

Um 中的以相对较高温度为特征的随机热运动的平均能量相比，各组元相对于微元 

整体发生运动的动能是小量，因而可以忽略 

关于熵变化的热力学基本方程 （9.19) 和热流方程 （9.20) 显然可 
期％的敗万桂以改写为 


Td5 m = dQ ⑷ + dQ， = dQ ⑷ + dQ** + dQ，— dQ 


(H.2) 


N 




, dU m p 」一 

a (^ d 7 + ^： ^ + m/c 


- pd ~+ TdS m + + dQ ** - dQ \ 


(11.3) 


式中已经考虑了应力张量的对称性，即=2^，以及公式〜=% )/2. 
利用式（11.3)，根据压强 p 的定义并假设量 Q **- dQ , 不包含形如 AdS m 的项 2 )，式 
中 A 为主定参量的函数，我们得到状态方程 


P 


OUm 


dU 


8[ rn / p ) 


d { l/pY 


T 


dUrn = dU 
dSm ds 


(11.4) 


再利用质量守恒方程 （9.1) 和（9.2)，得等式 


dQ f - dQ 




^k[ M kYl -div/fc J 


AVdt . 


根据此式,熵变化方程 （11.2) 可改写为 


N 


TdS m = dQ ⑷ + dQ **+ r 1Jdiv _ X ] ^ k M k ^ k a w <x jAKdt (11.5) 


k 


1】 在以下专著中详细地研究了考虑扩散动能和组元温度不同等一般情况下的混合物不可逆过程 

模型 ： Woods L . C . The Thermodynamics of Fluid Systems . Oxford : Clarendon Press ，1975 (第九章); 
Hutter K ., Johnk K . Continuum Methods of Physical Modeling : Continuum Mechanics , Dimensional 
Analysis , Turbulence . Berlin : Springer , 2004 (第七章) • -译注 

2) 此假设等价于假设在不可逆运动中温度可由前面对可逆过程建立的公式 T = dU/ds 来定义. 
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我们强调，最后一个公式与状态方程_ (11.4) 具有颇为一般的形式，与之密切相关的 
是假设 (9.4), 即内能〜只与混合物的密度和熵以及组元质量有关. 

对于体积为△/、表面为 S 并且以速度 r 运动的混合物物质体 
微元，进一步假设从外部进入其中的总能量流可由以下公式 确定: 

dA (e ) + dQ( e) + dQ** 、 ‘ 

N N f f 

= p k Fk 'VkAVdt-^-^2 / PknjV ki dtda - / q 0 ^ndtda + dQ^ s 
k=i k=i i i 



p^k ' v AV dt+ p lj rijVidt da -\- ^ F k - Ik AV dt 


+ AV^dO dQ^i 


( 11 . 6 ) 


式中， p k F k AV 为作用于混合物第 A : 个组元的外质 量力； p^nj da 为表面 S 的微元 
da 上作用于混合物第 fc 个组元的面力的分量，并且认为 

N 

p lj nj dcr ei = ^2 Pk n j 

fc=i 

是混合物整体在面微元 da 上的应力矢量;％是由热传导和扩散导致的外部能 量流; 
dgfeLs 是按照质量分布的外部能量流，例如， dQtls 可以包括因为外部辐射而被吸 
收的热流，或者因为电流而释放的焦耳热.外质董力 K 对不同组元一般不同，量 

£ F k - T k AVdt 等于外质量力巧在扩散所致内部运动的相对位移上的元功.如果 

k=l 

外质#力 K 对所有组元均相同，则 f ； Ffc./fcAVdi = 0. 例如，对于重力 A =仏 

^ fc=l 

A : = 1，2 , …， AT (沒为重力加速度)，因为 f ； 心= 0,所以 


^F fc .J fc Aydi = ^- AKd ^： 

fe=l \ fc=l } 

按照混合物整体物质点位移的定义和式 (11.6), 可以取 


cL 4(°) = ^ PkFfi • v AV dt + f p l ^njVi dtda , 



dQ (e) + dQ 


\ k=l ^ I k=l 
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根据此式，方程 (11.5) 可写为质量熵 s = S m / m 的全导数的 形式: 


dS, 


dt 


pAV 


d 5 

dt 


1 

f 


AT 


N 




k 


k 


^k M k^ ka w a + r^etj )AV + I d( 5 ma 


fc = l 


T dt 


(11.7) 


式中使用了以下 记号: 


N 


N 


q = q je j = Qo-^ 2 ^~ ei = % — J2 p k - ^) e *- 

k=l Pk k=l 

矢量 g 表征在混合物各组元发生相对运动时因为热传导、扩散和面力做功而通过表 
面 s 的微元的总能量流. 

质量守恒方程，混合物整体的动量方程，状态方程 （11.4) 和 
熵方程 （1 L 7) 组成混合物运动的封闭方程组，只要再补充上 
热流 dQ ^ L 的结果和决定变量 


9 ， h, W a , r ij 

的宏观动理方程.建立这些动理方程是不可逆过程热力学的一个基本问题 U . 

介质的运动伴随着许多不可逆效应，对这些效应的性质和机理也有各种类型的 
假设，上述基本问题的解决总是涉及到这些假设.介质的具体性质不同，运动的类型 
不同，这些假设也可能不同，它们还可能与具有数学性质的一些假设有关，例如基于 
微元状态偏离平衡态很小而做的假设 2 ).归根结底，这些假设总是必须通过实验来 
证实.实验观察的数据经过处理可得各种经验公式，这些公式也可能有助于动理方 
程的建立. 

当运动和过程偏离可逆情形较小的时候，为了得到动理关系，作为一个例子可 
以考虑昂萨格方法（见§8和下文).用这种方法对所研究的介质和现象得到的关系 
式还需要通过实验方法来检验或证实，即使这些关系式能够进一步用统计理论中的 
结论从理论上证明. 

熵产生公式为了应用昂萨格理论，必须把总的熵变化表示为和的 形式： 

at 

ds di5 de$ 

从 （11.7) 出发，利用下述公式所表达的假设即可将熵变化分为这样的两部分. 

0为了确定混合物整体的运动，并不需要求出前面引入的量％并且对于这些量也没有 
相应的方程，其作用是辅助性的，仅仅是为了启发式地建立方程 （11.7). 如果用其他丄些假设代替. 
(11.6)，也可得出这个方程. 

2 >在下述论文中提出了不可逆化学反应动理方程的某些一般 形式： Ce^OB JI . H . 06 o 6 me M 
BHAe ypauHeHMtt KHHexHKM xMMMqecKMx peaKuwK b ra3ax. UAH CCCP , 1948, 40(1): 73 —— 76. 
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量定义为从外部对象进入物质体的热流、 dQ ^ L 和通过其边界 S 

dc 

的外部熵流引起的熵变化，这与外部对象同给定介质发生相互作用有关.因此,根据 
公式（11.7)，令0 

& T cU T T ) 

=1 j 9^ as8 + f I -nda. (11.8) 

jy \fc=l / 

相应地，在确定之后，对于在单位时间内由内部不可逆效应引起的熵产生 

dc 

m 竽 ，我们得出 

dc 

^=[-^-<Z + ^ + E(f-grad^)./ fc 

• k = 1 

- 亡亡 m (119) 

a=lfc=l ■ 

耗散函数熵产生公式 （11.9) 可以改写为以下 形式： 

=(T = J 2 x ^ >0j 

at /3 


式中，童是矢量的分量疒黏性应力张量的分量# ( i , ：/ = 1, 2, 3; A : = 1, 
2, • • • ， AT ) 和标量 (a = l , 2, 在重新编号后的统一记号 ，知 显然表示相应 
X & 的系数. 

要想进一步建立一个楱型，就要假设量知与之间存在有限的关系.因此， 
量 a 可以视为 或;^ 的函数，并且 p ， T 和混合物组元浓度 q = Pi / P 是作为参 
量出现的，即 

= cr{ Py T, Ci, Xj) = a(p, T, c i5 X J ). (H.10) 

0 

在某些情况下，可以把建立动理方程的问题看作建立以下函数关系的 问题： 


X 0 = X 0 {9iji P, T, c x , C 2 , ••• , c N , Xi, X 2 , …)， (11.11) 

式中％为度规张量的分量，量 p ， T 1 ， Q 为标量.在一般情况下，式 (11.11) 对于/么 
应满足条件 

N 

E 4 = o . 

k=l 

d 我们强调，在公式 (11.8) 中之所以有这一项，是因为相关假设认为该热流是可逆的. 
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成对出现的相应函数&和;^可以利用以下记号来 表示: 




Fk 

Y 


gr 


gradT 

~ J^2 ~ 

ad #: 




Q 


T 


Wfc = ^fc e t > Ik ， 


N 

E 


^ k M k ^ 

T 


7 a 


Cij 


w ■ 

Y 


在函数关系 ( ii . il ) 的自变童中，除了记为的标量、矢量分量和张量分量，仅仅 
还列出了一个张量一分量为的度规张量.这等价于假设所研究的混合物模型 
满足各向同性的物理条件.因为 (7 是标量，所以，作为 （11.11) 中 C 7 的自变量，在一 


般情况下可取标量 p ， T , Cfc , 7 al 而对于矢量和张量的分量以， a 4, 则只能取 

其不变量组合. 

各向同性介质耗散函+哥司力学 

数的一般形 A • 各向种可逆平衡过程较小的不可逆过程的时候，在许多应用中会 


同性介质的昂萨格关认为函数 （ ii . li ) 是知的线性函数，即 
系式 x^ = E^« (11-12) 


式中，矩阵元素由标量、二阶张量的分量和四阶张量的分量组成. 

在各向同性的情况下，由系数组成的相应张量只依赖于标量和度规张量 D 
9 ir 下面将得出对#的依赖关系，而对介质的状态参量 p ， I 1 , Cl ， ％ c N 
这些标量的依赖关系则必须另行建立，当线性关系 （11.12) 成立时，量是;^ 
的二次型. 

* 对于向同性介质，不难看出 a 的二次型可以写为以下 形式： 


(J = aoT 2 g i ： j u) l io j 4 - 2 a k g i ： j u; 1 cj J k + a kl g i ： j u; l k uj 

十 + 26 W 〜 • + 句 ) 2 + 举心 mn e im e jn . (11.13) 

由此可见，为了使函数 a 完全确定下来，必须固.定 (11.13) 中的系数勿， 

b 87n = b ma , b s z A 和 "， 其中 & / = 1， 2 ? …， TV ; m , s = 1, 2, …， r . 这些独立系数的 

数目等于 


l + iV + 


N(N + 1) r(r + 1) 


2 


2 


+ r + 2 = 3 + 


N(N + 3) r(r + 3) 


2 


2 


(11.13) 中的系数还应满足条件 a ^ O . 


这个直接的结论是非常明显的,其详细证明见附彔一. 
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按照§8中阐述的不可逆过程的一般理论，关系式 （11.12) 在应用昂萨格原理后 
可表示为 


da 


dT 


Qi = 

2 doj 1 

hi = 

1 da 
— 2 dc 4 ■ 


1 da 

■ 

一 " 

參 4 

T 13 

1 da 

T 

2 deij 


aoT 2 cj{ 4 - ak ^k% = ~ a °^i a 


k 


k 


k kl a k dT 

u H = -+ X, a 


k 

kl I F H 


Fh 


dx i T 


d ^ 


T dx i T 



b Q divv + ^ b sa Tj s 


S 


b a dp 
p dt 


-^b sa ii k M k v k 

fc, S 


8 , 


A 


g lJ ^ S l 8 + f 9 ij div v -H 


S 


2 " “ 
T 


(11.14) 


(11.15) 


(11.16) 


(11-17) 


最后一个关系式与黏性应力的通常的纳维 一斯托 克斯定律有所不同，式中第一 
项是由于不可逆的化学变化或相变而出现的，它影响应力矢量在所在面微元上的法 
向分量的取值. 

条件 E 4 i - 0给出系数 〆 和#的 7 V + 1个关系，即 

k=l 


N * N 


E afe = °5 E 

k=l k=l 



Z = 1，2,…，从 


(11.18) 


因此，公式 (11.13)—(11.17) 只含有 


n = 2+ w ± i ) 


r(r + 3) 
+ ~2~ 



个独立的系数，它们一般而肓是 p ， T ， 的函数.我们指出，最初的一般形式的公式 
(线性关系 (11.12)) 含有 no = (3 + 3 iV + r + 6) 2 = (9 + 3 iV + r ) 2 个系数 上述一 
般理论使得必须给出的系数的数目减少了 D 


TIq — 71 


79 + ^- N 2 




个.例如，当三组元混合物 ( N =3) 中发生一种反应 (r = 1) 的时候，我们有 n 0 =361, 
而独立系数的数目 n = 10,即待定系数的数目减少了 no - n = 351个. 

如果展开公式 (11.14), (11.15) 中的然后计算、合并 gj ， ^ 

和^的系数，就可以对这些公式进行—些简化和变形.为了确定系数吻， 〆 ， a 、 

b s ， b '\/ i 或它们的某些组合，可以利用统计理论和相应的.实验数据. 

上述理论不只适用于完全气体混合物,而且适用于实际介质的许多其他模型.在 
一些专著和具体研究工作中可以找到该理论的进一步简化和应用. 
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第五章热力学的基本概念和方程 


完全气体混合物的唯如果对完全气体混合物使用化学势公式（9.17)，就可以将表 
象亨数 ao , a fc ， #与达式（11.14)， （11.15) 所给出的热力学流％和心通过气体 
输运系数的关系 动力学参量了 ， Cfc (^ = 1,2,..., AT ) 表示出来..为此，我们 

把 （9.17) 写为以下 形式： 


叫 =m2(P ， T)^R k T\nz k7 


(11.19) 


式中 


^kiPy ^ 1 ) = + 十 


T T 

J CpfedT-T J 爭 dT + KfcTln 上 

To T 0 P ° k 


Z k 表示第 A ： 种组元的物质的量浓度， 


Z k 


一 Ek — 


M 


瓦 Ck . 


根据 （11.19)， 我们有 

^ _ rp yf I 


Td^=Td(f^ + R k lnz k 


RkT 


z k 


d 4 + 


V dp 


dp + T 


( 盖争 ) 


dT , (11.20) 


(f 1 = 气 


R k T = R^T = 1 

p MkP nM k ' 


( 11 . 21 ) 



•+ / Cpk dT 



= i— 


( 11 . 22 ) 


To 


式中 4 为第 A : 种组元的质量焓.利用（11.20)， （11.21) 和 （11.22), 得％的以下 公式: 


利用 (11.23), 公式 （11.15) 的形式变为 




(11.23) 


? 卜 


P P 




j 1 z—j T T 


VT 


卩又喂心 -岭 T , 


(11-24) 


▽々+ ( 巧 


- 命 p+*(S 


Pk F k - pFl , 


式中 
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并且多组元扩散系数和热扩散系数是按照以下公式引 入的: 

Dki p M 2 / a kl _ RqM / a kl a kk \ 

pT ^kMi V Pi P k ) ~ M k M t V p t P k J 1 ' 

Dl 冬^ rh 、W = …，见 

公式 (11.24) 和等式 

Ed 卜 0 ， D kk = o, = o 

k k 


(11.25) 

(11.26) 


之所以成立，是因为我们有性质 （11.18). 从公式 （11.25) 和 (11.26) 容易得出用 
和表示 和# 的逆向公式. 

用类的方法可以对完全气体混合物把公式 (11.14) 改写为以下 形式： 

q = -a 0 vr + [ g (朽 一 : r ▽ 学 ) = 一， — d ^ 

Ir I 1 Pi 


式中 



(11.27) 


系数汐 ' 和 A : 通常出现在气体动理论中，它们在这里是通过唯象系数 a 0 , 

和 用公式（11.25)， （11.26) 和 (11.27) 定义的 • 

如果介质是各向异性的，例如，与电磁场的相互作用导致各向异性， 上述 理论就 
会变得更加复杂.此时，在 (7 的自变量中，除了度规张量，还必须进一步引入表征各 
向异性的其他一些张量. 





第六章电动力学的基本概念和方程 


§1. 电动力学的基本概念 • 电磁场 • 真空中的麦克斯韦方程 


近来,在考虑电磁效应的情况下研究连续介质运动问题具有越来越重要的意义. 
因此，有必要在连续介质力学中阐述电动力学的基本原理. 

下面将认为，我们通过初等物理学和普通物理学课程已经知道了最简单的一些 
电动力学实验现象和定律.我们将把电动力学基本定律用公理化的形式表述为麦克 
斯韦方程，这种形式是对实验观察进行理论加工和推广的结果. 、 

麦克斯韦方程得以表述的基础是许多抽象的数学概念，这些概念是为了描述物 
体和场的电磁性质而引入的一些电磁场特征量.对电磁现象的科学研究经历了一百 
多年的不平静的发展过程，为了引入和分析这些概念和方程，前人历尽艰辛,完成了 
大量工作. 

基于麦克斯韦方程的许多理论方法获得了丰硕的成果，所有描述电磁效应的实 
际工作和所有已知的宏观实验数据都证实了这些方法的有效性. 

我们不准备按照历史发展讲述电动力学，而只是给出其基本原理的简要描述，目 
的是在连续介质力学问题中应用电动力学.我们仅仅指出，电磁场理论作为实际对象 
的一种理论是由法拉第提出的，但是该理论直到19世纪末才被实验证实，当时赫兹 
成功地捕获了电磁波，从而证明了电磁场存在的事实. 

我们首先指明，电磁现象对连续介质力学为什么有意义.在物理学中已知物质对 
象之间相互作用的4种基本 类型： 基本粒子理论中的引力、电磁力、核力和弱相互 
作用力.我们所研究的内力相互作用主要与电磁效应有关，这些效应导致了固体、液 
体和气体中的宏观应力.例如，当分子和原子发生碰撞时，电磁力的作用是主要的. 

此外，物体在某些条件下可能具有电荷，所以在物体中可能出现电流，此时产生 
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的相互作用力必须在连续介质物质体受力的总平衡中加以考虑.这类效应在研究等 
离子体运动时表现得特别强烈.等离子体是具有大量自由电子和离子的气体，所以 
等离子体与电磁场有明显的相互作用. 

我们现在回忆电动力学的某些基本的定义和概念. 


静止电荷的库仑定律 


实验表明，携带电荷 q 和 e 2 的两个静止的介质微元之间的 
相互作用力类似于两个物体之间的万有引力， 


F = gradr, 

式中 r 为带电微元之间的距离，系数为常量.此关系式称为库仑定律.万有引力永 
远是相互吸引的力，力 F 则 不同： 它在电荷 Cl 和化 异性时是引力，在电荷同性时 
是 斥力. 万有引力的影响在发生相互作用的质量和 m 2 非常大的时候才明显表 
现出来，电相互作用力则比万有引力大得多.两个电子之间的万有引力比它们之间 
的电斥力小10 39 倍，这是一个在通常的认识中难以体会的极其巨大的数. 

~在连续介质力学中，就像引入质量的连续分布那样，自然会引入电荷^的 
连续分布.电荷密度定义如下： 

r 


式中 Ae 是体积为 AK 的区域中的电荷总量. 

对于电中性物体 ， Ae = 0, Pe = 0. 由于离子或电子聚集的情况不同，电荷密度 
在一个确定的位置既可能是正的，也可能是负的.在实际中，对于所有的物体， p e 近 
似于零，因为同名电荷总是互相排斥，使得带正电荷或负电 t 的粒子大量聚集的情 
况通常不能长时间存在. 


电流就是带电粒子的 运动. 这样，如果在物体中自由电子相对于离子发生定向 
/， U 运动，这就表示在物体中有电流.此时，尽管存在离子和电子的宏观流动，物 
体诸微元的宏观速度之和仍可能为零. 

电流在本质上类似于高强度的有序扩散.在静止的和运动的介质中都可以考虑 
电流.电流的密度由电流密度矢量:/来表征，其数值等于单位时间内通过垂直于矢 
量：/的单位面积的*荷总量. 


在通常条件下，物质的原子是电中性的，其总电荷为零.但是，如果有 
许多互相靠近的原子，每个原子中的电荷就会发生相对偏移，中性原 
子于是变得类似于偶极子或多极子.这种现象称为极化.大量被极化的分子或原子 
在外部电场作用下会有序排列，从而导致办质的一个宏观效应——其宏观部分在电 
场作用下发生极化.显然，随机的热运动一般会阻碍宏观极化的出现. 

除了上述静止带电粒子的相互作用，还存在磁相互作用.例如，我们知 
道，磁铁吸引铁肩，指南针指向地球经线的方向.因此，在地球上总是 
存在一种使指南针向确定方向偏转的力. • 


磁相互作用 
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由于存在磁相互作用，人们曾经尝试过引入磁荷，并比照电荷的库仑定律对磁荷 
写出类似的定律.然而后来表明，在自然界中并不存在任何磁荷，磁相互作用归结为 
电流（即运动电荷）的相互作用.例如，各种物质的磁性可用原子内部存在微观电流 
来解释，这些电流是由于电子围绕原子核运动以及电子与原子核的特征“旋转”（自 
旋) 而形成的.在通常条件下，大多数物体中的原子的方位是无序的，原子内的电流 
所产生的作用因而表现不出来.如果组成物体的基本粒子的方位变得有序，物体磁 
性的相应宏观效应就会因为磁化现象而表现出来. - • 


电场强度矢量和磁场 
强度矢量 


假设在空间中有一些电荷，它们相对于某个惯性坐标系 K 是 


静止的.在物理学中有一套通用的一般方法来研究电荷系对 
位于空间给定点: T 1 , Z 2 , #的检验电荷^的作用力.众所周 
知，对静止检验电荷的作用力只依赖于电荷的位置和带电量，它等于 


F = eE , (1.1) 

式中五为某一矢量，称为电场强度矢量，五= E ( x \ x 3 ). 矢量场五是单个电荷 

的电场强度之和. 

最初，人们认为这个场是为了便于计算作用在检验电荷上的力而引入的一种数 
学抽象.后来的研究表明，电场强度五可以看作是一种在空间中存在的物理对象，它 
与是否存在检验电荷无关，并且可以把电场当作有别于物体的一种物质对象. 

对于电荷与电场之间的关系，可以有两种观点.可以认为，电场是由电荷产生的， 
或者认为，电荷是已有电场的奇点（物理上很小的对象). 

类似于电场强度矢量，通过对微观电流作用的叠加可以引入磁场强度矢量 
它作为磁场的一个特征量可以用来计算与磁场有关的相互作用力.为了表征检验磁 
体或检验电流，引入一个很小的磁偶极矩 d ， 使磁场作用于磁偶极矩为 d 的小磁针 
的力偶矩按照以下公式 计算： 


M = dxH . (1.2) 

如果磁场是均勻的 ， H = const , 则磁场对小磁偶极子的作用力之和等于零，但 
力偶矩 M 不等于零. ^ 

如果磁场 if 不均勻，则除了力偶矩 M ， 还会出现按照以¥公式计算的力 

^ ^(d^V)H = d i V i H = d^ t 

式中 O / ds 表示在检验电流所在点沿磁偶极矩方向的导数. 

在静止条件下，为了确定空间中给定点的电场强度和磁场强度，可以在该点放置 
静止的检验电荷和朝向各异的小磁体（检验电流)，并测量作用于它们的力 （1.1) 和 
力偶矩 （1.2). 

釆用检验电荷与检验电流的这些简单的实验可以变得复杂一些，可以把它们推 
广到检验电荷与检验电流处于运动状态的情况，以及场 五和 //随时间变化的情况. 
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这样，真空中的电磁场在空间中的每一点和每一时刻可以由电场强度五和磁场 
强度丑这两个矢量来表征.矢量五和好，电荷密度 p e 和电流密度矢量 i 是电动 
力学的基本概念. 


静电学中的麦克斯韦 
方程 


不难证明、对于在惯性坐标系中静止的点电荷系或分布电荷， 
决定其电场五的库仑定律可以写为以下微分 形式： 


div 五 = 47rp e ， rot E = 0. (1.3) 


在无界空间中，如果矢量五在无穷远处等于零，方程组 （1.3) 的通解就归结为库仑 
定律. 

库仑定律是一个简单的实验定律，而方程 (1.3) 是静止电荷系的麦克斯韦方程， 
从前者过渡到后者是电动力学基本定律利用微分方程语言的一种简单的重新表述， 
这很类似于从牛顿万有引力定律过渡到牛顿引力势理论的微分方程.鉴于这种过渡 
的重要性，我们更详细地解释一下上述内容. 


牛顿力学中引力场的 
微分方程 


如果有质量为 m 和的两个质点，则它们按照牛顿定律互 
相吸引，质点对质点 m 的作用力等于 

_ 772772 r, r\ 

风 = _f 寸 • 


式中 q 为质点 m k 与 m 之间的距离，/为引力常量, rf 是从质点指向质点 m 的 
单位矢量.我们知道,这是一个有势的力，即 K = grad £4,势函数 C 4 = fmm k / r k . 

如果在空间中有质量为 ( A : = 1， 2, …， n ) 的 n 个质点，并考虑它们对一个 
质量为 m = 1且能放置在空间中不同点的质点（检验质量）的影响，则所有质点 m fc 
对检验质量 m = 1的作用力为 


^ = ^ Fk, Fk = grad [4 ， 

k 

其势函数为 

y = (1-4) 

k k k 

质量 m fc 在空间中的分布形成势函数为的引力场.只要在空间中所研究的点放置 
检验质量，就能发现该引力场. 

我们来写出引力势应当满足的微分方程. 

设检验质量位于点 rr , 2/，2,而产生引力场的第 A : 个质点位于点以，则函 
数 l / r fc 是调和函数,式中 



为上述两点之间的距离.在所有 r fc # 0的点 rc ， yy ， 函数 l / r fc 满足拉普拉斯方程 



( d 2 

+ dy 2 
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因此，一个质点的引力场势函数 W 满足方程 


AU k = 0, 

或 

divF fc = 0, Fk = grad %,即 rot F k = 0. 

拉普拉斯方程是线性方程.根据（1.4)，在某一区域 V 中连续分布的质量所形成 
的引力场，其势函数 U ( x , y , z ) 可以写为 

U ( x y y , z ) = f J (pdr = dm ). (1.5) 

v 

显然，这个函数 U ( x , y , z ) 在没有质量分布的点满足拉普拉斯方程 

AU = 0. 

U 的拉普拉斯方程等价于方程 

div F = 0, rot F = 0, F = grad U . (1.6) 

• 可以证明，引力场势函数 (1.5) 内部的点: r ， 2/， z 满足泊松方程 

△V = - 4丌 p /， (1.7) 

此时对密度分布 p 有一些非常一般的、但在实际中可以接受的假设.方程 （1.7) 等 
价于方程 

divF = -4 npf , rot F = 0, F = grad U . (1.8) 


因此，求引力场势函数和引力场对单位检验质量的作用力的问题可以这样 提出: 


求这样的函数 t /(: r ， 仏 2), 它在无穷远处为零，在 K 的外部处处满足拉普拉斯方程, 
而在 V 的内部处处满足泊松 方程; 或者，求满足方程 （1.6) 和 （1.8) 的力 F . 

牛顿引力势理论中的这种问题提法完全类似于基于麦克斯韦方程 (1.3) 的静电 
学向题的提法.可以证明，在无限大空间中求解在无穷远处为零的函数 （/ 的问题归 
结为表示万有引力定律的公式 （1.5) 

在存在非定常电磁场的时候，可以根据电磁感应的实验定律通过类似的方法推 
广方程 (1.3). 


真空中电磁场的麦克 
斯韦方程 


在不包含物体的真空中（其中 p c = 0, 因为只有物体才能携 
带电荷)，这些方程在惯性坐标系下具有以下 形式： 


rot E = 

• 

10 H 

c dt ’ 

div if = 

= 0， 

(1.9) 

rot-Ff - 

IdE 

dW E = 

= 0. 

(1.10) 


本书第二卷（见第八章 §26) 详细分析了这个结论. 
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麦克斯韦方程 （1.9) 和 (1.10) 适宜作为一些实验观察的初始的、基本的和经过 
数学抽象的表述，用以代替历史上和实际中与直接的实验更为密切相关的库仑定律 
和电动力学的其他一些定律.在方程 （1.9) 和 （1.10) 中， C 是具有速度量纲的常量；结 
果表明，常置 c 应视为电磁扰动的传播速度，即光速. 

方程 （1.9) 和 (1.10) 是物理学的基石，是光学和无线电技术的主要方程，它们描 
述光乃至一般的电磁波在真空中的传播和许多其他现象. ' 

M 许多电磁场特征量是有量纲量，而具体公式和方程的写法使得这 

些公式和方程所包含的量酬量单位之间有-定的关系.例如，使 
用形如（1.9)， (1.10) 的麦克斯韦方程就意味着五和 if 具有同样的测量单位. 

在力、质量和加速度的测量单位可独立选取的时候,在基本的牛顿方程 F = kma 
的写法中必须带有一个有量纲的常量 fc ; 当= 1是无量纲的量时,上述测最单位就 
不是独立的. 

方程 （ 1.9) 和 （ 1.10) 中的有量纲常量 c 或万有引力定律中的常量/可以取为1， 
这是完全可行的,而且某些作者也在这样使用.不过，如果在 （ 1.9) 和 (1.10) 中 c = 1 ， 
这就表示，或者光速被用作速度的测量单位，或者五和 H 的测量单位与长度和时间 
的测量单位有关.类似地，当万有引力定律中/ = 1且牛顿定律 F = kma 中= 1 
时，质量的测量单位与距离和时间的测量单位有关，等等.在出现所研究的物理量的 
大量实验领域中，这类附加条件与物理量和过程的本质无关.因此，这样的条件一般 
并不方便，尽管在逻辑上是允许的.例如，火车的速度自然可以通过光速的分数来测 
量，但这是不方便的，虽然在铁路的信号灯中使用了光. 

在天文学和地理学中，天体或城市之间的距离精确到厘米是毫无意义的，因此， 
虽然把厘米用作天文距离或地理距离的单位标准完全可行，但是从应用观点来看这 
没有任何意义.这里应当指出，为了在实验中得到表示所给长度的数值，在本质上要 
把一定尺度的长度（长度单位）按一定方式不断与被测长度进行比对. 

自然，不同物理量所采用的尺度按照其意义应当与被测的量是可比的. 

测量单位完全的标准化和统一所带来的好处在许多情况下根本得不偿失，因为 
由此会产生种种不便，例如，这会导致对所研究的对象丧失感觉，也会使既定的生活 
实践和传统遭到破坏.即使从科学的观点来说仅使用一种测量单位——例如厘米或 
英寸一无疑是必要的，这在实践中也会遇到一些困难. 

把物理常量固定下来对于酬量单位的选取毫无方便可言.尽管光速在物理学中 
具有基本的意义，然而在许多问题中，这个量无关紧要，或者可以认为等于无穷大. 
在这些问题中引入与光速有关的限制是节外生枝，是不必要的和反常的. 

麦克斯韦方程的写法 （ L 9) 和 (1.10) 是一种“规矩的形式”，过去和现在的许多 
最著名的作者在大量教材、专著和学术论文中都采用这种形式. 

我们在此不打算偏离主题而去讨论电磁学量的不同单位制，这些单位制有很多 
种. 关于电动力学测量单位的问题在普通物理学和公共物理学课程中有详细的研究. 



. 226 . 


第六章电动力学的基本概念和方程 


在求具体问题的数值解时,绝对必须知道测量单位，然而当方程 （ 1.9) 和 （ 1.10) 以及 
其他一些定律的方程己经固定之后，连续介质力学一般理论的进一步发展已经不再 
与单位制的选择有什么联系. 


真空中的麦克斯韦方 
程组的封闭性和无矛 
盾性 


方程组 （1.9) 和 (1.10) 包含8个方程，而待求的电磁场未知 
量仅有6 个:五 五 2 ,灼，丑 15 好 2 , // 3 .不过，该方程组并不矛 
盾，因为可以把关系式 


div H = 6, div 五= 0 

看作 （1.9) 和 (1.10) 中第一个方程的推论，如果初始值是用相应方式给出的. 

其实，若 A ( x } y y t ) 是对坐标可微的任意矢量场，则 div rot A = 0,所以 

从 (1.9) 中的第一个方程可知 |divH = 0,即 div if 与时间无关.若在某初始时刻 

div if = 0,则在所有其他时刻 div if = 0. 只要初始条件满足无源性条件，磁场永远 
都满足这个条件.这样，可以把方程 div if = 0看作对初始值的一个限制条件. 

类似地，从 (1.10) 中的第一个方程可知 Sdi V £； = 0, 即，如果在某一确定的时 

ut 

刻 div E = 0, 则它在所有其他时刻也等于零. 

只要在某一 “初始”时刻没有电荷，条件 div 丑= 0就可以视为在真空中不可能 
产生电荷的 条件; 而 div./f = 0可以视为没有“磁荷”的条件. 

尽管方程 divif = 0和 divE = 0不完全是第一个方程的推论，它们也不与之 
矛盾.这些条件是对那些使麦克斯韦方程的解有物理意义的附加 条件的 重要限制. 

形如 （1.9) 和 (1.10) 的麦克斯韦方程不但能够描述真空中的 

M 能够__ 中的电 _，只要___ 
^4' 都是中性的，这时在物体中没有宏观电荷，并且在外部电磁 

. 场作用下不产生电流，不发生宏观极化和磁化. 

组成物体的每一个分子都会在其周围形成电磁场，这些场的相互作用决定着内 
应力.然而，组成物体的粒子所带的电荷能够这样分布，使得在物体每一点的平均内 
禀电磁场和物体中的平均宏观电荷等于零， 


五 m 


ean 



H 


mean 



有时，五 mean 和 H mean 在有外部电磁场的情况下也等于零. 

因此，尽管在原子和分子中永远存在宏观场，但是由于原子运动的随机性和其 
他一些原因，这些场在宏观上不会表现出来. 

与此同时，作为一个非常重要的实验现象，我们指出，麦克斯韦方程 （1.9) 和 
(1.10) 适用于描述直到原子尺度的微观场. 


麦克斯韦方程的意义 

种简单的转述. 


在初步认识电的理论后，一些基本的实验现象和定律在物理 
学中得以描述，由此向与其等价的麦克斯韦方程的过渡是一 
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在平常的学术生活中有一种根深蒂固的观点认为 。 把己经确立的命题和概念用 
另外一种方式表述出来，这在本质上不会有什么新意.然而,从电动力学定律过渡到 
麦克斯韦方程的综合表述是上述观点的一个反例.这种转述是一项天才的成就，它 
奠定了全部现代物理学的基础.在麦克斯韦方程的这种表述提出之后，对电磁场本 
质和麦克斯韦方程组性质的分析就成为相对论的源头，对惯性参考系、空间和时间 
这些旧概念的相应的意义重大的重新思考同样也源于此. 


§2. 闵可夫斯基空间中的麦克斯韦方程 

麦克斯韦方程在四维为了更加完整地阐明麦克斯韦方程的物理本质，我们用新的 
空间中的表述 记号改写这些方程.首先，仅仅作为一种记号，我们按照以下 

矩阵等式引入反对称矩阵 Ff = 一 




尸 12 F 13 Fu 
0 F 23 F 2 A 


^21 0 
^31 ^32 


F41 F42 F43 


^34 


- H 3 

H 2 


H 3 - H 2 cE x 
0 H 1 cE 2 

-Ifi 0 cE^ 


( 2 . 1 ) 


cE \ 一 cEj2 — cE ^ 


并考虑四维流形一坐标为: r 1 ， z 2 , rc 3 , ir 4 = «的空间，且: r 1 , a ; 2 , : r 3 视为三维几何 
体中通常的笛卡儿正交坐标.容易验证， (1.9) 中的4个方程在笛卡儿坐标轴上的投 
影此时可以写为 


dF jk dF ki dFjj 
dx { dx ^ dx k 


i ， j ， 左 = 1，2，3， 4. 


(2.2) 


在引入矩阵的同时，如果在这个坐标系中再按照等式 1〉 


(F ij ) 


H 3 一 H 2 - E l ]c 
0 Hi — E 2 jc 
-H\ 0 — E^/c 


一 0 Hi 
H2 — H \ 0 

E l /c E 2 /c E 3 /c 


( 2 - 3 ) 


引入矩阵 F ' 则 (1.10) 中的 4 个方程可以写为 


dF ^ 

dx ^ 


1 ，， 2 , 3 , 4 . 


( 2 . 4 ) 


量 c 的含兴为光速不难证明，方程 （2.2) 的通解可以表示为 


Fij 


dAj 

dx ^ 


dAj 


( 2 - 5 ) 


式中 4 l 7 冯，4 3 ,山是: c 1 ， rc 2 , o ; 3 , a : 4 的任意 4 个函数.此时，^显然是反对称的. 

在 （2.1) 和 (2.3) 中，//和五的分量的角标的位置仅在变换到曲线坐标系时才是重要的（详见 
第四章132—133页). 
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我们注意到, 如果応 ， z 2 , 也，乂4分别加上四维梯度矢量的分量 o ^/ dx \ m!dx 
d ^/ dx \ 谷：/加 4 ,则化的值不变.利用这种任意性，我们使用附加条件 


dA\ dA'2 

dx 1 + dx 2 


dA 3 

dx 3 


1 dA 4 

c 2 dx 4 ' 


( 2 - 6 ) 


来进一步规范函数次的选取. 

对于任何给定的4个函数次都可以求出这样的函数屯，使等式 (2.6) 成立. 
式 (2.6) 可以视为使函数少的选取不再具有任意性的条件. 

如果把 (2.4) 中的替换为 D 


等 


' Fij = ^_ 為， 

则根据 （2.6) 得出，4个函数次满足同样的4个 方程: 


d 2 Ai 

d {^) : 


d^Aj 

d { x 2 ) 2 


d 2 Ai 

d (^ 


1 d 2 Aj 
c 2 dt 2 


1，2, 3, 4. 


(2.7) 


因此，求解麦克斯韦方程可以归结为求解满足 （2.6). 式的4个函数并且每个函 
数都满足方程 (2.7). 方程 （2.7) 称为波动方程 2 ). 

我们将在第八章（见第二卷).更加全面地研究波动方程的解的一般性质，这里只 
立刻指出解的一个典型性质.令 /($) 是对其自变量二次可微的任意函数，则容易看 
出，函数 

A = f ( x l - ct ) 

满足波动方程.按照这个解，某一固定值 ^ = x l - ct 所对应的给定值4 = /(() 以速 
度 c 沿: r 1 轴传播.由此可见, c 的意义是光速. 

泣:甘 — 、i 引入坐标为 A x 2 , 工 3 , ： r 4 = t 的四维伪欧几里得度规空间 3 )— 

啊夫斯基空间，其度规由以下公式定义 4 ): 


ds 2 = — ( dx 1 ) 2 — ( dr 2 ) 2 - ( dx 3 ) 2 + c 2 dt 2 = dx 1 dx 3 . 


(2.8) 


n 原文如此.其实，应将 

( y \ dx<j dxp J 

代入 (2.4), 式中的度规张 ft /j 由 (2.8) 定义. 一 译注 

2 )波动方程也可以从麦克斯韦方程 （ 1.9)' 和 (1.10) 直接推导，只要在三维空间中引入矢量势 A ， 
使// = rot A 或 E = rot A ， 并要求 div A = 0. 详见第二卷第八章 §26 中的相关讨论，还可 参阅: 
JI.H. 朗道， E.M. 栗弗席兹.场论.鲁欣译. 北京： 高等教育出版社， 2009. 第六章 §46. —译注 
伪欧几里得空间表示，度规 （ 2.8) 不是正定的,但是可以认为在整个空间中是常量. 

4) 在这里和后面采用以下 条件: 对时间 分量化 4 > 0,•对空间分量 g aa < 0,此外，四维空间中的 
角标用拉丁字母表示，而在单独表示三维空间分量时采用希腊字母.这些条件曾被 H . 外尔使用 
(Weyl H . Space-Time-Matter. London: Methuen, 1922); 现在，许多作者也采用这样的条件，它们被 
广泛应用于许多普及的教材中.另一方面，对于心 4 和〜 Q 的符号以及角标的表示方法/在许多书 
中和某些科学文献中使用的是正好相反的条件. 
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对于该度规的矩阵 （Aj) 和 { 9 ij l 我们有 


-1 


-1 


(9 ij ) 


-1 


一 1 0 


(9 ij ) 


_1 


— 1 


i/c 2 


从定义 （2.1) 和 (2.3) 可见，外和 Fy 之间的联系为 

F ij = F pq g^g^. 

任意曲线坐标系下的如果与坐标 x 1 ， 工 2 , #，〆=(—起再引入任意曲线坐标系 
麦克斯韦方程 y 1 , y 2 , y 3 ， y 4 '， 它与 z 1 ，$ 2 , x 3 , ；r 4 = i 的关系由变换 


y i = fix 1 , x 2 , x 3 , x 4 ), 

给出，则 ds 2 的变换公式具有以下 形式： 

d5 2 = 9 f ij dy { d^, g-j 


1， 2, 3, 4 


(2.9) 


dx p dx q 
9pq dy i dyr 


如果把量 Fy 和 A 看作闵可夫斯基空间中的张量和矢量的分量，即如果在新坐 


标系中 i% 和4由以下等式 确定: 




dx p dx q 


Af _ A ^ 

Ai = Ap W 


( 2 . 10 ) 


则容易写出变换后的麦克斯韦方程 （2.2), (2.4) 和公式 （2.5). 四维张量 
称为电磁场张量，而四维矢量 A = 4&称为矢量势.根据张量分析公式，得 




V ; F 吻 


( 2 . 11 ) 

( 2 . 12 ) 


并且 


Flj = V ； A[ - V/^ = 


d_K_ d A 

dyi dy l 


而波动方程 (2.7) 在条件 


= 0 


下变换为 


▽K 


这些方程是从阂可夫斯基空间中的方程 (2.2), (2.4), (2.5) 和 (2.7) 的张量形式得出 
的.显然，在坐标系: r 1 ，rr 3 , t 中对坐标和时间的导数等于协变导数，因为此坐标 
系中的克里斯托费尔符号等于零. 
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我们指出，由于在任意坐标系中都是反对称的，方程 （2.11) 中带有克里斯托 
费尔符号的项都会消去，所以方程 （2.11) 在任意曲线坐标系中还可以写为 


dy k 


dF l ki dF； k 

dy j dy { 


(2.13) 


方程 (2.12) 在展开后具有以下形式: 


y - F fij 




dy - 


;+ F^r vj + F ,ip r J jp = o. 


由^^的反对称性和对下标的对称性可知 F ^ r pj 


o . 此外，根据第四章公式 


(3.6), 我们有 


4 


1 

yf^g dyp 


det ^)， 


所以第二对麦克斯韦 方程’ (2.11) 还具有以下 形式: 




1 dF^y/^g 

\^9 dyj 


(2.14) 


因此，在按照定义专门引入的四维闵可夫斯基空间中，利用张量可以把麦克 
斯韦方程写为张量的形式. 

从等式 (2.1), (2.3) 和变换公式 (2.10) 出发，利用所得张量方程可以在不同参 
考系中研究关于麦克斯韦方程的形式以及磁场强度和电场强度矢量的分量 i / 1 , H 2 , 
H 3 和 E lt E 2 , E 3 的问题. 

闵可夫斯基度规空间是作为一个辅助的数学概念而被引入的，引入此概念暂时 
只是因为，在闵可夫斯基空间中在坐标变换时可以视为张量，而麦克斯韦方程在 
该空间中可以视为张量方程. 

只要再有一些附加的物理假设，就可以把这样引入的闵可夫斯基空间解释为物 
理空间，进而把电磁场张量也解释为物理对象.这些假设的本质和意义将在下一节 
中加以阐述. 


空间坐标的单独变换 


我们在这里再指出下面一些结论，它们都是从上述数学定义 
推导出来的.取形如 


f Q ( x l , X 2 , X 3 ), a = 1，2, 3, 


y A = x 4 


的特殊变换，其中只有空间坐标发生变换，但时间所对应的坐标保持不变. 

根据公式 (2.10) 和矩阵公式 1〉 （2.1) 容易检验， 量^和 W 的相应变换公式分 
别是三维空间中的极矢量和轴矢量的协变分量和逆变分量的变换公式.对于一般形 
式的变换（2.9)，也可以在不同坐标系下考 虑仏和 //' 但相应变换将不再是某些矢 
量的分量的变换. 


1】 在三维曲线坐标系中，必须把矩阵 （2.1) 中的理解为 H ^ y / det ( g aP ) t a , ^ = 1, 2, 3 (见第 
四章§3的公式 （3.23)). 
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洛伦兹变换考虑保持闵可夫斯基度规空间中的二次型 （2.8) 的形式不变的最一般: 

形式的变换 V = f ( x \ X 2 , x 3 , x 4 l 即满足以下等式的 变换： 

ds 2 = —( dx 1 ) 2 — ( dx 2 ) 2 — ( dx 3 ) 2 + c 2 d ^ 2 = —( dy 1 ) 2 — ( dy 2 ) 2 — ( dy 3 ) 2 + c 2 dt ,2 . (2.15) 


这样的变换称为洛伦兹变换.在洛伦兹变换下，就如同在任意坐标变换下那样，张量 
方程 （2.11) 和 (2.12) 及相应的展开式 （2.13) 和 (2.14) 在变换前后的区别仅仅是坐 
标和分量的记号不同而已. 

妾古浙主古尸方次松 (1.9) ^ (1.10) 

P 溫 | 保獅变.初:，从变换公式 (2.10) •可得，撕系 d 中的电 
^ ^ 场强度和磁场强度矢 量五， H 与坐标系 V 中的矢量 f ， if ' 

是不同的矢量.我们将在下一节中给出在洛伦兹变换下从五，丑到五'， if ' 的变换 
公式. 

因此，当矢 ffl E 和 if 的变换满足相应条件时，麦克斯韦方程在洛伦兹变换下 
不变.从 （2.13) 和 (2.14) 可见，除了洛伦兹变换，还可以指出比它更一般的、也使麦 
克斯韦方程具有不变性的若干类变换.然而，后面将表明，洛伦兹变换具有特别重要 
的物理意义. 


伽利略变换 


形如 


y 4 


x a + Aq ^ v °% a : 
^ = t + to = X 4 -h to 


1， 2, 3, 


(2.16) 


的变换称为伽利略变换，式中心峋和#是常量.在牛顿力学中，与变换 （2.16) 相 
对应的是参 考系泸 相对于参考系#的匀速直线平动，并且俨是该运动在参考系 
x a 中的速度分量. 

显然，伽利略变换不是洛伦兹变换，因为伽利略变换不满足等式 (2.15). 如果进 
一步将参考系绕某个任意的固定轴旋转有限的固定角，再相对于各坐标平面进 
行镜面反射，就可以把伽利略变换和公式 (2.16) 变得更加复杂.我们顺便指出，任何 
旋转都可以替换为一系列相对于某些平面的镜面反射. 


闵可夫斯基空间中的 
张量和矢量 • 能量动 
量张量 


在四维闵可夫斯基空间中，根据麦克斯韦方程引入了电磁场 
张量和矢童势义=戍^.随着理论的进一步 
发展,还可以引入其他许多矢量和张量， 例如： 四维电流矢量 
J = J i e i (JAI §4); 四维力矢量 F (见 §5); 四维速度矢量 



式中 dr = 为物质点的四维位移 ， ds = | dr |; 电磁场的能量动量张量 




(2.17) 
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式中 


S： h 


r, 卜 F 


-S^F mn F 


从方程 （2.11) 和 （2.12) 得出以下重要推论: 


▽此 


1，2，‘ 3, 4 


这些方程可以解释为真空中电磁场的动量和能量方程. 


§3. 洛伦兹变换和惜性参考系 

物理学中的相对性原一个基本的物理前提——普适的伽利略相对性原理——在于 
理 以下论断：对于任何惯性参考系中的观察者而言，物质介质 

和场相互作用的所有物理定律都具有同样的表述,而所有物 
理过程和现象都以同样的方式进行.这里假定存在惯性坐标系集合，这些坐标系能 
够彼此作相对运动.然而，这些惯性参考系在不同理论中可能有不同的定义方法. 

间)，时间是绝对的，并且在组成全部讎参考系集合的、彼 
此作相对常速平动的所有坐标系中，时间都被普适地定义为同样一种时..间 . 决定惯 
性参考系集合的条件是^孤立质点在这些参考系中静止或常速运动. 

伽利略一牛顿相对性原理 断言： 所有物理方程和定律应当在伽利略变换 (2.16) 
下不变，该变换确定了从一个笛卡儿惯性坐标系 y ， p ， #， t 到另一个笛卡儿惯性 
坐标系 y \ y \ y^t + to 的变换 • 

在牛顿物理学中，由 (2.16) 和速度的运动学定义可得以下速度合成 法则： 


V X =Vy-h V, 


(3.1) 

是该对象相对于惯性系 o ; 的速 


式中％是一个对象或点相对于惯性系2/的速度，％是该对象相对于惯性系: r 的速 
度，而 v 是惯性系 y 相对于惯性系 x 的平动速度. 

众所周知，真空中的光速可以定义为电磁扰动前锋的速度，或者更简单地定义为 
电磁场粒子——光子——在真空中的运动速度.由 (3.1) 可得，在牛顿物理学中，光 
速对位于各自惯性坐标系进行测量的不同观察者而言是不同的.此外，由时间的绝 
对性可知，在牛顿物理学中信号有可能以无穷大的速度传播. 

但是，这些结果与实验有根本 以矛盾 .. 实验表明，光在真空中的传播 
^ 速度对任何彼此作常速相对运动的观察者都是相同的，并且这种传 
播对任何观察者都是各向同性的，即在所有方向上的传播速度均相同.著名的麦克 
尔孙实验和许多其他实验表明，光速与惯性坐标系的选取 无关. 

对物理过程更深入的研究还表明，物质对象的运动速度和能量的传播速度不可 
能大于光速，光速可以视为物质对 象的一 切相对运动可能达到的极限速度. 
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所以，光速在所有惯性坐标系中不变，这一假设（定律）是现代物理学的基础. 
如果保留伽利略相对性原理这一基本物理学原理，光速不变假设就成为改变惯性系 
的概念和探寻两个惯性系之间的新的变换的基础，这些新的变换应取代伽利略变换 


(2.16). 

此时，伽利略变换 (2.16) 是不可接受的，这些变换必须更复杂一些，还必须否定 
绝对时间的存在. 

现在,我们开始考虑光速不变对两个惯性系之间的坐标变换 


狭义相对论中的惯性 
坐标系 


有哪些限制条件.惯性系集合可以从唯 一一 个惯性系通过一 


系列变换得出，而选定此唯一惯性系的条件则基于实验数据. 
为了探寻相应的变换公式，除了光速在所有惯性系中不变的基本条件，我们还 
使用以下两个自然的 条件: 一 是任何两个惯性系均等价的条件，二是可逆对称性条件 
——均匀各向同性条件.均匀性的概念关系到空间所有点的几何等价性和运动学等 
价性，以后将在更具体的数学表述中加以阐明. 

作为基于实验数据选取的初始惯性系 K ， 我们取坐标系 x 1 ， 
a : 3 , x 4 = 其中空间坐标 x 1 ， rr 2 , rr 3 视为三维欧几里得空 
间的笛卡儿坐标，而变量〖视为时间.设 y 1 ， y 2 , 〆 

是另一个惯性坐标系 X '，其中 y 1 ， y 2 , 也是笛卡儿坐标，而^是该坐标系自己的 

时间.我们所考虑的问题是：研究用来决定变换 


两个惯性系之间的坐 
标变换 


x 2 , x 3 , x 4 ), % = 1, 2, 3, 4 (3.2) 

的这样一些条件,使得该变换公式能够代替伽利略一牛顿变换公式(2：16),井确定此 
变换的性质， 

设 drc 1 ， ckc 2 , do : 3 是某运动点 M 在惯性系 K 中在 da : 4 = dt 时间内的位移分量， 
相应地，( V , dy 2 , dy 3 是同一个点在惯性系 y 中的位移分量，办 4 = d〆 是在 y 中 
的时间间隔. 

对于点 M 在惯性系. K 和 W 中的相应三维速度 t ; 和 t /， 我们有 

2 — ( dx 1 ) 2 + ( dx 2 ) 2 + ( dx 3 ) 2 n ( dy 1 ) 2 + ( dy 2 ) 2 + ( dt / 3 ) 2 

V = dP ， V = ， 

式中泸和 W ( a ，/? = 1， 2, 3) 的对应关系由公式 （3.2) 给出. 

引入量 


dsl = ( c 2 — v 2 ) dt 2 = -( dx 1 ) 2 — ( dx 2 ) 2 - ( drc 3 ) 2 + c 2 dt 2 ， 
dsl = ( c 2 - v ，2 ) dt ,2 = 一 ( dy 1 ) 2 — ( dy 2 ) 2 - ( dy 3 ) 2 4 - c 2 dt /2 , 

并考虑一个光子的运动.我们知道，不论参考系是 K 还是欠卩光子在真空中都以光 
速运动. 
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如果同时 i ; 


则 



ds 


如果认为 dg = 0,则等式 


ds 


(SH 2 -(S 


2 


dx p 


-( 


op 

dxP 


2 


dx p 


+ c 2 


( Of ^ 

\ dx p 


2 


dx p 


应当作为变换 (3.2) 所特有的形式的推论而成立，所以在 t ; / C 的一般情况下应当成 
立等式 


ds 


x 2 , x 3 , x 4 ) dsl , 


式中 X 可以是其自变量的任意函数. 

由变换 K 和 K 的对称性可知 


dsl = x ( y \ y 2 , y 3 y y 4 ) ds 2 = x { y l , y 2 , y 3 , y 4 ) x ( x \ x 2 y x 3 , x 4 ) ds 2 xi 


所以 


命 1 ， y 2 , y 3 , 2 / 4 )« : r 2 , rc 3 , 工 4 ) 


(3.3) 


从空间的均勻性可得％与空间点无关的条件，即％与坐标无关，所以％是常数.再 
由 （3.3) 可知 x = l . 

因此，在从一个惯性系 K 转换到另一个惯性系的时候，量 


ds 2 = — ( dx 1 ) 2 — ( dx 2 ) 2 — ( da : 3 ) 2 H - c 2 dt 2 


(3.4) 


应当是不变的.公式 (3,4) 可以视为四维空间度规的定义. 

因此，物理空间可以视为闵可夫斯基空间，而惯性坐标系之间的变换可以视为 
洛伦兹变换. 

现在已经清楚，前面在研究麦克斯韦方程的变换时作为辅助的数学对象引入的 
闵可夫斯基空间和洛伦兹变换具有基本的物理意义. 

显然，麦克斯韦矢量方程在洛伦兹变换下的不变性在已经发展起来的理论中具 
有非常重要的意义.上述假设和所得结论是现代物理学的基础. ^ 

在整个参考系中对有限物体作出的这一系列假设是狭义相对论，而只在物质介 
质或场的局部微元中使用这些假设则是建立广义相对论的基础. 


洛伦兹变换的性质 


我们来更详细地研究洛伦兹变换的性质.首先证明，定义洛伦 


兹变换的公式 （3.2) 中的函数 r ( x \ x 2 , x 3 , x 4 ) 是线性的. 
我们来证明一个更一般的命题.给定变换 


y % = x 2 } x 3 , x 4 ), det 


( df _ 

\ dx k 


7 ^ 0 , 


ds2 = 9ij ^y l ^ = 9 pq dx 9 


并且设 



即 
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, dP dP _ /o 

. . 

并且式 y = const , g m = const , det ^) ^ 0. 我们将证明，此时函数 /'( a ; 1 , x 2 1 x 3 , a ； 4 ) 

是其自变量的线性函数. 

把等式 （3.5) 对 V 求导，.得 


, d 2 f ' ° f j w dfi d2fj =0 

9i ^ dx^dx 8 dx^ 9tJ dxP dx^dx 8 , 


(3.6) 


d 2 f k 

式中 p ,〜 g 是值为 1, 2, 3, 4 的任意角标.显然，由对称性有 
g ( .. = g ^. (3.6) 中的角标经过轮换 p — q — s —P 后可以写出 

; d 2 r dp x op a^r _ Q 

叫 dx^dxP dx s ^ dx q dx ^ dx 3 


d 2 f k 

dx p dx 


等式 （3.6) 与 (3.7) 相减，得 


9 ij 


dP d 2 P 


Oij 


d 2 r op 

dx q dx p dx s 


^ dxP dx^dx 9 叫 dx^dxP dx 3 

现在轮换 （3.8) 中的角标 p — s — q — p ， 再把结果与 （3. 7 ) 相减，得 


,df j d 2 f n . ^ d 2 f 

9i ^dxPd^ = 乳 iq d^ 

式中 p , 1 s 最值为1， 2 , 3, 4 的任意角标.因为 


( i 4 i g ) = ( glj ) 


dp 

dx q 


det ( A )# 0 ， det (基 )/ 0 , 


所以 det (^) ^ 0, 进而从齐次方程铒 （3. 9 ) 得出 

J^L = 0 . 

dx p dx s 

方程 (3.10) 对任意 i ， p , 和 s 都成立，.所以其通解的形式为 

y ^ = nx k ) = r 0 ^ c \ k x \ 


(3.7) 


(3.8) 


(3-9) 


(3.10) 


(3.11) 


式 中允和 4是常数. 

显然，已经证明的命题对任何 n 维空间都成立 • 

变换 (3.11) 对应着四维伪欧几里得空间的均匀变形,这比洛伦兹变换更为 一般. 
为了从变换 （3.11) 中分离出洛伦兹变换，必须把（ 3 . 5 )替换为来自 (2.15) 的更强的 

条件 ， 

9\1 — 9\i = 一 1 ， 922 = 沒 22 = 一 1 ， 

933 = ^33 = » d’44 = 944 二 C 2 ， 

9’ij 二 9ij = 0 ， 


(3.12) 
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条件 （3.12) 对16个系数的限制是以下10个代数关 系式: 


SijCVpdg = g pq 或 Ci P c iq 




(3.13) 


因此，一般的洛伦兹变换取决于4个 常数允 和6个独立参量，前者确定了一个简单 
平移,通过后者则可以按照 (3.13) 表示出16个量 

伽利略变换组成群，它依赖于10个参量，其中4个参量确定 
平移， 3 个参 置确定 三维空间的旋转和镜面反射，还有 3 个参 
立参 a ' 量确定坐标系的平动速度.洛伦兹变换也组成群，它也依赖 

于10个参量，其中4个参量确定平移，6个参量确定四维闵 
可夫斯基空间的镜面反射和旋转，而系数就是通过这6个独立参量表示出来的. 

对于任何维空间的任意度规，满足条件 (3.13) 的变换称为正交变换.正交变换 
组成群 • 变换行列式 △ = det ( c \ k ) > 0的正交变换所组成的子群称为正常旋转群. 

工办， u 为认并命认 对于正交变换群中的恒等变换，有 


无穷小洛伦兹变换 




我们用公式 


^ ■= 4 + 


引入量 A 来代替匕 . 对于恒等变换，.有= 0.如果.无穷小,则系数4所 
定义的变换属于正常旋转群，因为 △ » 1.量 C % 和作 4可以视为参考系欠或 W 
中的张量的分量，或者 X 中以 i 为角标的一组矢量，或者^ 中以& 为角标的一组 
矢量. 

无穷小旋转的正交条件在忽略二阶小量后具有以下 形式： 


9iq^ l v + 9pj^ q 


或 




及对称矩阵可以视为闽可夫斯基空间中相应四维反对称张童的分量，而该 
张童的6个独立分量可以视为确定四维闵可夫斯基空间中的无穷小旋转的独立参 
量.在笛卡儿惯性系中，四维反对称张量对应2个三维矢量 fi ， C 7, 相应公式为 


(^ pq ) 


0 

⑷ 3 

n 2 

-Ui 

Q 3 

0 

-n 1 

一 V2 


n 1 

0 

—Us 

u x 

lh 

Us 

0 


^ Q = g ip ^ Pq 


容易看出，轴矢量 n ⑴\ n 2 , D 3 ) 表征三维空间的无穷小旋转，极矢量 c / 2 , t / 3 ) 
则表征惯性系相对于惯性系 K 的无穷小平动速度. 
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惯性系 V 相对于惯我们来研究洛伦兹变换 (3.11) 的一个重要特例，其形式为 
性系 K 平动时的洛 

伦兹变换 y l = c\\x l +c\ A t, y 2 = x\ y 3 = x 3 , y 4 = cV x x l -bcV 4 t. 

# 

该变换对应着惯性系相对于惯性系 K 沿 x 1 轴以常速 C/ = -c\'Jc\\ 的平动.此 
时，条件 (3.13) 容易 求解； 因为没有额外的镜面反射，所以 △ > 0,在此条件下解得 
正变换和逆变换公式分 别为： 


一 Ut 
= U T 

C 2 


U 


~ip 

一7 


u 1 

7 




(3.14) 


当 Wc 很小时，洛伦兹变换 （3.14) 在忽略 ( U / cf 阶的量后就成为伽利略变换. 

时问 概今的相对性按照—般公式 （ 3 . n ) 及其特例 （3.1 4 )， 在从 K 变换到 W 时， 

“运动参考系”中的时间 <'不同于原来的“静止”参考系中的时 
间 t 此外，几何坐标和时间在某种程度上成为平等的.不过，这里所说的不是要完 
全消除几何距离与时间间隔之间的区别.例如，在用 ds 2 定义度规时， （ dx a ) 2 和 df 2 
具有不同符号就是这种区别的一种表现.由二次型理论己知，在使二次型 ds 2 的形 
式保持不变的任何实变量变换下，上述符号是不变的. # 

我们来研究从 （3.14) 得出的一个关系式.设点 M 在惯性系 W 中 
静止 W ^ onst ), 所以它在惯性系夂中以速度运动.在点 M 
的相应时间间隔 df 和出之间的关系为 


时间间隔的区别 


dt 


dt f 


W 


即 df > d〆 


(3.15) 


类似地，设点 TV 在惯性系欠中静止 （d = const ), 则有 


dt f 


dt 


W 

c 2 


即 dt ; > dt 


(3.16) 


因此，对 k 中的观察者而言，^中的观察者自己的时间过得较慢.另一方面，对 
中的观察者而言，尺自己的时间过得 较慢. 这是惯性系 k 和完全等价的表现. 

对于沿速度 C 7 的方向放置的线段,其长度也满足类似的关系式.对于与速度 C 7 
的方向垂直的线段，其长度在 K 和 7 T 中相同. 
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固有参考系和固有时在应用中具有特别意义的是固有参考系，这是在介质的给定 
间 点 M 这样选取的一种惯性参考系 K *， 使得点 M 在给定时 

刻相对于参考系的速度为零.在这一参考系中，相邻点 


的速度和点 Af 在其他时刻的速度不等于零. 

我们的感觉与使用固有参考系和固有时间 U 有关.固有时间是表征衰老和所有 
可能的内部过程及内部相互作用的不变量. 

在基本粒子、原子和分子的运动过程中，所有内部相互作用和所有特征时间，例 
如被光波或无线电波辐射的周期，放射性原子核的半衰期，不稳定“基本”粒子的存 
在时间等，只有在固有参考系中才是相同的. 

在研究连续介质运动时，可以在每一点和每一时刻考虑自己的固有坐标系，并在 


这一坐标系中使用各种张量和矢量的分量值以及自己的固有时间间隔 dT, 它由以下 
等式定义： | * 



V 2 


dT = - ds = dty 1- J ( v 2 < c 2 ， ds 〉 0), 


(3.17) 


式中出为相应的时间间隔，1；是在观察者的固定参考系中的速度. 

显然，固有坐标系一般不同于随体坐标系.介质微元的速度 
在随体坐标系中永远 为零； 固有坐标系是惯性系，而随体坐 
标系当然一般不是惯性系. 


固有坐标系和随体坐 
标系 


时钟佯谬在研究同一个点或不同点的各种运动时，有限的固有时间间隔可以通过 

沿路径（世界线）的以下积分来 计算： 

% 




ds = 



(3.18) 


固有时间间隔 At 是不变量，所以表达式 （3.18) 给出的计算结果在观察者使用任何 
坐标系时都是相同的，无论坐标系是惯性的还是非惯性的. 



图 40. 固有时间间隔依赖于运动规律 


在观察者的给定惯性坐标系中，积分 
(3.18) 依寧于阂可夫斯基空间中的曲线 
x '= x ^ t ). 例如，对于沿/轴的直线运 
动，固有时间间隔 At 是 i 1 , t 平面上积 
分路径的泛函（图 40). 按照从点0到点 
CT 的不同路径和 <7 2 计算出的 Ar 
值是不同的. 

如果认为地球是惯性参考系，则对于 
地球上的静止物体来说，积分路径与时间 


轴 f 重合.如果一位宇航员乘坐火箭沿: r 1 轴先离开地球再返回，则其运动规律表示 
为形如义的曲线. 


固有时间是指固有参考系中的静止时钟所测量的时间.在 （ 3.15) 和 (3.16) 中， e' 和 t 分射是 
点 M 和点 N 的固有时间.一译注 
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在 （3.18) 的最后一个积分中，被积函数在 v ^ O 时的值小于它在 v = 0 时的值， 
所以在宇航员返回点 CT 时，地球上的观察者的固有时间间隔= OCX 将不等 
于宇航员的固有时间间隔 



并且 


△『cosm < △TEarth ， 


如果宇航员与一位地球上的居民是双生子，则宇航员在返回地球后将比他在地球上 
的兄弟年轻 

光子以光速运动，设线段 OJ 5 和 B 0' 对应其运动规律 z 1 = d 和 rc 1 = -ci + 
显然，对光子总有 At = 0,即光子的固有时间不会流逝. 


五和 H 在从 K 变换 
到^时的变换 


现在就容易解释，矢量五和丑在从一个惯性坐标系 K 转 
换到另一个“运动的”惯性坐标系的时候如何变换，其中 
包括转换到固有坐标系 W 的情况.根据公式 (2.10), 


(3.14) 和 （2.1) 不难确定以下 公式: 




(3.19) 




(3.20) 


这里用角标 || 表示矢量在平行于坐标系运动速度 v 的方向上的分量,用角标丄 
表示矢量在垂直于^的方向上的分量.容易看出， (v/c) x if 和 (v/c) x E 这两项对 
q 和巧并无贡献，.所以五^ 不过，为了公式的对称性，它们仍被 

保留在公式 （3.19) 和 （3.20) 中， 这对于写出 v 2 / c ? 很小时的近似公式是非常方便的. 

公式 （3.19) 和 （3.20) 表明，通常使用的电磁场基本特征量——矢量 五和 if 
—与惯性坐标系的选取有重要关系，所以它们的物理意义是非常有限的. 

在牛顿力学中，在使用加速运动的坐标系时必须引入惯性力，所以非相对论力 
学中的外力场与运动坐标系的选取有关，然而重要的是，力场在各惯性系中是相同 
的，仅在变换到相对于原坐标系加速运动的坐标系时才有变化.电磁场特征量£；和 
H 甚至在从一个惯性坐标系变换到另一个惯性坐标系时也有变化. 

此外我们指出，如果在某个坐标系 K 中只有电场，则在转换到相对于 K 运动 
的坐标系时一定也会出现电磁场，相反的结论也成立. 


D 这就是双生子佯谬，它和与之等价的时钟佯谬其实是正确的命题,被称为佯谬的原因与历史 
上的争论有关.一译注 
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例如，考虑电子及其固有坐标系 / T . 在此坐标系中没有磁场，= 0, 电场 IT 
是库仑场，并且电子是静止的.在相对于此坐标系以速度 V 作匀速直线运动的坐标 
系中，矢量 P 和作为麦克斯韦方程的解可由公式 （3.19) 和 (3.20) 求出，其中应 
取 /f = 0,并把矢量五按照以下公式通过 r 表示 出来： 


E — — ^ grad r. 



根据公式 （3.19) 和 （3.20) 可以对场野和 if ' 进行更完整的研究. 


电磁场的 不变呈 


_独每一个矢量五和//都与惯性坐标系的选取有关.用矩阵 
(2.1) 通过五和 H 定义的电磁场张 fl F = F ^ ej 是电磁场的一 


个物理不变量，类似的量还有温度、力矢量、应变张量等.张量 P 有6个独立分量 
和仅仅2个独立不变量 


= H 


E 2 


: F ik F lrn F u F km - -(F ik F ik ) 2 ^(E-H) 2 . 

霽 • 

要想利用洛伦兹变换完全去掉磁场或电场，必须成立等式 E-H = 0 , 即矢量五 
和//必须互相垂直. 


如果在某一个坐标系中 H 2 = E \ 则此等式在另外任何一个惯性坐标系中都成 
立.如果 - 五 2 = 0 且丑 .丑= 0,则矢量五和 if 在所有坐标系中都会大小相等 
并且互相垂直. 


实际常用的参考系中 

的矢量 五和好 


对实际常用的各种惯性坐标系来说,相对速度与光速相比是 
小量，所以矢量 E，H 与 E 、 H ， 之间的相应区别很小.由公 
式 （3.19) 和 (3.20) 可见，如果忽略 r / c 量级的量，矢量五和 


/ T 就可以视为物理不变量. 


五和 H 的近似变换 
公式(考虑〃 / c 量级 
的 小量丨 


以后将研究考虑电磁效应的非相对论连续介质力学，所以将 
仅仅使用相对速度 v 与光速 C 相比是小量 (v 2 /c 2 « 1) 的坐 
标系.设坐标系^相对于坐标系 K 以常速度 V 运动.这时， 
如果忽略 v / c 的二阶小量但考虑一阶小量，则伽利略变换 

y a = X a - V a t, t = t 9 


确定了从坐标系 k 向坐标系 W 的变换,而五和//的变换公式简化为以下 形式： 

# 1 % 

= E^-(vxH), 

\ (3.21) 

H f = H - -(v x E) 

c 

(带撇号 ' 的量对应坐标系无撇号的量对应坐标系 k ). 

在个别问题中，例如当矢量五很小时，公式 (3.21) 可以进一步简化. 


4. 电磁场与导体的相互作用 
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§4. 电磁场与导体的相互作用 

在电磁场作用下，在导体中一般会产生电流.本节将不考虑与极化和磁化有关 
的现象.金属物体如铜、铁等都是导体的例子,等离子体一被电离的气体一则是 
导电介质的一个重要的例子. 

吴 i 用％表示编号为&的粒子的微观速度，用％表示其电荷，则 

,iL 可以引入电流密度 j ， 它等于体微元 AK 中所有粒子的 eiVi 

之和除以体积△!/，. 


AV 


^2e { Vi=j* ^ p e v. 


(4.1) 


这里 V 是介质的宏观速度，矢童： r 就是通常的“工程电流”，称为传导电流.这种 
电流出现于电磁场作用下的导体中，不论导体是静止的还是运动的.矢量是与 
宏观电荷输运有关的电流. 


•因为 


^2 色 i v i = v) + vAe, △ e = 


所以传导电流矢量: T 可以按照公式 


E 


通过在第三章引入的扩散流失量乃表示出来，并且比值 ei / mi 只依赖于带电粒子的 
种类. 

除了在 7 L 何空间中定义的三维矢量乂在闵可夫斯基空间中再引入一个四维电 
流密度矢量，它在固有笛卡儿坐标系中由以下公式 定义： 


J { e iy J 1 =j\ J 2 = J 3 = j 3 , J 4 


Pe 


(4.2) 


矢量 J 在任何其他坐标系中的分量可以按照闵可夫斯基空间中四维矢量的一般变 
换公式通过固有坐标系中的分量计算. 


导体的麦克斯韦方程 


当物体中有电流和电荷但没有极化和磁化时，麦克斯韦方程 
的形式为 • 


rot E 


divH 


ldH rr Att . 1 dE 

H rotK = - J + - —, 


div E = 4np e . 


(4.3) 

( 4 . 4 ) 


在定常电磁场的特殊情况下， 


rotE = 0, 
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所以矢量五是有势的，并且 


rot if 


4n . 
— 3 


即电流总是导致产生磁场 强度丑 的旋度场. 

量也导致产生磁场，它称为位移 电流. 位移电流^在 i 午多实 
位移电流 c at c dt 

际情况中很小.在麦克斯韦方程中引入位移电流是由麦克斯韦依照实验 
提出的，这是对之前存在的库仑定律、安培定律、法拉第定律等电动力学实验定律 
的补充. 

如果对 (4.3) 中第二个方程的两侧取散度，再应用方程 （4.4), 就可 
關喊傭韦擁个重要 推论： 


总电荷守恒定律 


C^Pe 

^di 


+ div j 


(4.5) 


这个方程可以视为电荷的连续性方程或者电荷守恒条件. 


其实，取方程 （4.5) 对导体作为一种连续介质所占据的某一静止几何体的积分， 


得 


f dPe 

J dt 


dr 


d 


J Pe dr = - 



div j dr = — j 7l d<7, 



式中 S 为 V 的表面， n 为 S 的外法线.矢量 j 输运电荷通过表面量 -fjndcr 

是单位时间内通过表面 E 进入几何体 V 的电荷总董，它等于几何体 V 内的 i 荷在 
单位时间内的变化量，即量 

9 [ A de 

V 


dt ， 


式中 e 是 K 内的总电荷.如果在表面 E 上九 = 0,则 de/dt = 0 ,K 内的电荷守恒. 

总电荷守恒条件是麦克斯韦方程 （4.3) 和 （4.4) 的精确推论.我们指出/与质量 
守恒定律相反，电荷守恒定律现在仍是永远成立的基本物理定律. 

麦克斯韦方程组 （4.3) 和 （4.4) 是不封闭的，其方程数目为 7, 
克斯韦万& 因为方程 divff = 0 是 （4.3) 中第一个方程在相应一些初始 

° 条件下的直接推论，而未知量五， /f ，乂 Pe 的数目为 10. 

电动力学问题与连续 此外，因为在运动导体中 j = r + Pe v ， 电荷密度分布与介质 
介质力学问题有关 运动有关，所以电动力学问题与连续介质力学问题有关. 

使静止导电介质的方程组 （4.3) 和 （4.4) 得以封闭的矢量关系 
静止导体眺縣# 即 m 麵駿律.欧酿難翊传导幢離： r 与賴 

场特征量之间的关系，此关系与导体的性质有关.在静止导体的许多重要情况下，由 
实验得出的欧姆定律具有以下 形式： 


r = cje. 


(4.6) 
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电导率系数〃称为电导率.对于各向同性导体，电导率 a 是标量,并且 

1 

式中尺是电阻.对于各向异性导体，例如晶体，电导率 a 是二阶张量,在方程 (4.6) 
中张量 a 与矢童五进行缩并. 

电导率 a 对不同导体是不同的，而对给定导体而言，它可能依赖于导体的温度 
和其他一些热力学参量.气体的电导率随着温度的增加而增加.例如，空气在通常的 
条件下基本不被电离，是不良导体，但随着温度的增加或者被强烈辐射后，空气的电 
离度增加，其中的自由电子数目增加，空气就成为良导体.对于固体， a 可能随着温 
度的增加而减小.电导率在许多情况下被视为物质的物理常量，这类似于黏度/!和 
C 或者热导率& 


固有坐标系中的欧姆 
定律 


对于运动的导体，假设在介质的每一点在固有坐标系（定义 
见 §3) 中都成立形如 （4.6) 的欧姆定律.在固有坐标系中，欧 
姆定律具有以下 形式： 



其中波浪号~表示相应的量是在固有坐标系中进行研究的.从固有坐标系变换到用 
来研究介质运动的基本惯性参考系后，根据电场强度矢量五的变换公式 （3.21)， 我 
们得到运动导体的欧姆定律，其形式为 

r = a ( 五 + 5 x ff ) • (4.7) 

实验和更详细的理论分析表明，形如 （4.7) 的欧姆定律并非总可以使用.例如，强磁 

场情况下的欧姆定律必须采用以下形式的关 系式： 

% 

: r = a ( 五 +$ x h) + k{r x ^), 

式中 A : 为某个常量或介质热力学参量的相应函数.附加项 ArOT x if) 称为霍尔电流. 

存在一些电导率非常大的介廣（例如铜或者被强烈电离的等 
离子体), 所以在实际应用中经常研究-些导电性能无穷好的 
介质,其电导率 a 为无穷大，而电阻 i ? 等于零.引入这样的介质在某种意义上类似 
于引入理想流体来代替黏性流体. 

因为电流密度 j * 按照条件应当是有限的，所以从形如 （4.6) 和 （4.7) 的欧姆定 
律可知，在电导率无穷大的静止介质内部应当成立条件 

B = 0, 


而在电导率无穷大且运动速度为 v 的介质内部，在观察者的坐标系中应当有 

V 

E = —— x H. 
c 
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因此，在电导率无穷大的介质中，电场强度场迟可以通过磁场强度场 H 和介质的 
宏观速度场 v 来确定.此时，2个麦克斯韦方程 (4.3) 可用于确定 H 和电流密度: 

电磁场对介质的作用力称为有质动力.如果介质静止，则作用于携带电 
荷 de 的介质微元的有质动力为 


Fdr 


de 

d7 


Edr = p r E dr. 


如果在微元中除电荷 de 外还有电流:/，则作用于单位体积介质的有质动力为 

F = p e E + l ( jxH ). (4.8) 

这个力称为洛伦兹力. 

如果介质在运动，则可以认为在固有坐标系中对有质动力成立类似的公式 

F = p eJ E+i(ixH), 

式中所有矢量都定义于固有坐标系. 

设固有坐标系以速度1;相对于惯性坐 标系尺 运动.如果在从坐标系^向 
坐标系 K 转换时使用近似的变换公式（见 (3.21)), 则在忽略 v 2 / c 2 阶小量后，在惯 
性系 K 中得出 


.F = Pe + xif), 

这里已经认为 j *= j \ 对比 （4.9) 和 (4.8) 并利用 （4.1)， 由此得出 


(4-9) 


即在非相对论近似下，洛伦兹力在参考系 K 中的表达式 （4.8) 与它在运动介质情况 
下的表达式相同.确定作用于单位体积导电介质的有质动力的公式 （4.8) 是根据实验 
现象建立起来的，它被看作是电动力学的基本假设之一，或者是用来确定场和电流 
的电磁特征量的基础之一. 


考虑有质动力的动量 
方程 


电磁场作用在导电介质微元上的有质动力是体积力，所以需 
要把它们像重.力那样引入到物质介质的动量方 程中： 

看 

Pa = P + -^Lorentz P^gravitation* 


确定导电连续介质运动的问题在一般情况下是一个综合问题，在解决问题时必 
须一起求解连续介质力学方程和电动力学方程.我们强调，有质动力的表达式 (4.8) 
仅仅考虑了在介质中有电荷和电流的情况，而当介质被极化和磁化时，其表达式还 
应当更加复杂. 

、 现在考虑电磁场与导电介质之间的能量相互作用.我们知道, 

例如，静止导体在电流通过时会发热，这与电磁场和导体之间 
互^ 的能量交换有关•我们先从麦克斯韦方程得出用来确定电磁 


场能量变化的乌莫夫一坡印亭方程.麦克斯韦方程 （4.3) 中 
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的第一个和第二个方程分别与 i / 和五作标量乘后再相减，得 

rr ^ „ 1 ( TT dH ^ dE\ 4tt • „ 

JFf • rot E 一 E • rot H = — ( H • — E - —— } — — ? * E. 

c \ dt dt ) c J 

在笛卡儿坐标系中，此式左侧可以写为 2 个行列式之差的 形式： 

% 




H 2 

Hs 


Ex 

E 2 

E3 


d 

d 

d 


d 

d 

d 

% 

dx 1 

dx 1 

dx 3 


dx 1 

dx 2 

dx 3 ’ 


Ei 

E2 

E 3 


Hi 

h 2 

h 3 

或者,交换这些行列式中的行，将其写为 





d 

d 

d 


d 

d 

d 


dx 1 

dx 2 

dx 3 


dx 1 

dx 2 

dx 3 


E ! 

e 2 

Es 

+ 

回 

回 

E3 ’ 


H x 

h 2 

H s 



h 2 

Hz 


(4.10) 


式中用记号 □ 标出的量在展开行列式时不应被求导.由此可见，式 （4.10) 的左侧可 
以表示为1个行列式的 形式： 

d d d 

dx l dx 2 dx 3 
Ei E2 Es 

_ H x H 2 H 3 


乌莫夫一坡印亭矢量如果引入矢量 
和乌莫夫一坡印亭方 ’ 

程 


S 


^ (五 X 丑)， 


则式 (4.10) 可以写为 


(4.11) 


div S + H ( h2 + e2 ) + i *^ = 0. (4.12) 

这个方程称为乌莫夫一坡°印亭方程，而矢量 （4.11) 称为乌莫夫一坡印亭矢量.把 
(4.12) 对静止的有限几何体 V 积分，得 


Js n da + 去— j ^ H 2 + E 2 )dr + J j-Edr = 0, (4.13) 

E V V 


式中 S 是几何体 V 的表面， n 是 S 的外法线. 

电 AS 场 M 能 S 积分关系式 （4 . 13) 中的每一项都有物理意义.三维空间中的标量 


8丌 


(H 2 -f E 2 ) 


被定义为电磁场的体积 能量； fj.EdTdt 可以视为电场五对带电粒子的元功，这些 
粒子的运动包括由电流: r 导致的微观内部运动和由 p e v 导致的宏观运动. 




焦耳热在导体静止时, 
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j ^ Edr dt 



j^^Edrdt=.dQ 3 


是焦耳热，所以方程 （4.13) •对静止导体可以写为 


d£ 

dt 


—I S n da — 


dt 


(4.14) 


表面为 S 的静止导体中的电磁场总能量#的变化是由通过 S 的乌莫夫一坡印亭矢 
量流和进入介质的焦耳热导致的. 

„ . 从电磁场进入单位质量静止导电介质的热流 dg 以等于 


从电磁场进入静止介 
质的热流 


d ^e\ 


dm 


j-Edt 


真空中电磁场能量的 
变化 


我们强调，区域 k 中电磁场能量的变化不只是由场与介质之 
间的相互作用导致的.乌莫夫一坡印亭方程在真空中的麦克 
斯韦方程 (1.9), (1.10) 成立时也成立，这时式 (4.14) 可写为 


dt 


一 S n da, 


即这时只有乌莫夫一坡印亭矢量流才会导致区域 F 中的电磁场总能量发生变化.不 
过，这种变化仅在电磁场非定常时才不为零.在电磁场定常 ( dH/dt = dE/dt = 0) 
的情况下，通过真空中封闭曲面的乌莫夫一坡印亭矢量流因为麦克斯韦方程而永远 
为零.在导体中，通过封闭曲面 E 的鸟莫夫一坡印亭矢量流即便在电磁场定常时也 
不等于零.如果 E x /f # 0,则通过曲面 S 非封闭部分的乌莫夫一坡印亭矢量流一 
般不为零.乌莫夫一坡印亭矢量表征电磁场不同区域之间的能量交换,换言之，若曲 
面 S 将电磁场划分为不同区域，则乌莫夫一坡印亭矢量表征通过 S 的能量流. 

当介质有宏观运动时，上述所有解释都可以应用于介质微元，这时乌莫夫一坡 
印亭方程是在相应的固有惯性坐标系中写出的. 

在相对于固有惯性坐标系运动的惯性坐标系中， 


j-Edrdt^ / j-Edrdt 




AV 



即量/ :/.五 drdi 不等于焦耳热，它们的差别等于有质.动力 (4.8) 的功. 


对于运动的导电介质微元，固有坐标系中的热流方程在一般 
情况下可以写为以下形式： 


AV 


导电介质的热流方程 
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式中的波浪号~表示相应量取自固有坐标系.能量流 j-Edt/p= dq^ 表示焦耳热， 
即从电磁场 的能* 转化而来并进入介质微元的热量.在所考虑的情况下，电磁场对 
dq ^ 的贡献被认为等于零.我们将在下一节中看到，如果极化和磁化效应非常重要， 
一般而言就必须考虑 dq *\ 

在这一节中，我们引入了有质动力的关系式和电磁场与介质之间能量交换的关 
系式，磁流体力学就是在这些关系式的范围内建立起来的.我们稍后再研究磁流体 
力学的基本原理，现在转而研究在极化和磁化效应非常重要的时候关于有质动力和 
电磁场能量流的问题. 


§5. 电磁场与物体在考虑极化和磁化时的相互作用 


在外 部电磁场的影响下，在某些物体中会发生极化和磁化，在物体内部则会产 


生一种改变外部场的宏观电磁场. 

考虑极化和磁化时的麵的物体中，麦克斯韦方程的形式为 


麦克斯韦方程.电通 
量密度和磁通量密 
度 • 极化强度和磁化 
强度 


rot E = 

ldB 

c dt ’ 

divB = 

0 ， 

(5.1) 

votH = 

47t . 1 dD 

= c J + c 次， 

div D = 

47rp e ， 

(5.2) 


式中 D 和 B 分别为电通量密度矢量和磁通量密度矢量 . 可以用磁化强度矢量 M 
来代替磁通量密度矢暈 B ， 它们之间的关系由以下公式 给出： 


B = H + 4 ttM . (5.3) 

矢量 M 在宏观上表征磁偶极子在物体中的有序分布.类似地，可以用极化强度矢量 
P 来代替电通量密度矢量它们之间的关系由以下公式 给出： 

D = E 十 AttP. 

矢量 P 表征电偶极子在物体中的分布. 

如前所述，若在初始时刻 divB = 0,则 （5.1) 中的第二个方程得自第一个方程. 

积分形式醜克斯韦 

方程 ^ E-ds = ~~ J J B n da — 0. (5.4) 

Ei E • 

^ if • ds = ~ y 2n J < ^ cr, J Dnda = J p e dT, (5.5) 

父 Si El E V 

• 文把 ID 和分別称作电感应矢量 （BeKTop BJieKTpuHecHoU uKAyKixnn) 和磁感应矢 M 

(BeKTOp MarHHTHOW MHAyKUWM), 译文按照国家标准进行了 调整 . - 译注 
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方程组的推论 


总电荷守恒条件 

a 

. (U 


也可以写为积分的形式 



Pc dr 





Jn d<T ， 


V 




式中义是所选惯性坐标系中的静止封闭围线， ^ 是张于此围线的 曲面； E 是所选 
惯性坐标系中的静止封闭曲面，它包围的几何体是 V ;矢量在曲面5^和 S 的法线 
方向的分量用下标 n 表示，并且曲面心的法线 n 的方向这样选取，使得在沿围线 
积分时的环绕方向与 n 的方向组成右手系. 

^ 在§2中，我们按照矩阵 （2.1) 和 (2.3) 引入了电磁场张量的 

协变分量仏和逆变分童并把真空中的麦克斯韦方程写 
为张量形式.同样，物质介质的麦克斯韦方程也可以在闵可 


的张量形式 

电流矢量 J 
中的矩阵 


夫斯基空间中写为张量形式.为此，必须按照 (4.2) 引入四维 
J { e u 并利用“笛卡儿坐标系” ( cU 2 = -( dx 1 ) 2 - ( dx 2 ) 2 - ( dx 3 ) 2 H - c 2 dt 2 ) 


( A ) 


和 


( H ij ) 


( 0 

B 3 

一 B 2 

cEA 

一丑 3 

0 

B 1 

C 五 2 

B 2 

一 B l 

0 

cEs 

\-c^i 

—C 五 2 

—cE^ 

o / 

( 0 

h 3 

-H 2 - 

■D l /c\ 

—Hs 

0 

Hi - 

-D 2 /c 

h 2 


0 - 

- D 3 /c 

K D1 /c 

D 2 /c 

D 3 /c • 

0 / 


(5.6) 


(5-7) 


引入两个反对称张量 F 和的分量，用来代替前面的 Fy 和显然，在没有极 
化和磁化时，即在 P = 0 和 M = 0 时，矩阵 （2.1.) 中的心 与矩阵 （5.6) 中的 巧 •相 
同，矩阵 (2.3) 中的 W 与矩阵 （5.7) 中的讲相同. 

还可以用等式 


A 


47T 


(Fij - Hij) 


引入分量为少 y 的极化强度张量少,用以取代张量 if . 

容易直接验证，方程 （5.1) 和 （5.2) 在四维闵可夫斯基空间中的任何曲线坐标系 
中具有张量形式 如下： 


V» Fjk -f VjFfci -h VfcFij 

47T 


0 


V k H 


f . 


(5.8) 

(5.9) 


从这些方程的张童形式可以直接看出，它们在洛伦兹变换下不变 
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电磁场的基本矢量在在从一个“静止的”惯性坐标系 K 变换为另一个“运动的” 
惯性参考系变换为另惯性坐标系 iT 时，矢量五，£>和 M 按照 （3.19) 类型的公 
惯性参考系时的式进行变换，矢量 if ， B 和 P 按照 (3.20) 类型的公式进行 


变换,而四维电流密度矢量的分量，按照矢量分量的通常的 
变换公式进行变换.例如，如果惯性系相对于 K 以速度 t ; 沿#轴平动,则根据 
公式 (3.14) 得出 


r 1 = 4^4, ^=i\ j f3 =f ， j f4 = p f e = p -^= 


(5-10) 






维电流密度矢量的分量和大小以及电荷密度同惯性坐标系的选取有关. 

同真空中的电磁场一样，对介质中的电磁场也可以引入矢置势 A = 


矢量势 


只要令 


Fij = Vji4 t — Vi Aj. 


由此可知，方程 (5.8) 恒成立.在没有极化和磁化，并且，一 0, V i ^ ^ 0的时候，方 
程 （5.9) 归结为波动方程，它在笛卡儿坐标系中具有形式 


a 2 a a 2 a 

dix^^di^) 


d 2 A 

d (^) 


1 d 2 A 
c 2 dt 2 


4丌 


闵可夫斯基张量在有极化和磁化时，可以取定义为 




4 丌 


FmiH 


S ^ F mn H 


(5.11) 


的闵可夫斯基张量作为电磁场的能量动量张量.这个公式是真空中的电磁场的能量 
动量张量公式 （2.17) 的直接推广.容易验算，闵可夫斯基张量一般不对称： 

' s ij ♦ s ji . 

四维有质动力矢量此时,动量方程和能量方程的形式为 


V k S ik = -F\ 


(5.12) 


式中户是四维有质动力矢量 D ， 它是体积力. 

下面列出的三维有质动力公式和场与介质之间的能量交换公式都是在有极化和 
磁化时利用公式 (5.12) 得出的一些一般公式.在 F 1 ， F 2 , F 3 的表达式中含有洛伦兹 
力的分量.当介质中没有极化和磁化但有电流的时候，四维有质动力 P 的三维部分 

U 在具有四维度规心 2 = -( dr 1 ) 2 -( dx 2 ) 2 - ( d ^+ c 2 ^ 2 的笛卡儿坐标系中，四维力的空间 
分量满足 F£ ur = - F Qfour (a = 1,2, 3), 而通常的三维力的分量满足 Fg ur =匕化⑽.在 

从伪欧几里得空间中的任何四维矢量变换到三维欧几里得空间中的相应三维矢量时，这些关系式 
也成立. 
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给出普通的格伦兹力，而第四个分量等于 久五， 这个量在固有坐标系中等于单位体 
积的介质在单位时间内释放出的焦耳热. 

在引入电磁场的能量动量张量5 = 之后，公式 （5.12) 定义了一个四维 

矢量 F = 物体所受外体积力.电磁场作用于物体的四维体积力，即体积有 

质动力，是由电磁场特征董的分布决定的，并且引入该力的这种方法适用于物质介 
质（物体）进行任意运动的一般情况 1〕 . 

为了建立分量户与电磁场的通常的三维矢量特征量之间的关系，必须使用一 
个惯性坐标系并写出麦克斯韦方程 （5.1) 和 （5.2). 为了达到这个目的，可以选取不 
同的坐标系作为惯性系.例如，可以选取观察者用来确定介质运动的固定参考系，也 
可以使用取自物质介质每一点和每一时刻的一系列固有惯性坐标系. 

在固有坐标系中用上述方法定义的电磁场三维矢量特征量的分量，也可以在一 
般不是惯性系的随体坐标系中进行计算.作为特例，如果随体坐标系是惯性系，则随 
体坐标系和固有坐标系在每一点都是相同的，所以此时电磁场与物质介质之间的相 
互作用可以视为随体坐标系中的场与静止物体之间的相互作用. 

在每个坐标系中，3个分量 (a = 1，2, 3) 和第四个分量 F 4 在形如 

y a = y a ( x 1 , x 2 , x 3 ), a = 1, 2, 3; y 4 = x 4 


的空间坐标变换下相应组成三维矢 S 的分量和三维标量. 

如前所述，这些矢量和标*与原始坐标系^有关.在狭义相对论的范畴内，上 
述三维矢量和三维标量甚至对于以常速作相对运动的惯性系来说也不是不变的 2 ). 

然而，当相对运动速度与光速相比很小时，这些特征量在那些彼此作相对运动 
的惯性参考系中的差别也很小，这些差别对于非相对论力学范畴内的实际应用是可 
以忽略的. 


在一般情况下，作为表征物质介质内部物理过程的自然而方便的物理量，可以 
在固有坐标系中使用三维的体积有质动力矢量和三维标量 F 4 = c?F\ 

田也封史審古 浙主古 麦克斯韦方程组 (5.1), (5.2) 不是封闭的，其中包括7个独立 

个未知量:[，孖，丑, a / v 为了求解电磁场的 
J ： 述特征量:，仅有这些方程是不够的.要想使方程组成为封 
闭的，至少还必须给出把矢量五，孖，夕 = j — Pe v ， B 和 D 
联系起来3个矢量关系式. 

欧姆定律和物体的极化定律和磁化定律就是这样的关系式.这些附加关系式不 
是普适的，从本质上讲，它们对不同的物体和过程是不同的.在许多情况下可以使用 


D 公式（ 5 .1 2 )和 (5.31) 是库仑定律、洛伦兹定律、焦耳定律这些电动力学基本实验定律向被磁 
化和极化的运动物体的一般情况的推广.以后将得出，这种推广与能量动量张量和电磁场内禀动 
量矩的选取条件有关，而这些条件可能各不相同. 

这是狭义相对论中任何三维矢量的一般性质.例如，电流密度矢量就满足这一性质（见 (3.14) 
和 (5.10)). 
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以下形式的欧姆定律、极化定律和磁化 定律: 



(5.13) 

(5.14) 

(5.15) 


式中 a 同前面一样表示电导率, M 是磁导率 J 是介电常数.在许多实际情$下可以 
认为 ( T ," 和 e 是常数，在真空中 a = 0, // = e L 可以把 a , M 和 e 看作 i 黏度和 
热导率一样的表征一种介质的物理量，它们可能与温度有关（物体的磁化和极化在 
低温下表现得更加显著)，也可能是张量，例如各向异性物体的情况. 

在固有坐标系中写出的三维矢量关系式 （5. U ) 和（ 5 .15)等价 
于一个相对于坐标系的选择不变的四维张量关系式，其分量 
- 形式的写法为 


Fij = CijkiH kl ，Cjiki = 一 Cijki = Cijik, 

其中张量的分量 C ijkl 依赖于度规张量的分量和介质点的四维速度矢量的分量 
U l = dx ^ ds , 一般还依赖于表征介质微元物理状态的其他一些物理参量，例如温度、 
应变张量的分量等. 

在各向同性的情况下， （5.14) 和 （5.15) 中的系数 M 和 e 是标量，这时可以验算， 
张董的分量 C ijkl 满足以下 公式： 


1 r 1 

c ijki = 2 - liiljk) + - (9ik u j u i - 9jk^i + 9jiUiU k - guUjUk ) , 


式中％ =恥-七，而七是四维速度矢量的协变分量.对静止物体在与其固连的 
笛卡儿惯性坐标系中进行上述验算较为方便，这时 


u a — u a = 0, a = 1，2，3; 乜 4 = i , — c . 

c 

我们指出，磁化定律 （5.14) 对非常强的磁场是不成立的，这时磁化强度矢量 
M = (/. - 1) H /4 tt 在完全饱和时达到最大值，然而矢量 H 的值可以因为外部电流 
而 增加. 还存在一些介质，其中的偶极子电荷（物体极化所致）在没有外部电 场五时 
仍保持不变.对这样的物体不成立极化定律 (5.15). 只要电磁场不是非常强，就可以 
使用上述极化定律 -(5.14) 和磁化定律 (5.15) 来解决许多介质的一大类问题. 

现在我们来给出体积有质动力的表达式，这个力就是电磁场对被极化和 
- 磁化的物体的作 用力. 有质动力的这个表达式只与麦克斯韦方程（5.1)， 

(5.2) 有关，它对任何欧姆定律极化定律和磁化定律都成立. 

单位体积上的三维有质动力在考虑极化和磁化时不同于洛仑兹力.如果取闵可 
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夫斯基张量作为能量动量张量，则有质动力在任何惯性曲线坐标系中具有以下 形式: 

F = Pe E + S (j x B ) + J-(D Q VE a - E Q VD a + B a VH a - H a VB a ) 1 (5.16) 
式中 ▽ = e fc V fc 是三 维梯度算子，在笛卡儿正交坐标系中 

容易看出，在有质动力公式 （5.16) 的最后一项中，电通量密度矢量 D 和磁通量密度 
矢量 B 可以分别替换为矢量 4 tt _ P 和 4 ttM . 按照（5.16)，力 F 不同于洛仑兹力 

^Lorentz = Pe 五 +$(•?• 父好). 

不难看出，若成立定律 （5.14) 和 （5.15)， 并且标量 e 和 M 对介质的不同微元是相同 
的（与坐标无关)，则 (5.16) 的后一对括号中的最后一项等于零.一般而言，这一项不 
为零的情况是：或者介质是各向异性的，此时 e 和 M 是张量，或者介质虽然是各向同 
性的，但是定律 （5.14) 和 （5.15) 并不成立，或者 e 和 M 是依赖于坐标的参量（例如 
温度和密度）的函数. 

在研究物质介质的三维动量方程时，在每一个惯性坐标系中由公式 (5.16) 定义 
的三维有质动力对介质而言是外体积力.作为四维矢量的力的概念在坐标变换下具 
有不变性，而三维有质动力矢量以及狭义相对论中的其他任何三维矢量在作相对运 
动的不同惯性坐标系中有一定区别（不具有不变性)，这就是相对论效应.在实际应 
用中，正如在 §4 中关于洛仑兹力的讨论那样，当惯性坐标系的相对平动速度与光速 
相比很小时，三维有质动力矢量的分量在坐标变换下因为不具有不变性而产生的区 
别与它们本身的值相比是很小的 1】 . 

如前所述，在建立相对于非惯性坐标系的运动方程时和在研究介质微元相对于 
惯性坐标系的加速运动时，都可以在局部引入固有惯性坐标系.在这些坐标系中，按 
照基本的物理假设，电磁场与介质之间因为作用与反作用定律而产生相互作用力，其 
四维和三维情况可以分别用公式 （5.12) 和 (5.16) 来定义.用这种方法即可将电磁场 
与静止物体之间的相互作用定律推广到相对于惯性观察者发生任意运动的物质介质 
的情况. 

对于基本的三维动量方程，还应注意以下说明.按照电磁场能量动量张量的定 
义，电磁场所具有的动量和能量可以通过表征场的物理量表示出来，例如通过极化 
强度矢量 P 和磁化强度矢量 Af 表示. 

在牛顿力学中，质点或进行平动的有限物体的动量和动能仅仅通过质量和速度 
即可表示 出来. 在一般情况下，若物体（物质介质）被极化和磁化，则进行平动的物 
体，其动量和动能按照相对论的观点不仅与质量和速度有关，而且与极化强度矢量 

D 在从一个惯性坐标系变换到另一个“运动的”惯性坐标系时，矢量 s 和 D 的变换公式类似 
于矢量茌和£的变换公式. 
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P 和磁化强度矢量 M 这样一些“内部参量”有关. 

矢量 P 和 M 影响物体微元的动量是一种相对论效应.在牛顿力学的范畴内, 
有时也可以考虑这种效应，这时要把介质的能量动量张量的相应部分列入电磁场的 
能量动量张量之中.换言之，就是利用介质的给定模型来重新定义电磁场的能量动 
量张量.因此，可以对电磁场引入其他一些张量来代替闵可夫斯基张量,从而得出形 
式上有所变化的有质动力公式，其中将含有一些附加项.如果对同样一些运动方程 
使用电磁场的闵可夫斯基张量，则被极化和磁化的物质介质将具有更加复杂的动力 
学性质，附加项就是这样出现的. 

上述思考能够说明，为了建立极化和磁化介质模型的理论，在本质上需要使用 
相对论力学. 


从电磁场进入物体的 
能量流 


除了力的相互作用，电磁场与物质介质之间还有能量交换.笛 
卡儿惯性坐标系中的方程 (5.12) 和闵可夫斯基能量动量张量 
公式 （5.11) 在 i = 4时给出 


其实，根据 (5.6), (5.7) 和 (5.11), 我们有 


1 d 
2 dt 


[E〆 + H 0 M^) 


Q • A 


_ ip z^m4 丄 c 1 

l ^ 一 


BH + ED 

Sn 


此外， 


S = Sf 




依照定义, 


as 4 4 as;} ds 4 ? as; ? 

dt ^ dx 1 dx 2 ^ dx 3 


dS ^ 

dt 


— div S 


(5.17) 


(5.18) 


(5.19) 


在所研究的有磁化和极化的情况下，根据麦克斯韦方程 （5.1) 和 (5.2), 乌莫夫一坡印 
亭方程的形式有所变化： 

籬 

div 〜 + 五 D 幻 1 =。. （ 5 . 20 ) 

把 (5.18) 中的和 (5.20) 中的 divS •代入 （5.19)，经过简单的计算就可得到 (5.17). 
直接可以看出（见 (5.3)), 如果把公式 (5.17) 中的矢量 i / 的分量办替换为矢量 B 
的分量石&则 F 4 的值不会改变. 

电流、极化和磁化导致能量从电磁场流入物质介质，在 时间出 内流入物质体微 
7 Udr 的能量为 

F4 drdt . (5.21) 


对于连续的运动，这个量将作为宏观外部能量流的一部分包含在第五章的能量方程 
(2.17) 中.由物质介质与电磁场的相互作用导致的这部分能量流记为 dQ el = dq e] dm , 
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式中 d(? el 是进入单位质量介质的这种能量流.按照 （5.17) 和（5.21)，在惯性坐标系 
中可以写出 


F4 dr dt = dQ cl = dq el dm 




E.jdt -\- E a dP a + H a dM a - ^ d (五 + H a M a ) df 

^- E - jdt-h E a d 7 r a 4- H a dm a - \ d ( E a 7 r a + H a m a ) 

-(> 2 



(E a Tr a + H a m a )V^v^dt dm, 


(5.22) 


式中 dm = pdr 是微兀的质量， \ 

pec pa dr M a M a dr 

7r = —— =— ； —— ,m = - = ―:- 

p dm. p dm 

分别是质量极化强度矢量和质量磁化强度矢量的分量.质量是表征介质微元的一个 
基本物理量.矢量的分量 7r a 和 m a 经过时间 dt 的增量 chr a 和 dm Q 取自惯性坐标 
系，例如，对于给定的点这也可以是固有坐标系.在公式 (5.22) 中已经把微元密度对 
时间的物质导数 dp/dt 按照第三章的连续性方程 (1.3) 替换为 = -pdivv, 
式中沪是介质物质点速度矢量的分量. 

电磁场的能量流公式 (5.22) 与乌莫夫一坡印亭方程 (5.20) 有密切的关系.根据 
(5.18) 和（5.19)，公式 (5.22) 还可以改写为 

d9el = 彳 ( d € : g + divgdt ) . 

对于静止介质，我们有 

摩 

d ^el = d ^el = ^el + ^el • 


对运动介质而言，这个公式在固有坐标系中才成立.电磁场的有质动力相对于介质 
是外力，在任意惯性坐标系中计算出来的扣 el 与 df el 相差的量就是有质动力的元 
功.在热流方程中没有外力的功，所以热流方程应包含 d^ el . 

根据 (5.22), 第五章的热流方程 （2.19) 在物质介质被极化和磁化时的形 式为： 


_ 

•p 1 


% v a dt 


+ - 五 • di + E a d7r a + H a dm { 
P 


2 


d(E a 7T a + H a m a ) + dq{ 


(5.23) 


这里所有电磁场本质的矢量及其增量都取自固有坐标系，而进入介质微元的总的附 
加能量流 dql = d^ e) + dqr 补充了宏观力的功和来自电磁场的能量流，这部分能量 
流也是对单位质量介质而言的.例如，量 dq ^ 可以是因为热传导而出现的热流，扣厂 
在一些具有复杂性质的介质模型中可以是由于所研究的介质微元与其他一些微元发 
生相互作用而导致的. 
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在理论上建立一个物质介质模型关系到如何给出方程 .(5.23) •中的质量内能 t /， 
所以可以把出现于 （5.23) 右侧的全微分+ H a m Q )/2 移至左侧，并按照等式 

= C / + 蠢 (私 7 r a + H a m Q ) ' 

重新定义介质的内能 .. 从函数 V 转换为％类似于在能量方程或热流方程中 从内能 
转换为自由能或吉布斯热力学势等参量（见第五章 §6). 省略函数的下标“1”， 
可以使用热流方程 (5.23) 的以下 形式： 

dU= -p a0 + l ： 十 VpVadt 十 i £ . jdt + Eadn 01 - H a dm a -h d^. 

.P 2 i P 

(5.24) 

若介质静止，则 # = 0,这时方程 （5.24) 的形式得到简 化:， 


d ( pU ) = 五 . j dt + E a dP a + H a dM Q + pdq ^ (5.25) 

热流方程的这种形式经常出现于物理学的静力学问题中.至为重要的是，在考虑介 
质的送动时，我们甩方程 （5.24) 来代替方程（5.25)，并且方程 (5.24) 在能够写出麦克 
斯韦方程的运动的固有坐标系中才成立. 

在所研究的物质点，公式 (5.22) 中各项的物理意义在使用固有坐标系时是特别 
明显的.在固有坐标系中， 

^ E-jdt = dq { ^ (5.26) 


式中是焦 耳热； 如果极化和磁化过程可逆，则 

i ( 五 .dP+H.dM) = dC 


(5.27) 


我们强调，把 dg * el 这样分为和的做法对静止介质是成立的，但如果介 
质相对于参考系运动，则公式 （5.26) 和 (5.27) 仅在每一点的固有参考系中才成立1 
当磁化定律 (5.14) 和极化定律 (5.15) 成立时，磁化和极化过程是可逆的，电磁 
场因物体的磁化和极化而消耗的宏观能量不等 于零： 


E-dP + if-dM^O. 

固有坐标系中的量 dq ：； 和矢量 氡应， P ， M 的分量及其增量可以通过 
随体坐标系中的相应分量和增量表示出来，这时要考虑随体坐标系相对于给定的惯 
性参考系的运动 A / 

^参见 246 页. 

2〉 相应理论在以卞论文中得到发展: CeAOB JI. H. O noHAepoMOTopHbix CHJiax B3awMO- 

AeficTBMH BJieKTpoManiHTHoro uonn m ycKopeHno ^BM^ymerocn MaTepnajibnoro KOHTMHyyMa 
c yMCTOM kohcmhoctm ^e^opMauwtt. IIMM, 1965, 29(1): 4 —— 17 (Sedov L. I. On the ponderomo- 
tive forces of interaction of an electromagnetic field and an accelerating material continuum, taking 
into account finite deformations. J. Appl. Math. Mech” 1965, 29(1): 2 — 17). 
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有质动力和依赖于电在前面给出的理论中，无论是物质介质受到的外力一有质 
磁场特征量的力 动力，还是从电磁场进入介质的外部能量流，都与物质连续 

, 介琿辱伴學 MWttM 禾芣.在一般情况下，内应力的状态方 

程和介质微元的内能不仅依赖于其他一些量，还依赖于矢量 7 T 和 m . 动量方程中的 
这一项和热流方程中的 P ^ vjp 这一项不仅依赖于表征介质微元的运动和 
状态的宏观的力学量和热力学量， M 早年筚禾罩 TT ^ Pm 的 分量. 但舉在所给 
情珲 下，筚荦項晕3为_琿兮琿吵，部 f 写作吊而产生 的:所 以矢量 7 T 和 ‘m 是介质 

的状态参量，它们也出现在尚不封闭的麦克斯韦方程组之中. 


又 n 窗去坐 r 系因右 壬胃时*，在每 — #和 每―时 ■刻 都可 以确定固有坐 

坐鯀.難，四维时空中的固有坐标系集合是坐标系的一个 

^ 非完整集合，换言之，不存在一个这样的坐标变换，它能把观 

察者坐标系立刻变换到所有固有坐标系.另一方面，却存在一个这样的四维坐标变换 

(这就是介质的运动规律)，它能把观察者坐标系变换为随体坐标系，不过随体坐标系 

不是惯 性系. 因此，在建立物理定律时使用一个运动的随体坐标系是方便的.在随体 

坐标系中，介质所有点的速度都等于零，而在每一个固有坐标系中，只有所研究的点 

的速度在给定时刻才等于零. 


因为究竞选取什么样的空间坐标系作为随体坐标系和固有坐标系具有任意性， 
所以，不失一般性，在（欧几里得空间和伪欧几里得空间的）一般理论中可以认为，在 
任何给定的固定时刻 f 和介质的每一点，随体坐标系和固有坐标系的坐标线和基矢 
量^和都是相同的，即在固定时刻 〆 （在观察者的惯性坐标系中）成立匕=‘ 
我们指出，用任意方式引入的“理想介质”的各个物质点可以通过随体坐标系的 
坐标来区分，而作为随体坐标的一个实例，可以在观察者的一个惯性系中取这些物 
质点在某一个具有全局意义的固定时刻 〆 的坐标值从观察者的观点来看，介质 


D 这里所用的方法在相对论的范畴内也是适用的，因为对于具有非各向同性世界线的任何参考 
系（例如观察者坐标系或随体坐标系）来说， 一 般形式的度规 

ds 2 = g {j dy l 

总是可以被全局地变换为以下 形式： 

ds 2 = c 2 dt 2 + 2g a4 d^dt + g a0 d《 a df ， 

式中 c 为光速，而相应的坐标变换为 

r 

y 4 = /(C 1 , c 2 , ^ 3 , t), y a = 5 W“ 3 )，a = 1, 2, 3, 

并且世界线集合在这个变换下保持不变，参考系（见12, 13页）因而也保持不变.我们通过这样的 
变换得到的结果是,在每一个参考系中经过求解计算出的变量£在全局的作用就是狭义相对论的 
惯性参考系中的时间变量在不哕矽参考系中，就像在狭义相对论中那样，变量 t 在同一个点是 
不呼晚•参见： Ce^OB Jl . Vl . O rjioGajiLHOM BpeMeHH d o 6 meft TeopHH oTHocuTejiLHocTK . ilAH 

i 

CCCP , 1983, 272(4): 44 — 48 - (Sedov L . I . Global time in the general theory of relativity . Sov . Phys . 
Dokl ” 1983, 28(9): 727—729). 
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的运动规律在三维形式下总可以表示为 

、 x Q =x a \e, e, ^ 3 , t) r a = l, 2, 3, 

式中0为拉格朗日坐标，并且在《= t ' 时可以取 

X a =x^ = C- 

显然，对于这样定义的拉格朗日坐标0和用任何方式确定的空间坐标系我们 
在 t 〆 时有 ， 


这样的坐标系一经选定，我们就可以得出，坐标线在时刻 t ^ dt 将发生分离.在基矢 
量是常矢量的观察者的惯性参考系中，介质不同点的固有坐标系将像刚体那样 
以不同的平动速度 r 移动，这个速度等于所研究的介质点的速度. 

• 随体坐标系在 dt 时间内的运动使得在介质每一点由基矢量组成的三面体 
在一般情况下会发生变形和旋转，并以速度 T ； 平动.在时刻 t f + d ^, 对于介质或空间 
的每一点， 一般 可得4 


矢量和张量对时间的 
各种导数 


若在固有坐标系中确定了表征电磁场和介质的一些张量和矢 
量以及它们对坐标和时间的导数或增量，则在随体坐标系中 
也可以对它们进行计箅.我们总可以认为，在给定时刻，随体 


坐标系和固有坐标系的空间三面体在介质每一点都是相同的，所有三维的张量和矢 


量的分量因而也是相同的.因为固有坐标系和随体坐标系相对于观察者的参考系以 


不同方式运动，所以张量的分量对时间的导数和增量在固有坐标系和随体坐标系中 
是不同的，但是它们之间的关系由一些简单的公式给出. 

例如,对于任何矢量 A A a e a = A a e a = A a e a = A Q e a 都成立公式 


dA 

dt 


cL4' 

"dT e 





dA dA a ^ 

- = - e 

dt dt 


dA 

dt 




这是因为 


如果在所研究的时刻 = 匕 ， e = p ， 则成立等式 


dA a 

dt 


dA 




d 尤 




cL4 a dA 


dt 


dt 




在刚体运动学中有一个著名的欧拉公式，它给出在刚性静止坐标系和刚性旋转坐标 
系中矢量的分量对时间的导数之间的关系.曲线坐标系中的上述公式就是这个欧拉 
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公式向可变形运动坐标系情况的推广.对于具有任意角标结构的任意阶张 fl 的分量 
对时间的任意阶导数，用类似的方法容易写出相应公式来表达固有坐标系和随体坐 
标系中的这些导数之间的关系.公式 (5.22) 及其推论也可以在全局性的随体坐标系 
中重新写出. 

在磁场中对小磁针进行的实验表明，物体和场之间的相互作 
^ 用并非只归结为有质动力实验指出，这种相互作用还会因 

为按照体积分布的力偶矩而产生.我们来引入并分析电磁场 
的动量矩微分方程.可以考虑通常的三维动量矩方程，其中只包括通常的三维力矩. 
然而在狭义相对论的范畴内，也就是在麦克斯韦方程所描述的电磁场理论中，力是 
四维矢量，所以需要研究四维形式的动量矩方程，而这就关系到物质介质和场的力 
矩和动量矩概念的推广. 

从四维能量动量张量在笛卡儿惯性坐标系中的分量的表达式可以得出以下 
等式： 

一 V k S ik - x ^ kS ^ = 一 — xW )， i , j = 1, 2, 3, 4, (5.28) 

式中 d ，是物体所占区域内的点的坐标.反对称张量具有6个独立的分 
暈，它可以视为通常的三维反对称张量的概念向四维情况的推广.与这里的三维反 
对称张量相对应的是一个轴矢#——体积有质动力对坐标原点的力矩，并且它对电 
磁场取负号,对介质取正号： 

必须强调，狭义相对论中的矩是具有6个独立分量的二阶反对称张量，它在一 
般情况下可以归结为笛卡儿坐标系中的2个三维矢量 （1 个轴矢量和1个极矢量). 
关系式 (5.28) 可以改写为 

V fc - S ^) = 一 ㈤ 户 - d 户). (5.29) 

三阶张量的分量 S ik x ^ - 可以视为电磁场的广义体积能量动量矩张量的部分 

分量 • 关系式 (5.29) 是有质动力的定义的简单推论（类似于动能定理)，因而恒成立. 

热力学中的能量方程 ：一 般是独立于动能定理的一个方程.类似地，为了提出动 
量矩方程，可以引入电磁场的一些新特 征量： 分量为= — Q 沖 的体积内禀动量 
矩张量和分量为 中 的体积有质动力矩张量.这里的有质动力 
矩张量对应着电磁场对介质的作用，它能够通过电磁场的动量矩方程和介质的动量 
矩方程来定义,并且这些方程独立于方程 (5.29). 

对电磁场而言，可以取以下方程作为这样的独立的动量矩 方程： 

V/c (5 'V - S jk x { + Q 叫二 = 一矽一 ( x ^ F i ^ (5.30) 

有质动力是物体受到的外体积力，相应有质动力矩张盘的分量不但包括有质动 
力矩的分量，而且还包括一个附加的二阶反对称张量的分量该张量是按照物体 
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体积分布的由外部电磁场引起的有质动力矩张量. 

在写出方程 (5.30) 时认为，从外部作用于电磁场的按照体积分布的力矩仅仅是 
由物体引起的. 

对于物质介质也可以单独写出类似于方程 (5.30) 的动量矩方程.在物质介质动 
量矩方程的右侧会出现电磁场对介质的体积有质动力矩张量的分董其符号为 
正.与此同时，在介质动量矩方程的右侧还会出现其他一些力矩，它们是由介质本身 
的微元之间的内部相互作用以及其他一些外部对象（其他物体和不同于电磁场的其 
他场）引起的. 

从 (5.30) 和恒等式 (5.29) 可得等式 

h ij = -( S ij - S ji + V fc Q ijk ), (5.31) 

这些关系式可以视为电磁场的内禀动量矩方程（第三章方程 （3.4) 在四维情况下的 
类似方程). - 

电磁场作为一种宏观的物理对象，其模型的建立要求引入分量/^， 史〃和 . 
而方程 （5.31) 和物质介质的相应方程以及用来建立介质模型的那些基本结果就是用 
来确定这些分量的有关资料. 

如果一种物质介质模型己经固定，并且附加的有质动力矩张量的分量也已 
经在实验中确定下来（例如，可以通过测量电磁场对小磁针的力矩来确定)，则 (5.31) 
可以视为分量少〗和(5说之间的关系式.如果在电磁场的定义中有一个额外条件表 

明这些量与电磁场的任何重要的新特征量无关 ，‘则 关系式 (5.31) 应像 （5.29) 那样恒 
成立. 

依照实验数据，可以利用各种条件把关系式 （5.31) 变为恒等式.例如，作为最简 
单而且自然的条件，可 以取： 

• (1) 电磁场能量动董张量是闵可夫斯基张量，其分量由公式 （5.11) 定义； 

(2) 对子电磁场给定区域内的点，体积内禀动董矩张量的分量 Qd 等于零，或 
者用更一般的形式将其表述为等式 


V k Q ijk = 0. 


(5.32) 


此等式恒成立，或者因动量方程而成立.这两个基本条件可以列入一种电磁场模型 
的定义中，它们与卖验相符（见 (5.36)). 

电磁场的有质动力矩根据 (5 . U ) 和 (5 . 3 办即条件⑴和⑺，我们从 (5.31) 得出 


张量 


• • 

h lJ 


47T 




(5.33) 


现在对公式 (5.33) 进行计算.在笛卡儿惯性坐标系中,矩阵 （丑， 由公式 （5.7) 定义， 
矩阵 （巧） 由公式 （5.6) 定义.因为= 沒 U =沪 2 =产 一 1，，$ 1/ c 2, 
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且当 i 时户= 0,所以矩阵 （ F m f ) 满足公式 




0 

-B 3 

B 2 

Ei/c 

B 3 

0 

-B 1 

E 2 /C 

-B 2 

B 1 

0 

E 3 /c 

cE\ 

CE 2 

cEs 

0 


(5.34) 


根据公式 （ 5.33 )， 利用矩阵 （ 5.7) 和 （ 5.34) 容易写出矩阵 （矽 ). 

___ 四维有质动力矩矢量是二阶反对称张量，其分量矽在笛卡儿 


三维空间中的有质动 
力矩矢量 

四章 (3.23)): 


坐标系中可以归结为 风我、爲、 i 3 ) 和^ 2 ,义 3 ) 
这2个三维矢量，其分量按照以下方式组成矩阵（/^)(见第 


(h ij ) 


0 為 - 為 - 父 1 /c 

-為 0 我 一幺 2 /c 

一 0 — C 

^/c ^ic 义 3 /c 0 


(5.35) 


利用 （ 5.7) 和 （ 5.34 )， 经过不复杂的计算求出下面的简单公式 D : 

_ 

^ = ^-(B x if) + ^-{D xE) = MxH + PxE } (5.36) 

47T 4i7T 

J^f= ^(D x B-Ex H)= ^(5* -5), (5.37) 


式中 S 是乌莫夫一坡印亭矢量，矢量义= (c/An){DxB) 则具有类似的本质.在闵 
可夫斯基张量的矩阵（和）中，矢量 S/c 2 的分量组成第四行，而矢量 5 Vc 2 的分量 
组成第四列. 

三维矢量 i 不是别的,就是通常的体积有质动力矩.对于实际应用的那些物质 
介质模型， i 的公式 (5.36) 与实验测量符合得很好.公式 （5.36) 是公式 （1.2) 在有 
极化时的一个自然的推广.显然，当磁化定律 （5.14) 和极化定律 (5.15) 成立时，如果 
e 和 M 是标量，则^ = 0,但在各向异性介质的一般情况下 M 棒 

在狭义相对论中，物质介质的动量矩方程在用分量表示时包含6个 方程： 矢量 
M 的分量所对应的3个动量矩方程和矢量义的分量所对应的3个动量矩方程.介 
质的前3个方程就是“通常的”三维表述，而后3个方程根据可磁化和极化的物质 
介质模型的定义可能是恒等式，或者是用来确定介质某些特征量的重要关系式. 

我们在惯性坐标系中（三维空间坐标可以是任意曲线坐标）建立了公式 （5.36) 
和 (5.37). 公式 (5.36) 的实验检验是对静止物体进行的. 


1〕 这里需要考虑249页的脚注. 



电磁场与物体在考虑极化和磁化时的相互作用 


电磁场的能量动量张电磁场和物质介质共同组成的系统具有各种力学和电磁学特 
，量矩张量的不征量，在研究这样的整体对象时可以引入系统整体的能量动 

量张量和动量矩张量，它们是电磁场和介质的相应张量之和. 
这些张量的分量可以写为 


於+押 ， (& + 


edium 


式中和 g ^ dium 是介质的相应张量的分量. 


介质和场的动量方程、能量方程和动置矩方程可以写为 


Vj ( S ij + T ij ) = ^\ 


V / c ( Q^ d + Q ⑦ diu J + 於 • + 抻-妒 - 抻= Md 


ij jj A ; = 1，2, 3, 4, 


式中和是从外部作用于介质和场的四维质量力和质量力矩.在许多情况下 
可以认为多< = 0和= 0. 建立场和具体介质模型的问题关系到如何把上述张 
量通过给定的或者待求的特征量表示出来. 

一般而言，可以根据条件按照不同方式将系统整体的、具有共同电磁学本质的 
能量动量张量和动量矩张量分解为单独场和单独介质的相应张量.在一定的条件下, 
只要把介质的这些量固定下来，就能唯一确定电磁场的相应量，反过来也成立.因此， 
在处理各种物质介质时，最好总是用同样一种方法来定义电磁场的动量、能量和动 
量矩. 

然而，在根据基本条件对所有情况引入电磁场诸多动力学性质的定义时，可以 
采用不同的方法.前面在描述电磁场动力学性质时只用到了一个非对称的闵可夫斯 
基能量动量张量，其分量由公式 (5.11) 定义，并由此建立了有质动力和有质动力矩 
的公式. 


电磁场的亚伯拉罕能 
量动量张量 

对称化运算 得出： 


为了取代闵可夫斯基张量，许多作者引入了一个对称的亚伯 
拉罕张量作为电磁场的能量动量张量，其分置的空间坐 
标部分在固有坐标系中可由闵可夫斯基张量的相应分量经过 


A a0 = i (5 a/? + S 0Q ), 


而时间坐标部分中的矢量的逆变分量等于乌莫夫一坡印亭矢量的相应分量除以 c 2 
即 




最后还定义 


A 44 = S 44 . 


除了用作能量动量张量的闵可夫斯基张量和亚伯拉罕张量，对电磁场还可以引 
入其他一些张量.值得注意的是，只有在被场占据的空间中的一些点有物质介质，并 


2 • 
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且极化强度张量夕〃 # 0时，闵可夫斯基张量、亚伯拉罕张量和其他一些张量才有 
区别.在真空或者导电介质中没有极化和磁化，所以用不同方法定义的电磁场能量 
动量张量是相同的. 

在固有坐标系中，利用闵可夫斯基张量的定义可以把上述公式改写为 

- s ij = n ij , 


并且 

式中 


n a/3 = ^ /i Q ^, n a4 = h a \ n 4i = o, 

a , j 9 = 1, 2, 3, i = l , 2, 3, 4, 


(5.38) 


而张量的分量沾由公式 (5.35), (5.36) 和 (5.37) 定义, 


有质动力在闵可夫斯 
基近似和亚伯拉罕近 


在闵可夫斯基近似和亚伯拉罕近似下，对于四维有质动力的 
分量，我们有 


<以下的区别 




从公式 （5.38) 容易得出，在囪有坐标系中 

秦 • 


n br : 

= ^Min - 


dh a4 • 

at • 

(5.39) 

• 

根据 (5.35), 这些等式的三维矢量形式为 




F Abr = 

: -^Min - 

1 , ^ 

—rot 十 

1 d^f 

c dt 

(5.40) 

对质量能量流可得 

^Abr 

— ^ Min - 


(5.4*1) 


如果对各向同性介质成立磁化定律 (5.14) 和极化定律（5.15)，则1 = 0,所以等式 
(5.40) 此时的形式为 

1 d 

■^Abr = -^Min + dt^ X B - E X H). 

如果介质的能量动量张量是固定的，并且与电磁场能量动量张量的定义无关， 
则由 （5.39) 可知，在不同近似下得到的介质运动方程（动量方程）也是不同的，因为 
^5 in . 不过，如果用不同方法定义介质的能量动量张量，就可以保持介质的运 
动方程不变. 

从 （5.41) 可知，无论对电磁场使用闵可夫斯基能量动量张量还是亚伯拉罕张量， 
进入介质的电磁能量流都是相同的，这部分能量流出现于热流方程中. 

wSSSISS 雜认为电磁场对被磁化和极化的介质有分布式四维力矩的 

一 作用，并且表征这种力矩 的张董 的分量 hO 由公式 (5.35), 


§5. 电磁场与物体在考虑极化和磁化时的相互作用 


(•5.36) 和 (5.37) 确定，则根据得自.系统（介质和场> 动量守恒定律的作用与反作用 
定律可知，在使用闵可夫斯基张量作为场的能董动量张量时，场的体积内禀动量矩 
的分量满足等式 

▽fcQgtn = 0. 

例如，可以认为= 0. 另一方面，在使用亚伯拉罕张量作为场的能量动量张量 


例如，可以认为 
时，因为# = #，所以 


h ij = ^ 0. 


(5.42) 


因此,在使用 亚伯拉 罕能量动董张量时，必须给电磁场额外增加一个特征量一 
张量= - Q 忡， 它在 i = 4和 j = o 时是内禀动量矩张量，在< = a 和 ：?• = 时 
最内禀力偶矩张量.该张量的散度由等式 （5.42). 确定，如果场对介质的体积有质动 
力矩满足公式(5.35)， (5.36) 和 (5.37). 

在四维空间中，三维曲面是四维几何体的截面，而二维曲面是三维几何体的截 
面.所以，如果不使用闵可夫斯基张量来定义场的能量动量张量,就需要在电磁场中 
的三维或二维曲面上引入相互作用的面力和面力偶矩.如果使用闵可夫斯基能量动 
量张量，就不需要引入分布于电磁场内部截面上的力偶矩. 

在定义电磁场的动力学性质时有可能提出不同的条件，而上述那些一般的可能 
性在本质上是等价的.有鉴于此，此外还为了分析电磁场的动量矩方程和有质动力 
矩公式，作为一个普适而且自然的条件可以选取闵可夫斯基张量当作能量动量张量. 
如果采用这个条件，则在描述电磁场的动力学性质和建立物质介质模型时都需要遵’ 
守这个条件. 

我们还指出，如果把介质和场的能量动量张量之和取为 

介质的能量动量张量 ** 

在电磁场的能量动量 T^ bv + = 7 ^ in +如， 

弓 I 、 4 、 木 rr».l — r A . 八 1» l=t — • rm » - *、■ — » -—， . . . t . ■ _ . r 、 


,■ 攀 ，、 ^ ^ V# w “ r »■ » - ■ 

在电磁场的能量动量 Tit +，=屯 n + 如， 

张量不一样时的性质 

则对介质的能量动.量张量的逆变分量一般可以得出不等式 

rpi3 士 rpij rp(ij) J rp{ij) 

1 Abr T= iMin ， i Abr ^ 1 Min ? 

式中 = ( T ^'+ r ^)/2. 由此可知，介质的两种能童动量张量的分量和 d 
并不相等，其对称部分也不相等.容易检验,此结论在张量之和 iVd 对称时也成立. 

入时 软的能署油得 T 述 S 由促使我们尽量为电磁场弓 I 入一个对称的能 fl 动量张 
弓 g 量.在广义相对论中出现的能量动量张量，或者真空中的电 

磁场的微观能量动量张量，对其进行平均化运算后，所得能 
量动量张量自然而然就是对称的，但这或者属于场和介质整体的情况（我们记得，介 
质内部的微观相互作用具有电磁学本质)，或者属于真空中或末被磁化和极化的物质 
介质中的电磁场的情况.在所有这些情况下，或者闵可夫斯基张暈是对称的，因为 
p = M = 0,或者只是介质和场的能量动量张量之和是对称的，所以仅对这些张量 
才会在广义相对论和平均化运算中出现自然而然的对称性. 
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另一方面，显然，如果把分量为的任何能量动量张量替换为另一个分量为 
S 吨 的 张量： 


S *ij = S ij + 

并且附加张量的分量恒满屏等式 


= 0， • (5.43) 

则四维有质动力分量的值（三维力和能量流）保持不变. 

在条件 （5.43) 下，増加分量为的张量不会对有质动力公式产生影响.在许 
多情况下，可以在条件 (5.43) 下这样选取分量使得张量是对称的.这样就 
可以使能量动量张 量分〃 成为对称的，同时保持四维有质动力矢量不变.然而在这样 
的对称化之后，为了使作用在物质介质上的体积有质动力公式是可以接受的，对电 
磁场仍然需要引入内禀矩， V k Q^ k ^ 0. 

• 最后，物质介质的能量动量张量在所有经典模型中其实都是对称的，所以在一 
般情况下尽量保持这一性质似乎是很自然的事情.不过，物质介质的非对称能量动量 
张量只会出现在一些复杂的模型中，对这些模型的理论和实验研究尚未足够详细和 
广泛地开展 .. 


§6. 导电流体动力学 


导电液体或气体可以作为考虑电磁效应的连续介质模型的一个实例，其中没有 
极化和磁化，但是有电流，即 Af = P = 0, 一 0. 我们还取扣〜= 0,即认为在所研 
究的模型中，连续介质物质微元与相邻微元和其他外部对象之间仅有机械能和热量 
的交换. 

为简单起见，下面将研究理想介质 模型： 


P lJ = -pg lJ • 


在更一般的情况下可以考虑介质的黏性. 

下面研究的方程组是牛顿力学范畴内的近似方程组，包括以下方程 
连续性方程（标量方程） 


I 


+ div(pv) = 0; 


动量方程（矢量方程) 


P 


dv 

dt 


+ (V •▽)!? 


- grad p + p e E + -{j x H) + pF sup , 


( 6 . 1 ) 


( 6 . 2 ) 


式中 F sup 表示与流体和电磁场之间的相互作用无关的通常的质量力，例如 重力; 


热流方程（标量方程) 


d … 化) p ， 


(6.3) 


式中 dq ^ p 表示因为热传导或辐射等因素而从外部进入单位质量流体的 热流; 
表示热力学第二定律的标量关系式 


Td8=^(j-E)dt + dq^ p , 


(6.4) 


其中假设扣/ = 0. . 

如果介质的定义是通过内能 V 对 p 和 s 的函数关系给出的，则从关系式 


dU = Tds — pd 


还可得出2个标量状态 方程: 


m P ， -p 


dU 

WIp ) 


(6.5) 
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除了动力学和热力学方程 （6.1) —(6.5)，还需要增加电动力学方程，即麦克斯韦方程 


rot 五 


18 H 

c dt 


divH 


f „ 4丌 1 9 五 


( 6 . 6 ) 


div E = 47r/9 e 


和欧姆定律 


j = a ( £?+ x H \ -h p e v. 


(6.7) 


在磁流体力学中通常使用这种形式的欧姆定律.如果给定成和 F sup , 方程组 
(6.1) — (6.7) 就是封闭的. 

当介质的电导率很大或很小时（更准确地说，当参量 aL / c 的值很大或很小时， 
式中 i ： 是现象的特征长度)，上述方程组在简化后给出磁流体力学方程和电流体力 
学 方程. 为了得到这些方程，需要估计麦克斯韦方程以及洛仑兹力和焦耳热的表达 
式中各项取值的量级，然后忽略掉比其他项量级更小的那些项. 

我们分别用尽丑，1；， L ， r 来表示电场强度、磁场强度、速度、长度和 时间的 
特征尺度值.磁流体力学方程和电流体力学方程是在非相对论近似下得出的，这时 

.( M )、 1 ’ (^) 2 « 1 - _ 

如果特征时间 T 具有量级1/〃，则 （6.8) 中的第二个条件就是第一个条件的推论.这 
在力学问题中通常是满足的，并且〃或者是介质的特征速度，或者是波的特征传播 
速度 • 


考虑方程 
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rotH 


4开，1 dE 

了 J + w 


由欧姆定律 (6.7), 把:/的表达式代入此方程，然后估计所得方程中各项的量级.这 
时还要用到从方程 divE = 4 np e 得出的一个估计 p e 〜 E / L . 我们有（在方程各项之 
下写出了其值的最大量级） 


rot 丑 


47 r 4 na „ Ana „ 1 dE 

v p ^ v + — E + ^ vxH ^ c ^ 


v E 
c L 


cL E 
~ L 


v cjL H 
c c L 


务 f 


根据这些估计可以证明，一般在 


aL 


» 


时的结果是// 2 》 e 2 , 相应方程称为磁流体力学方程，而在 


aL 


2 


< 


(6.9) 


( 6 . 10 ) 


时能够得出满足五 2 》 if 2 的解，这样的解是在电流体力学中进行研究的. 


磁流体力学方程 


条件 cjL/c » 1对于下述情况是成 立的： 液态金属（汞的电导率 


- a 〜6 x 10 15 S — 1 ) 和强电离气体（等离子体， a 〜10 13 -10 14 s ' 1 ) 

的多种运动，天体物理学中研究的大多数现象 （ a 或 L 很大都可以使条件满足).所 
以,磁流体力学的应用范围很广（磁流体发电机，等离子体发动机，热核反应装置等). 

由估计 （6.9) 可知，在条件 （6.10) 下,方程 （6.9) 中的竺 PeV 和 i 等这两项相 

c c at 

对于_五是可以忽略的.于是 (6.9) 的形式成为 

C 


TOtH 


47T(7 




或 


E 


4 ncr 


rotH 


x if . 


( 6 . 11 ) 


由此可见，在条件 (6.8), (6.10) T 


E 2 < H 2 . 


由估计 （6.9) 和条件 (6.8), (6.10) 进一步可知，在电流的表达式中一般可以忽略 
p e v 而保留传导电流 ' 


并且 


4tt 


rotH 



此外，在相对运动速度远小于光速的所有坐标系中，磁场强度可以认为是相同的 .• 

H， = H x Ea H ， 


因为 E 2 < H 2 . 

现在研究洛仑兹力在磁流体力学中的表达式 


Lorentz = p e E + - j X H = p e E — TOt H X H. 


因为第一项的量级为五 2 / L , 第二项的量级为 H 2 / L , 而五 2 《 H 2 , 所以 


Lorentz 


—rot Jf x H. 

47 T 


最后再写出焦耳热的表达式 


jE 


167T 2 CT 


(rot H) 


因为 j . 

因此，介质的方程组中只包括磁场强度 ff , 但不包括量 E ， p e , j . 由麦克斯韦方 
程可以得到只含有 H 的方程.考虑方程 


xotE 


IdH 

c dt 


( 6 . 12 ) 


根据方程（6.11)，我们有 


47T(J 


rot if 




(6.13) 


参量 cy 4 na 具有运动学黏度的量纲，因而被称为磁黏度 




4na 


把 (6.13) 代入 (6.12), 得到 H 的方程 


dH 

dt 


rot(v x H) — Tot(i/ m rot if), 


它被称为感应方程.可以给这个方程再补充一个方程（见 §1) 


( 6 . 14 ) 


div H = 0. 

鲁 

如果 {vHjLf 《 (〜 i // L 2 ) 2 , 即如果 （ a / 〜) 2 《1，则感应方程右侧第一项相 
对于第二项是可以忽略的.此时， if 的方程与介质的运动无关（如果同时 a 不依赖 
于温度，因为温度是由介质的运动决定的).然而，介质的运动当然与 H 有关.无量 
纲参量 vL / u m 称为磁雷诺数， 

p vL 
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相反，如果开 e m 》1，就可以忽略感应方程 (6-14) 右侧第二项，这时磁场满足方程 


8 H 

dt 


rot(v x if )， div H 


(6.15) 


结果是，磁场被冻结在介质中（见下一节). 

这样，磁流体力学方程组最简单的一种形式为（不考虑介质的黏性和热传导) 

dp 

-37 +/?divv = 0 , 
at 


dv 


dt 


pF 8np - gradp + — rot W x H 


pT 


ds 

dt 


滅 ) 2 , 


s), p 


du 


dll 

ds 


dH 


= rot(v x H ) — rot ( iy m rot if), 


div if 


此方程组不包括量五,仏，如果需要，可以在求解后按照以下公式计算这 些量: 


47T 


rot if ， 


( i/ m rot if - - x if) 


Pe 


47T 


div E . 


电流体力学现在研究 aL/c « 1的现象,例如包含某一数目（少童）带电粒子的弱 

导电介质的流动.流动与被绕流物体的相互作用经常导致介质流中出 
现带电粒子，或者也可以人为地在流动中添加带电粒子，以便有可能利用电磁场来 
控制流动. 

这里考虑最简单的一种 情况： 在介质中只有电中性分子（单位体积中的数目为 
n ) 和一种电荷为 e 的带电粒子（单位体积中的数目为 m ). 如果用 v rel 表示带电粒 
子相对于介质的平均速度， * 

V re l = 

则传导电流（在介质相对速度为零的坐标系中的电流）显然可以表示为 


Petrel 


而静止坐标系中的电流为 


3 = Pe V + Pe v re\ 

通常按照以下公式引入带电粒子的迁移率 6 : 


v re i = bE ， 


那么 


f = Pe bE - 

因此，在所研究的情况下可以引入记号 

CT = f) e b. 

迁移率6正比于带电粒子数目，反比于介质密度. 

我们从方程 （6.9) 看到，如果 ctL/c « 1, t ; 2 / c 2 《 1 ， L/cT « 1 ,则该方程具有满 
足 H 2 《 H 2 的一类解.这正是在电流体力学中研究的情况.这时，五的麦克斯韦方 
程组可以简化，因为方程 

^ IdH ^ 

rot E H -— = 0 

c at 

的第二项与第一项相比是高阶小量 （ E / L 《 LH / cTL ). 所以，这个方程可以替换为 
方程 rot 五 = 0 . 因此，电流体力学中的电场满足静电学方程 

rot E = 0, div E = 47rp e . 

我们指出 ，五 可能与时间有关. 

此外，因为 i / 2 《於，所以还可以认为，电流体力学中的电场强度在所有作相对 
低速运动的惯性系中都是相 同的： 

E ; = E ^- vxH ^ E . . 

c 

因此，欧姆定律可以写为 

3 = Pe v + aE ， 

或者，在所研究的简单情况下， 

3 = Pe vJ r p e bE . 

我们来研究洛伦兹力： 

F Lorentz = Pe E + ^ J X Jf = p e E + - p e V X H - E X H. 

c c c 

因为第一项的量级为 E 2 / L , 第二项的量级为 vEH / cL , 第三项的量级为 aLEH / cL , 

并且《护， v ^/ c ? « 1 , aL/c « 1,所以第二项和第三项与第一项相比可以忽略， 
即 

■^Lorentz = PeE. 

我们再写出焦耳热的表达式： 

j ’. E ’ = aE • E = < tE 2 , 

因为在电流体力学中 E ，= E . 对于只包含一种带电粒子的介质， 

♦ 

f . E f = Pe bE 2 . 
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现在写出形式最简单的封闭的电流体力学方程组(不考虑介质的黏性和热传 导): 

dp 

-—— h pdivt ; = 0， 
at 

dv 

= P F sup - gradp + p e E , 


P T ^ = aE 2 = Pe bE 2 } . 


U = U ( p , s ), p = p 

rot E = 0, 
div E = 4 丌 p e ， 

^pi 

Tt 


2 


dU 


T 


dll 

ds 


+ div j = 0 


3 = Pe v ^ Pe bE - 

倒数第二个方程是麦克斯韦方程的精确推论,见 §4. 这个方程组不包括磁场强度丑 
如果需要，可以在问题解决后从以下方程确定这个量： 

47r 1 0E 

rotif = — j + - — , div ^ = 0. 

c c at 

在电流体力学中可以引入电雷诺数 


Re ^ = bE ' 

如果 He el — 0 (电荷的迁移率很大)，则决定电场的方程与介质的参量无关（如果同 
时6与这些参量无关).因此，在电雷诺数很小时，介质的运动不影响电场的值.如果 
Re e{ — oo , 6 — 0,则电荷与介质一起运动，它们被冻结在介质中. 

除了磁流体力学和电流体力学，研究与电磁场发生相互作用的连续介质运动的 
其他一些科学领域也得到发展.例如，一种被称为铁磁液体的物质（悬浮着铁粉的液 
体）具有越来越广泛的应用，铁流体力学因而得以产生和发展.还有极化流体力学， 
磁致弹性，压电弹性，等等. 
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我们现在阐述满足关系式 

= rot(v x A) y div A =, 0 (7.1) 

的矢量场 A ( x , y , z , t ) 的一般性质. 

前面（见 (6.15)) 已经证明，磁场强度 H 在汝 ra 》1时满足这些条件，例如 
电导率无穷大的情况.对于理想流体在有势质量力场中的正压运动，速度的涡量场 
u ； = rot v /2 也满足上述方程.其实，考虑葛罗麦卡一兰姆形式的不导电理想流体的 
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(7.2) 


(7.3) 


这些方程与方程 （ 7.1) 和 (6.15) 相同.我们指出，方程 （ 7.3) 中只包括运动学量，但是 
它是作为动量方程这一动力学方程的推论得出的. 

因此，只要证明了满足条件 （ 7.1) 的矢量场 A 的一般性质，我们就能得到相关 
场的一些非常重要的性质，例如电导率无穷大时的磁场强度场 ff ， 以及理想流体在 
有势质量力场中的正压运动过程中的涡量场 u ;. 


无源矢量经过物质面 
的通量对时间的求导 
公式 


物质面就是与连续介质的物质微元一起运动的曲面.取某个 
不封闭的物质面5：，其边界是围线 C . 我们先来推导无源矢 
量 A( Xi y , z 9 t ) 经过物质面 S 的通量对时间的求导公式.我 
们知道,所谓矢量经过曲面5：的通量，是指积分 



式中 n 表示曲面 S 的微元 da 上的单位法线矢量.法线 n 的方向和围线 C 的环绕 
方向之间的关系同前面一样，从 n 所指方向来看，围线 （7 的环绕方向是逆时针的. 

如果上述物质面在时刻位于 S ， 而在时刻位于^ (图41)，则按照导数 
的定义，' 我们有 





y , 2 , t + At ) da — 



(7.4) 
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现在证明，此导数根据方程 (7.1) 等于零，所以上 
述矢量满足 



A n da = const 


(7.5) 


vAt 


O 


图 41. 用于推导无源矢量经过物质 
面的通量对时间的求导公式 


其实，用 S 2 表示围线 <7在时间内发生移动 
时由围线的点的轨迹组成的曲面，并考虑由曲面 
5^和 E 2 组成的封闭曲面.利用奥一高定理和 
(7.1) 中的第二个条件，我们有 


4 n ( x , y , z y t ) da = /divAdr = 0，(7.6) 


S+Ei +E2 




式中 K 是封闭曲面 S + E !+ S 2 所包围的物质体， n 是 F 的外法线.如果把曲面^ 
上的法线改为相反方向的法线，并在等式 （7.6) 的两侧加上/ A n { x , y y z , 


则由此容易得出 


A n (xj y , z , t + Ai ) da 




A n ( x } y , z , t ) da 



y , z } t + At ) da 



^ n ( x , y , z , t ) &G 


2i 



A n ( x , y y z , t ) da : 


Si 


E 2 


从而对导数 （7.4) 得出以下表达式 D : 


dt 



y , z , t ) da 


m 


da + Ai-oAi / 人 hu ， da - ( 7 . 7 ) 


e 2 


侧面 s 2 的矢量面微元 nda 显然等于 


nda = vAt x dl 


9 

式中 d £ 是曲面 S 的边界 C 的线微元（见图 41). 所以， 积分 j A n da 可以转换为沿 


曲线 C 的 积分: 


S 2 


h 


nda 


— J A - (dl x v)At = — J dl • (v x A ) At , 


e 2 


或者利用斯托克斯定理转换为沿张于围线 c 的初始曲面 S 的 积分: 


iij 


A n da = - (v x A ) ^dl 


s 2 



[ rot(v x A)] n d 


D 原书误将 C 7. 7 ) 右侧第一个积分中的被积函数 ( dA / dt ) n 写为 dA n /dL —译注 
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现在，所求导数的表达式 (7.7) 的形式成为 



0A 

~dt 


— rot(v x A) da. 


(7-8) 


这就是矢量分析的一个一般公式——无源矢量 A 经过运动的物质面5：的通量对时 
间的求导公式. 

显然，为了使公式 (7.8) 成立，需要矢量仅仅在曲面 I ：和其边界 C 上的点的 
取值是确定的. 

矢量面、矢量管和矢 ^#(7.1), M *(7.8 )W 

量线的保持性 .妾 /& da = 0 . 

1 dt J 

s 


这样，我们证明了上述命题:在矢量场 A ( x , Vi z, t) 满足条件 (7.1) 的区域中成立等 
式（7.5)，其中 S 是与连续 介质微 元一起运动的曲面. 

从已经被证明的性质 （7.5) 可以得到关于所研究的矢量场4的一系列非常重要 
的推论. 

推论一 .• 该矢量场的矢量面在运动过程中还是矢量面.其实，在某一时刻《考虑 
该矢量场4的某一矢量面 n ， 即这样的曲面，矢量4在该曲面的每一点都位于其 
切平面内.由于运动的连续性，曲面 n 在时刻 t +以 移动至另外某一曲面 IT . 不难 
看出，这个曲面 IV 也是矢量面.因为曲面 n 根据条件是矢量面，所以矢量 a 经过 
属于曲面 n 的任何曲面 s 的通量等于零.设曲面 s 经过以 时间后移动至曲面公， 
则根据运动的连续性，曲面 s ' 属于 n '. 按照性质 (7.5), 矢量4经过曲面 E ' 的通 
ffl 也等于零，即矢量4在时刻位于 n ' 的切平面内.这时， s 可以取作任意小 
的曲面，它在曲面 n 上的位置也是任意的，所以曲面 P 也同样如此,于是必然在 rr 
的所有的点都有 An = 0,而这就表示曲面 ir 也是矢量面. 

例如，矢量管侧面在运动过程中还是矢量管侧面，矢量管还是矢量管. 

推 论二： 满足条件 （7.1) 的矢量场4的矢量线在运动过程中永远是矢量线.其 
实，在时刻〖经过矢量线/可以取两个矢量面 iii 和 n 2 , 其交线就是 z . 设矢量面 m 
和 n 2 在时刻分别移动至曲面 ni 和 rr 2 . 根据运动的连续性，矢量线〖在时 
刻 f 移动至曲面 ni 和的交线 r . 按照 (7.5) 的推论一，曲面 ni 和 rr 2 中的 
每一个都是矢量面,所以^也是矢量线. 

推论三 •. 该矢量场 a 的任何矢董管的强度在整个运动过程中保持不变.其实， 
我们知道（见第二章§8)，矢量管强度是通过矢量 a 经过矢量管横截面的通量（在 
# 无源场中它沿矢量管不变）定义的.因此，上述命题是该量场4的性质 (7.5) 的直接 
推论.对于满足条件 （7.1) 的矢量场 A ， 有 • 

J A n da = J A n da, 

E E / • 


. 274 • 


第六章电动力学的基本概念和方程 


式中 S 和 P 分别是矢量管在时刻 < 和 〆 的任意横截面. 

因此，在满足条件 （7.1) 的矢量场4中，矢 tt 面、矢量管和矢量线在运动过程中 
是保持的.保持的含义在于，它们在空间中与连续介质微元一起运动.矢量面、矢量 
管和矢量线被冻结在介质中. * 

如上所述，介质电导率无穷大时的磁场强度场 H 和理想流体在有势质量力场 
中的正压过程中的涡量场 a ; = rot v /2 都满足条件 （7.1). 因此，这些情况下的磁场 
强度场丑和涡量场 u ； 在上述含义下被冻结在介质中. 

例如，在电导率无穷大的介质中，如果在初始时刻 h 在某个区域级中没有磁场 
H , 则在在任意时刻 <，当区域货移动至区域 f 时,其中也不会有磁场. 

磁场与连续介质微元一起运动.如果在太阳上发生等离子体爆发，即电导率无 
穷大的高温气团的猛烈喷发，则磁场会与等离子体一起运动并延伸至星际空间. 

因为涡量场 w 在上述条件下的性质对实际应用非常重要,我们再来更详细地研 
究这些性质. ^ 

汤姆孙定理若 S 是流体物质面，则矢量场 w = rot v /2 的性质 （7.5) 可以写为以下 

形式: 

J uj n da = const , (7.9) 

E 

即涡量 u ; 经过与连续介质微元一起运动的任何曲面 S 的通量是不变的.利用斯托 

克斯定理，性质 (7.9) 可以写为 

% 

j) V'dl = const 
c 

(式中 C 是一直由同样一些流体物质点组成 
的任意封闭围线）或 

图 42 . 沿围线 C 的环通等于零，沿曲线 r = const, 

父 的环量可能不等于零 

即： 如果理想流体所受外质量力是有势的，其 
运动是正压的，则沿任何封闭物质线的速度环量 r 在整个运动过程中保持不变.这 
个命题称为汤姆孙定理. 

必须记住的是，环量不变的结论只对彼此能够通过连续变形得 
到的围线才成立，这是从汤姆 孙定理 的证明中得出的结论.如 

rfT 的封^围线果流体在某一时刻静止，则这时沿所有围线的环量都等于零 • 

然而在以后的运动中，如果在流动中有速度间断，则一般能够 
出现形如义的封闭围线，沿该围线的环量不等于零（图 42). ° 

其实，如果围线义与速度间断线相交，则沿围线 f 的环量一般不等于零，因为 
在间断线上，点 M 和 iV 的速度不同,于是在所研究的时刻封闭的围线 f 在下一时 
刻不再封闭，它在以前的时刻一般也不封闭，包括流体在初始时刻静止的情况.汤姆 
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孙定理对不封闭的物质线无法应用，所以沿这样的物质线的环量是不保持的 D . 

汤姆孙定理的一个直接推论是拉格朗日定理：在汤姆孙定理的条件 
下，如果流体的某一部分在某个给定时刻化是无旋的，则这部分流 
体在 t < &和《 >化时也是无旋的.我们强调，在拉格朗日定 理命表 述中讨论的不 
是确定的一部分空间，而是确定的一部分毕_运动的流体. 

我们来证明拉格朗日定理.依条件，在〖= 时在区域货内无旋，于是在该区 
域中的每一点 a ; = 0. 因此，根据斯托克斯定理，沿属于区域级的任何封闭围线的 

环量 r = 2 / da 都等于零， 

E 

j) v dl = 0. 
c 

按照汤姆孙定理,沿任何封闭物质线的环量 r 在所有其他时刻都等于零.那么，再次 
利用斯托克斯定理可知，对于完全属于流体区域货的任何曲面 s 都有 

J da = 0. 

这只有在这的任何点对任何方向 n 都成立= 0才是可能的,所以在任何时刻对 
流体的任何物质点都有 a ; = 0. 

众所周知,无旋等价于存在速度势,所以拉格朗日定理还可以这样来 表述： 如果 
流体的运动在某个时刻 to 是有势的，则在汤姆孙定理的条件下，流体的运动在此之 
前和之后的所有其他时刻都是有势的.（在一般情况下，势函数和相应速度场的间断 
面有可能在势流中形成并发展，这些间断面会延伸到流社的边界 .） 于是，这时存在 
速度势 v ^， y ， \ 并且 

v = gradip(x y y, 2 , <). • 


由汤姆孙定理可见，理想流体的有势运动具有重要的物理意义，这极大地简化了求解 
速度场的问题. 

可以说，只有在汤姆孙定理的#设不成立时，涡旋才可能在流体中产生或消失. 
换言之，涡旋产生或消失的原因 包括： 或者流体是黏性的，或者运动不是正压的，或 
者外质量力不是有势的，或者速度场的连续性遭到破坏. 


涡旋的亥姆霍兹动力 
学定理 


我们已经证明了理想流体正压运动的涡量场的矢量面、矢量 
线以及矢量管强度的守恒性，这些性质被称为亥姆霍兹动力 
学定理，其表述如下. 


亥姆霍兹动力学定 理一: 在汤姆孙定理的假设下，在某个时刻组成涡面、涡管或 


涡线的流体物质点在整个运动过程中仍然分别组成涡面、涡管或涡线. 


1) 实验和理论在很多情况下都表明，为了描述流体的真实运动，必须研究含有间断面的速度场. 
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. 亥姆霍兹动力学定 理二： 在汤姆孙定理的假设下，涡管强度在整个运动过程中 
保持不变，即 

T = j> v-dl = const 
c 

式中 C 是环绕所给涡管 1 周的任何封闭围线. 

亥姆霍兹定理在求解流体力学的许多基本问题时具有重要的意义（见第八章). 


第七章连续介质力学问题的提法 


§1. 提出具体问题的一般原理 


模型和参考系在对连续介质力学中的具体问题进行理论研究的时候，为了描述所 

研究的介质的运动和状态，必须显式地或隐式地 D 选取观察者的参 
考系.在牛顿力学中，可以选取任何“静止的”或运动的参考系当作观察者的参考系. 
然而，总要指出一个惯性参考系，因为只有这样才能够使用惯性力的有关结果. 

在需要时还要注意拉格朗日坐标系的存在，因为实际上正是利用这种坐标系才 
有可能区别连续介质的物质点，并且就本质而言，它是定义介质微元的运动和状态 
特征量的基础. • 

在前面各章中己经建立和描述了力学、热力学和电动力学的一些普适方程.这 
些方程是创立任何具体的连续介质模型理论的基本关系式，它们适用于所有模型，也 
适用于一个确定的模型中关于运动和物理过程的各种单独的情况.如前所述，这些 
普适方程对于光滑的连续分布可以写为偏微分方程的形式. 

除了微分方程，同样的物理定律还被表述为积分的 形式： 积分形式的连续性方 
程（第三章 （1.2))、 动量方程（第三章 （2.2))、 热力学第一定律——能量方程（第五章 
(8.1))、 热力学第二定律（第五章 (8.2)) 和一般的麦克斯韦方程（第六章 （5.4)， (5.5)). 

若运动特征量的分布是连续的和光滑的，则微分表述等价于积分表述.然而，有 
时还必须研究表征现象的特征量对空间或时间 变量有 间断的分布.在有间断的时候， 
积分表述表现出更一般的本质，因为它们在这时仍然有意义.微分表述在现象连续的 
区域有意义，但在有间断的地方需要一些附加条件,而积分表述已经包含了这些附加 


D 为了清晰而明确地提出问题，最好把所有假设和条件用显式的方法表述出来. 
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条件.我们在后面几节中将从普适的积分关系式出发引入相应的间断条件. 

前面己经指出，为了得到能够对给定连续介质的运动进行详细研究的方程组，总 
是需要引入一些附加的假设，这些假设把所研究的模型的特别性质和物理本质固定 
下来.选取一个模型是必须的.选取模型的问题可以成为专门的和广泛的研究 对象; 
在许多情况下，这是物理学的一个基本问题，它关系到用理想化和概括的方法进行 
描述并引入各种类型的概念和特征量.为了描述新发现的效应和现象，必须选取和 
建立新的模型，不论这些新效应和新现象的本质是已知的还是才开始在正在发展的 
科技领域中显现出来. 


我们已经在前面几章中介绍了许多重要的经典连续介质 模型： 理想流体模型、 • 
弹性体模型、黏性流体模型、磁流体力学中的导电流体模型，等等.这个名单远远没 
有列举完所有已知的模型，还有其他许多模型，其中某些模型将在后面进行介绍.现 


在，由于新材料的应用和已有材料使用范围的扩展，由于在力学中必须考虑电磁性质 
和电磁效应，由于髙真空条件或与之相反的髙压条件的应用，由于超低温或与之相反 


的超高温的应用，由于需要对生物体中的复杂现象进行研究，还由于其他诸多原因， 
建立新模型的问题是迫切的.目前，在物理学和力学中建立新模型的理论正在飞速 
发展. 


可以在每一个固定模型的范围内用附加的方式引入关于外部作用的假设，例如 


关于外质置力 F ( e ) 以及元能量流 d / e ) 和 dy 的假设.在一个给定模型的范围内， 


还可以提出这样的 问题: 根据假定的运动或实验观察的结果求出上述那些量. 


用来区别不同运动的 
附加条件的必要性 


在选定一个模型之后，为了区别一种或一类确定的现象和运 
动，还需要提出一些附加条件.这是显而易见的！其实，在不 
可压缩理想流体的理论模型的范围内可以研究水、石油和许 


f 其他液体的多种运动，甚至可以研究空气和其他一些气体的运动，只要可压缩性 
是以忽略的.例如：海水的各种流动和波浪运动,水从容器中流出时形成的射流运 


动，水通过堤坝溢洪道的流动，由船和潜水艇的运动引起的释水运动，由亚声速低速 
飞行的飞艇引起的空气运动，以及大量其他问题.在上述所 i 情况下，都可以使用同 
一个封闭的微分方程组.因此，尽管这些微分方程在流体所占区域中的每一点都成 
立并且组成封闭的方程组，但皇要想解决确定流体所占区域中的速度场和压强场的 
数学问题，这些方程是完全不够的.众所周知，运动微分方程的通解中含有一些任意 
的函数和常数,它们需要借助于专门的条件来确定. 

我们现在开始研究用来区别各种运动的各种典型的附加条件. 

数学问题的解表示为函数的形式,这些函数在所研究的运动 
进行的时间间隔内定义于介质所占区域中的各个点.时间间 
隔可能是有限的，可能开始于某个“初始的”特征时刻〖=化 
或者与它“联系在一 起”； 可以在任何〖> 或 < < 〖0或所有 t $化的时刻研究连 
续介质的运动和状态.按照问题的意义，可能需要求出各种各样的特征时刻. 
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运动介质所占区域穸在一些情况下可能是给定的，而在另外一些情况下可能是 
事先未知的.例如，当流体充满给定容器并在其中运动时，或者当流体充满各种事先 
给定的固定障碍物之外的整个空间并绕障碍物运动时，可以认为区域级是已知的. 
区域这在许多情况下又是事先未知的，例如，在解决从容器中向外倒水的问题时，在 
研究给定外载荷系作用下的弹性体变形时，区域货应当在求解过程中加以确定. 

在某些情况下，区域货的边界可能由已知的和未知的部分共同组成，例如，海 
底表面、船体表面或一般而言物体的运动表面在流体内的部分是已知的边界，而波 
动的海面或者在流体从容器中流出时形成的射流的边界等是事先未知的边界，它们 
需要在问题的求解过程中加以确定. 

连续介质所占区域：可能是有界的，例如容器或管道内的流体，或杆、梁、机器 
零件这些可变形“固体”.在概括问题的提法时，经常遇到含有无穷远点的区域汉 
这时，或者流体、变形“固体”或电磁场占据整个空间或占据某一组给定物体的外部， 
或者有延伸至无穷远的射流或带状区. 


无穷远条件 


在求解问题时，对于包含无穷远点的区域皂必须根据基于物理特性 
的假设给出无穷远处的附加条件. 


作为这样的条件，在许多情况下可以假设所研究的现象具有局部扰动的特点，并 
且介质在无穷远处的状态和运动是给定的.例如，若一个有限大小的固体位于无界 
的流体中，则在研究由固体运动引起的流体的绝对运动时可以认为，无穷远处的流 
体速度趋于零，压强趋于给定值，电磁场具有事先给定的 性质； 类似地可以假设，可 
变形固体在无穷远的地方处于由附加物理条件决定的自然状态，等等. 

在静止物体绕流问题中必须认为，来流在上游无穷远处——而在某些情况下在 
任何方向的无穷远处——具有给定的 性质: 速度、压强和温度等都是给定的. 

不过，无穷远条件有时可能具有更复杂的性质.例如，有时在不同方向的无穷远 
处有某种有规律的过程，甚至可能有周期 过程； 一般而言，在不同方向上还有各种给 
定类型的波,等等. 

无穷远附加条件的表述问题往往关系到一些不太明显的效应，产生这些效应的 
原因是有或者没有来自无穷远处或来自某种辐射的能量流. 


介质内部的奇点 


无穷远条件可以视为无穷远奇点处的附加条件.为了考虑对介质 


- —- 或场的各种作用，在区域货的有限部分也可以引入奇点.例如， 

可以引入基于质量流量的流体点源或点汇、偶极子和多极子，电磁场中的点电荷、偶 
极子和多极子，集中作用的外力和外部能量源所形成的各种确定类型的奇点.这些 
奇异性能够模拟距离我们根据问题的含义所关心的运的区域或介质的运动区域很远 
的其他物体的作用和存在. 

因此，可以在区域货中引入奇点，并给定某些函数在这些奇点的渐近 行为； 这 
些奇点还可能是因为存在某些外部作用而出现的，并且在运动方程中并未考虑这些 
外部作用. _ 
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初始条件 


在常微分方程和偏微分方程理论中，柯西问题具有重大意义. 
常微分方程 1 

d 2 x ( dx\ 


例如，二阶 


( 1 . 1 ) 


的柯西问 廒表述 如下：求出方程 （1.1) 的解 x(t), 使它在 t =化时满足条件 


{x) t=tQ = x 0 


dx 

dt 


A 


(1.2) 


式中心,％和呌是给定的数.由微分方程理论可知，柯西问题在许多重要情况下具 
有唯一的解.附加条件 (1.2) 称为初始条件或柯西条件. 

用类似的方式可以引入偏微分方程的柯西问题，而对于非定常运动,可以依照方 
程的形式给出所求函数及其某些导数在~时的表达式作为附加条件.例如，在 
利用拉梅方程（第四章 （2.16)) 求解弹性体动力学问题时，需要给出弹性体所有点的 
初始位移和初始 速度； 而在求解关于均匀不可压缩理想流体非定常运动（第四章方 
程组 (1-6)) 的问题时,只要给出速度在初始时刻在整个区域货内的分布即可. 

如果区域货是无界空间，则初始条件在许多情况下足以区别一种确定的解.初 
始条件的数目和形式依赖于方程组的阶数.不过，柯西条件的表述问题以及解的存 
在性和唯一性问题霈要在每一种具体情况下专门解决. 

如果有界的或无界的区域切具有边界兄则除了初始条件，还必须提出 
并使用边界上的一些专门条件才能得到确定的解这些条件称为边界条 
件. 边界条件可能具有各种各样的形式,它们是根据一些额外的物理思考提出的.下 
面列出边界条件的某些典型的和重要的实例. 

按照定义，当从介质一侧向边 界面& 靠近时，介质与它的边 

' 界& 有一个接触面，所以介质物质点在&上的位移和边界 

面&本身的位移应当通过接触面保持的条件关联起来.当介质的物质点不沿边界 
面&的切平面滑移时，介质物质点的位移矢量 ^ medium 将等于边界面上的点的位 
移矢量 boundary 

例如，当弹性体固定于一种给定类型的支架时，当外部物体进入可变形“固体” 
时，或者当黏性流体绕给定形状的固体流动时，以及在许多其他情况下，都能够应用 
上述条件. 

显然，这时在边界面&上成立条件 


切 medium —切 boundary ， ^medium —幻 boundary 


(1.3) 


如果边界&的运动是给定的，则在沿&没有滑移时，在此边界上成立条件（1.3)，其 
中位移矢量祕 b (5 undary W ， 《 2 , 5 3 , 0和速度矢 ffl t； boundary = ( 是拉格 
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朗曰坐标&《 2 ,《 3 , t 的己知函数.在可变形“固体”力学中经常出现这类条件.在 
黏性流体运动理论中也采用条件 (1.3), 它被称为无滑移条件. 

位移条件主要用于弹性力学，因为应变张量和应力张量可由位移计算.而在流体 
运动理论中，流体微元的位移并不真接包.含在运动方程中，其中包含的是速度分量, 
所以速度的边界条件 （1.3) 主要用于流体力学. 

显然，当运动连续时，如果位移条件成立，则速度条件 (1.3) 自动成立. 

如果 边界& 从某个初始位置移动到给定位置，则 w boiindaTy ( e , e , e , o ^ o ； 
如果最初发生移动的 边界& 此后保持静止，则速度 〃 bcmndaiy 在& 移动之后等 
于零. 

位移或速度的每个矢量条件 （1.3) 都等价于3个标量等式. 

初始条件和边界条件的数目取决于方程的阶数，所以边界条件及其数目对不同 
模型是不同的. 


^ 雌标醜导数贿-細，爾龍細獅-脈克斯方 
程含有速度分量对坐标的二阶偏导数.对于这两种情况，考虑速度边界条件 （1.3) 是 
自然的和方便的. 

然而，3个无滑移条件 （1.3) 对理想流体来说是太强的条件 .. 在壁面完全无滑移 
的条件下，欧拉方程的解是不存在的，所以必须允许理想流体微元能够在与外部固 
体或可变形体接触的边界上发生滑移. 


对于理想流体 ，& 上的条件 (1.3) 减弱为一个标量的绕流条件 

在 上以 n fluid = boundary ， 


( 1 . 4 ) 


式中 fluid ^ boundary 分别是流体微元和边界面的速度在&上的法向分量.条 
件 (1.4) 表示流体同给定边界面&保持接触，所以流体既不能通过边界面&流入 
物体内部，也不能离开边界面 

在理想流体与某些物体的边界面&上通常成立不等式 


r fluid 


\^ V T 


body 


(1.5) 


式中的角标 r 表示速度在边 界面& 上的切向分量.根据不等式 (1.5), 理想流体在 
运动方式给定的边 界面& 上是有滑移的. 

如果理想流体的运动是有势的 ， V = grad ^ 则条件 (1.4) 可以写为以下 形式： 


在 Si 上 v nfluid 


d(p 

dn 


boundary 


因此，根据绕流条件，在边界&上可以给出势函数^的法向导数的值.如果边界& 
静止，则条件 （1.4) 的形式为 


在 Si 上 fluid = 0 



或 
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在 A 上 


dip 

dn 



在给定的边界上，除了条件 （1.3) 或 （1.4), 对不同模型还可以提出许多其他条 
件.例如，在&上可以给出温度或热流.如果封闭方程组中的方程包含电磁场特征 
量,就可以在&上给出诸如矢 fi 丑， if 和 j 的条件. 

边界条件的表述应当以一般的间断面条件为基础，这些条件将在后面几节中进 
行讨论.不过,我们在这里先详细地研究一些适用面很广的、可以通过间断面条件表 
述的边界条件. 

. # 在许多问题中，连续介质连续运动区域的边界 S 或它的某一 部分灸 
^ 因为事先未知而应当在解决问题时求出.在未知边界&上通常给出 
外部载荷.在弹性力学和其他一些理论中，在边界面灸上可能已知面力密度 


Pn = Pnn ^ + Pnr T = /(从，4 (1.6) 

式中 Af 是边界面灸上的点.条件 （1.6) 给出& 上的3个关系式，这类边界条件 
在各种机器零件的实际工程计算中非常典型.在研究弹性波或地震波传播的问题时, 
可以考虑被称为自由面的曲面.在自由面上的应力能够简单地归结为沿法线 n 作用 
在该曲面上的大气压，于是得到条件 



(1.7) 


式中 Po 为大气压的值. 

形如 （1.6) 或 （1.7) 的边界条件也出现在黏性流体的运动问题中，这时流体的自 
由面是它与另外一种黏性流体或理想流体的接触面，而后者的所有运动特征量可以 
认为是已知的. * 


理想流体中的自由面 
条件 


在理想流体的运动问题中也经常考虑自由面.按照定义，理 
想流体条件总是表示 p n -r = 0, 所以条件 (1.7) 对于理想流 
体中的自由面归结为1个等式 


P = Po , 

式中 Po 为外部介质中的给定压强值.例如，虽然水面的扰动事先是未知的，但水面 
上的压强值可以取为大气压.在实际应用中还有这样的情况，这时自由面上给定的压 
强不等于大气压，例如，若封闭容器内盛有部分液体，则液体自由面上的压强可 
能是任意的. 

要想通过待求的速度分釐或位移分量确定边界&的运动和形状，还需要使用 
形如 （1.3) 的等式.这时应当注意，等式 （1.3) 只是把速度沿自由面&的法向分量联 
系起来，因为自由面的速度通常定义为自由面沿其法线移动的速度. 
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在一般情况下需要求解具有混合边界条件的问题，这时运动介质所占区域的部 
分边界是给定的外部静止壁面或由固定条件给出的壁面，部分边界是自由面.此外， 
还可能有部分边界具有其他形式的边界条件，这时仅仅给出部分边界，或者所给边界 
具有更复杂的边界条件，它们是待求函数之间的某些线性的或非线性的、普通的或 
微分形式的关系式.我们将在下面几节和本书第二卷中了解某些复杂的边界条件. 

我们在此仅仅指出把边界条件用某些形式表述出来的必要性并阐明其意义，后 
面将在流体力学、弹性力学和塑性力学中研究一些具体问题的表述和它们的解（见 
第二卷 )• 


§2. 在某些问题的提法中减少独立变量数目的典型简化方法 


在欧拉观点下，求解用来描述运动和其他物理过程的方程的数学问题归结为寻 
找 T 1 ， x 2 , 0： 3 , t 这4个变量的未知函数，例如速度、压强、温度、密度、电场强度和 
磁场强度等.为了解决这个在许多情况下非常困难的数学问题，需要引入一些与具 
体物理问题的提法有关的附加假设，以便在允许的范围内简化其数学提法. 


独立自变量的数目较大（这时是4个）使问题变得非常复杂.在许多问题中，保 
障成功解决问题的重要简化假设关系到如何减少独立自变量的数目，或者关系到这 
样的 假设： 待求函数对某些变量有完全确定的依赖关系，并且这些变量取自专门选 
取出来的具有个别形式的相应坐标系. 


显然 ， 尽管不是永远如此,但是在某些实际允许的情况下，所研究的那些 
^ 运动和许多过程在相应坐标系中可以认为是定常的在使用欧拉观点时， 

这使得独立变量的数目减少1个，因为时间 t 可以被去掉.定常运动不需要对时间 
t 的初始条件，因为在定常运动的所有方程中都没有对时间的偏导数，而这通常给数 
学问题的求解带来简化 .. 


如果能够选取这样的笛卡儿坐标系: r , y ， 使得所有连续介质微元的速 
度都平行于平面（: r ， 2/)，并且运动和状态的所有特征量都是 A y 这两个 
坐标的函数（还可能是时间 t 的函数)，则连续介质的这种运动称为平面运动.这时， 
介质微元的运动和状态不依赖于坐标 z ， 质平行于平面 （ z ， y ) 运动，并且在所有平 
行于平面 （ ir ， y ) 的平面中的运动都是相同的. 

平面运动假设仅在个别问题中才是可以接受的，例如，关于无穷长柱状翼型在 
流体中沿垂直于母线的方向运动的空气动力学问题，关于流体表面重力波的某些问 
题,等等.在许多弹性力学问题中可以采用平面运动假设.例如，在研究一根长的柱 
状梁在外载荷作用下的平衡问题时，如果梁的横截面受到在其平面上任意分布且静 
力学合力为零的外载荷的作用，并且该载荷不依赖于纵向坐标，而固定条件又不允 
许有纵向位移，我们就可以采用平面运动假设. 

平面运动有效解法的数学理论得到了深入的发展.即使待求场的平面假设在整 
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体上不成立，求解平面运动的数学理论也是许多近似方法的基础. 

認塁|流体的平面以是取二了函巨数大的成功，是 




( 2 . 1 ) 


对于调和函数 W ： T ， y ， <)，可以按照柯西一黎曼方程 


d^p 

dx 

定义共轭调和函数利 X ，仏0,即 


dtp dip 一 d(f 
dy’ dy dx 


(2.2) 


r\ r\ 

d 矽 (X ， y, t) = ~^dy- 


( 2 . 3 ) 


方程 （ 2 .1) 确保了 （ 2 . 3 ) 的可积条件.函数利 a :, % 0 称为流函数，因为按照 （2.3) 和 
流线方程，沿任何一条流线都有少= const ., * 

众所周知，根据柯西一黎曼方程 （2.2) 可以引入复变量 z = x + i 2 /的解析函数 

t) = tp(x, y ， y, t), 

式中 i = V ^ T . 复变量 z 的函数 w 称为复势 1 因此，.求速度势 Wa :， y ) 的问题可以 
归结为求复势的问题. * ' 

为了解决这个问题，可以采用一个强大的工具一复变函数论方法.用这种方 
法可以解决许多题，并进一步深入发展不可压缩流体的平面有势运动理论. 

对于定常的平面运动，只剩下1个独立的自变量——复变量 z = x + \ y . 这是整 
个理论的一个非常强的附加假设. 

在弹性力学中也发展出了基于复变函数论方法求解平面问题的一些类似方法， 
其形式更复杂一些（见第二卷第十一章). 

具有轴对称性的问题是一类重要问题.在轴对称问题中假设可以选取 
圆柱坐标系，使得待求函数的自变量仅为 r ， 2 和^而极角坐标#是 
无关紧要的.给出解的所有方程和公式在绕 z 轴旋转任意角度后保持不变. 

例如，许多旋转体的强度问题，诸如关于管道、容器和专用外壳等的问题，或者 
关于旋转体在流体中沿对称轴平动或绕对称轴转动的问题，以及其他许多问题,就是 
在连续介质轴对称运动理论的范围内进行研究的. 

平面运动和轴对称运动是只有2个几何坐标起重要作用的实例. 

只有1个几何坐标 r ? 起重要作用的运动或过程称为一维运动或 


一 维非定常运动 


一维 过程. 当时间 t 也重要时，上面的术语中就要再加上“非定 


1 〕 原书将函数 tz; 称作特征函数 (xapaKTepHCTHHecKafl (JjyHKUHfl). - 译注 


2 . 在某些问题的提法中减少独立变 fi 数目的典型简化方法 


柱面波运动 


常” 一词.可以证明 D ，位移方向垂直于坐标面7；二 const 的一维非定常流动只可能 
有以下3种情况. 

(1) 平面波运动.这时可以选取一个笛卡儿坐标系，使得重要的独立自 
变量仅为坐标^ (后面 可能使用记号 x = r ) 和时间 t 在这种运动中， 
所有运动特征量在平面 x = const (波的相平面）上都相同，即待求的运动和过程特 
征量对2/和 z 的所有导数都等于零. 

_ (2) 柱面波运动.这时可以选取一个圆柱坐标系，使得重要的独立自变 

量仅为到对称轴的距离 r 和时间 i . 在这种运动中，所有运动特征量在 
柱面 r = const (波的相曲面）上都相同，即待求量对 z 和极角 p 的所有导数都为零. 

(3) 球面波 运动. 这时可以选取一个圆球坐标系，使得重要的独立自变 
置仅为到对称中心的距离 7* 和时间在这种运动中，所有运动特征童 
在球面 r = const (波的相曲面）上都相同，即待求量对极角0和经度 A 的所有导数 
都等于零. 

许多重要的理论和应用问题是在一维运动的范围内进行研究的，例如光波和声 
波传播理论，爆炸波理论和爆轰理论. 

这样，上述简化可以减少1个、2个甚至3个独立的自变量（在一维定常运动中 
只有1个自变量 r 是重要的，而在零维非定常运动中只有1个自变量 （ 是重要的) .. 
自*在一些解中，只有独立自变量的某些组合是重要的，而这就相当于减 

少了待求函数自变量的数目这样的解具有重要意义，例如自相似运 
动.在自相似运动中，可以只引入3个重要的独立自变量 


球面波运动 


自相似运动 


玉 i I 


式中 a 为某个常数. 


在一维非定常自相似运动中，可以引‘入仅仅1个自变量 


A = 二 

t a 

来代替 r 和 t 这 2 个变量.显然，对 r 和 t 的偏微分方程这时变换为常微分方程，其 
中只有1个独立的自变量 A . 

我们将在后面看到，利用量纲分析可以从问题的提法出发直接证明待求函数具 
有自相似性.为此甚至不需要写出运动方程和边界条件，只要知道这些方程和边界 
条件所包含的参量和特征童 即可. 如果釆用这种方法，在某些情况下可以预先概括 
现象并使用上述简化提出问题，例如，可以把待求的解表示为自相似解.自相似性是 
一个解的很有价值的性质，因为单从偏微分方程化为常微分方程的理论来说，这已 
经是巨大的成就，它使问题的数值解能够用一些更简单的方法得出. 

拳 

參 

” 参见： Lipshcitz. Z. reine angew. Math. 1887, 100: 89. 还参见： JIk>6hmob T, A, O bo 3 mo»hlix 

Biuiax o^HOMepHMx HeycTaHOBMBrawxc 只 ABumemiPi BH3KOro ra3a. TeopeTHMecnafl rwjipoMexa- 

HHna: C6opnHK CTaTeii Nck 19, Bun. 7 . Mocnua: 06opoHrw3, 1956 - C- 132- 
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§3. 连续介质力学方程和问题的线性化 


非线性性质 


连续介质力学问题的连续介质力学的基本方程一般是非线性方程.连续介质力学 

问题之所以是非线性的，是因为待求函数一般以非线性的方 
式出现在方程和边界条件中.例如，在欧拉方程中含有乘积 

u 售 (在加速度的表达式中),而在可压缩介质的运动中，上述方程在密度和压强变 
化较大时还含有非线性项 n 

麦克斯韦方程对真空中的场是线性的；当电磁场与介质发生相互作用时，非线 
性会因为考虑复杂情况下的欧姆定律、极化定律和磁化定律而出现. 

基本方程的非线性还关系到许多特殊的物理效应，这些效应一般具有重大的应 
用价值.非线性给所关心的问题的数学研究方法和解决带来极大的困难 • 
w 在某些连续介质力学问题中，所研究的运动和过程是某些平 

或基本$动 衡 状态或基本运动的小扰动.例如，弹性体（各种机器和结构 

^ ^ 的零件）中的变形经常很小，应 变张置 的分量在笛卡儿坐标 

系中是无量纲的数,其量级不到百分之一.因此,无穷小变形的线性理论得到了大范 

围的推广.在线性理论中，小量的乘积均被忽略. 

在液体表面重力波理论中经常研究小振幅水 
波运动，这时自由面与静止时的水平面相差很小， 
物质点的绝对速度和相应位移值也很小. 

在空气动力学中经常研究各种各样的细长体 
(薄翼、导弹等）在空气中沿其基本尺度方向的运 
动（图 43 ).. 当飞行速度与细长体表面的夹角很小 
时，这种运动在空气主体中引起的扰动速度也很 
小，扰动速度正比于飞行速度与上述夹角的乘积. 
还可以列出许多类似的例子. 一 般而言，关 
于位移、速度、密度、压强、温度、电磁场特征量等待求函数的扰动值很小的上述结 
论并不严格，在流动区域中个别小的部位甚至是错误的.不过，在对应用重要的主要 

流动区域中，这些假设在许多情况下被证明是正确的. 

当然，也存在一些重要的情况,这时假设待求函数很小是完全不能接受的，必须 

考虑极为重要的非线性效应. 

如果假设待求函数很小是可以接受的，在连续介质力学问题的提法 
中就能够进行线性化，从而带来以下重要简化. 

(1) 因为只保留待求函数的一阶小量，所以所有的方程，包括动力学 
方程的线性化方程、诸如状态方程的附加关系式以及表示初始条件和边界条件的 

关系式等,都在忽略高于一阶的小量之后写为线性方程的形式. • 



问题的线性化 
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图 44. 边界条件的线性化 . （ a) 受分布力作用的底部固定的弹性柱 . （ b) 小振幅波理论 


边界条件的线性化 （2) 假设区域这的边界 S 相对于未变形区域爲的边界5 0 只 

有很小的变形，于是变形后的边界 S 上的条件可以沿知的法 
线方向转换为未变形边界^上的条件. 

因此,待求函数就是己知区域洗中的线性方程组的解,其边界条件也是已知边 
界面& 上的线性条件.在扰动的一阶近似边值问题的解求出之后，按照所得函数就 
可以确定发生变形的边界& 

例如，要想求出弹性体物质点的位移对坐标的函数，就要求解未变形状态所对 
应的区域中的线性方程，其边界条件是未变形边界上的线性 条件； 在求出位移之后 
即可计算出小应变，进而在一阶近似下确定发生变形的边界的形状.作为一个个别的 
例子，考虑底部固定的弹性柱在分布力作用下的小变形问题，此时边界条件可以通 
过弹性柱的未变形边界面&写出（图 44( a )). 

在小振幅液体表面重力波理论中，自由面 S 上的条件（压强不变条件）可以转 
换为液体静止时的水平液面&上的条件（图 44( b )). 在求出线性化的速度场后，按 
照速度在水平面&上的值可以计算出自由面上的点的位移，从而精确到到一阶小 
量求出波动自由面的形状. 

在线性空气动力学中，扰动气流所占据的复杂区域货的边界是薄翼表面，此边 
界可以替换为假设与薄芦形状接近的一块平板的外表面，而薄翼表面的绕流边界条 
件在只保留一阶小量的^件下可以转移到平板的不同侧面上.此后即可研究流体在 
无界空间中的运动，平板边界则表示为压强和速度的间断面.压强间断与薄翼作用 
于流体的外面力平衡,该面力在近似表述中是平板对流体的作用力.因此,薄翼对应 
着间 断面; 在研究具有速度间断面的无界流体的运动时，必须引入外面力. 

在问题的精确的非线性提法中，也可以通过引入间断面和作用于翼型表面的外 
面力的方法将翼型内部替换为流体. 

线性提法是弹性力学小变形理论的基础，该理论为工程问题中的大 M 计算方法 
奠定了基础. 

9 

在空气动力学中，除了线性理论，非线性理论也得到了广泛的发展，因为气流中 
的扰动在许多情况下不能认为是小: S . 

液体表面重力波理论、许多电动力学问题以及其他一些物理学领域是在问题的 
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线性提法范围内发展起来的.对于有限振幅的液体表面重力波，在待求的自由面上 
应当成立非线性边界条件，所以在这种复杂的数学理论中仅有不多的问题被研究过. 

线性微分方程具有一个极好的 性质：解具有 可加性， g 卩若干个特解之 
和也是方程的解.显然，非线性方程的特解之和不是方程的解.如果把 
特解组成有限和、级数或积分,就可以构造出线性连续介质力学方程的解,其中含有 
一些任意的函数和 常数； 适当选取这些函数和常数，即可满足所提问题中的初始条 
件和其他一些条件.下面用实例来说明这种方法. 


若在线性方程组中含有待求函数对时间 t 的偏导数，并且其系数不依赖于 t ， 
则以下形式的特解具有重要 价值： 


F = Real [ p ( a :, y , z , w ) e iu,< ] , (3.1) 

式中 i = v /=^ T ， 常数 . o ; = cji + io ；2 —般是复数， F 是待求函数.公式 （3.1) 给出了 
函数 P 的值对时间的依赖关系，复函数9化， z , 0；) 表征振幅和相位对空间点的 
分布. 

这些函数与“频率” o ; 有关.曲面 arg ( y ) = const 称为相曲面 .| g | = 0的曲面称 
沩 波节， M 取极大值的曲面称为波腹.振动 （3.1) 称为驻波.对于驻波振动，通常认 
为在区域这中有波节. 

在应用中通常研究相位在空间中的所有点都相同的驻波振动. 

在某些情况下，例如在边界 S 的一些点被固定时，边界条件归结为要求边界等 
同于 波节； 在其他一些情况下，自由面条件可能归结为要求边界各部分等同于波腹. 
一般而言，边界条件对频率 o ; 的可能取值是有限制的.如果 o ; = ^是实数，则待求 
函数对时间的依赖关系 （3.1) 是不同振幅的简谐振动，其相位对不同点和不同值一 
般会发生 移动. 当等式 (3.1) 成立时，问题化为求解函数 〆 : r ， ％ \ o ;) 和频率 o ;. 在 
( jJ 2 < 0时振幅增长,在 a ；2 > 0时振幅衰减 .. 

对于线性方程，利用傅里叶方法可以构造出更一般的通解，它们是由形如 （3.1) 
的驻波振动#加起来组成的，其中的 a ; 各不相同，并旦 a ; 在一些问题中取某些离散 
值,而在另一些问题中组成连续的集合. 

线性方程的另一类特解是不衰减的行波，其形式 如下： 

F ( x , y , z, k , uj, t ) = Real [ g ( x , y , z, a ;)^ (/cx_u,t) ], (3.2) 

I 

式中 A : 和 w 是实常数， p 是某个复函数.在一般情况下允许 o ; 和 A : 在某一范围内取 
值，并且量 A 能够通过 o ; 求出.解 （3.2) 对应着待求函数对坐标 z 和时间 f 的周期 
分布——具有各种相位的正弦波. 

函数 F 的固定值以速度 a = 0；作沿$轴传播，这就是行波,在所给情况下是正 
弦波，而量 a 称为波速. 

如果量 a 对不同 a ; 和 A ; 是不同的，即 a ( A :) / const , 波就会发生 色散: 不同波长 
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的波以不同波速传播. 

对于沿矢量 + 的方向传播的平面正弦行波，成立公式 

F = Real 

式中 A 是常数 ， r 是径矢 .、 此时，波速由公式 a = a ；/| x | 确定. 

在一般情况下，相曲面是平面的非正弦行妹解具有以下 形式： 

F = /(x. r — a;i). 


如果 X 和0；分别是常矢量和常数，则平面波沿矢量 X 的方向像刚体一样 传播; 如果 
X 和0；是物质微元状态的函数，则不同状态以不同速度传播，所以在/对坐标的关 
系图中，波的形状会发生变化. 

在某些个别情况下，可以利用专门选取的新的变量在不作任 
何近似的条件下把非线性方程变换为线性方程.这类线性化 
方法出现于气体的定常正压平面有势运动理论 D . 


利用特殊变量进行线 
性化 


§4. 强间断面条件 

连续介质力学中的间到目前为止,在引入基本概念和建立连续介质模型的相关方 
断面 程组时一直假设，我们给出的和需要求出的函数在介质所占 

区域切中应成立相应方程的那些点是连续的，并且具有所需 
阶数的连续导数.这个假设是一个非常强的限制条件，它在许多重要的实际应用中 
是不可接受的. 

其实，例如在研究由理想液体和浸没在其中的弹性体组成的系统的振动的时候， 
必须考虑运动的性质和特征量大不相同的两种连续介质之间的相互作用.在这两种 
介质的分界面上，诸如密度、速度、位移等状态和运动特征量可能根本就是坐标的 
间断函数. 

在研究液体和弹性体的连续运动的这个例子中，液体和弹性体的分界面可以视 
为间断面，并且必须在间断面上提出待求函数的一些专门的条件，其作用相当于一 
般事先未知的运动边界上的边界条件.我们在本章§1中介绍了一个类似的简单条 
件.在一般情况下，间断面上的这类条件可能具有更复杂的本质,例如当冰融化或水 
结冰时在冰与水的相互作用面上的条件，或者当火药在空气中燃烧时在空气与燃烧 
产物的相互作用面上的条件. 

^ PwMaH B. PacnpocTpaHeHMe bojih KOHe^iHo 货 aMnjinTy/uj. Com. MocKBa： rocTexM3AaT, 

9m 

1948 (Riemann B. Uber die Fortpflanzung ebener Luftwellen von endlicher Schwingungsweite. Gesam- 
raelte mathematisclie Werke. New York: Dover, 1963). Molenbrock P. Archiv Mathem. und Physik, 
Ser. 2 ， 1890, Vol. 9. ManJiurwH C. A* O ra30Btix CTpynx. Co6p. com.,, t. 2 . MocKBa: rocTex- 
M3AaT ， 1948. 
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第七章连续介质力学问题的提法 


除了间断面两侧的介质模型不同的情况，还必须考虑密度、速度、压强、熵等量 
的这样的间断面，其两侧的连续介质具有相同的模型（例如理想完全气体模型) .. 

在理想完全气体动力学的许多问题中和其他许多情况下，如果要求待求的解在 
介质所占区域货中对坐标连续，就会得出问题无解的结论.如果不再要求待求的解 
连续并假设它是分段光滑的，就可以在问题的相应提法下保证解的存在性和唯一性， 
并且所得间断解能够很好地与实际观察到的真实效应相对应. 

原来，间断面作为单独的曲面将运动区域划分为过程连续的一系列区域，而间 
断面两侧的运动和状态特征 M 应当满足某些普适关系式.我们在这里先给出推导这 
样的关系式的一些一般方法，然后再真正建立起这些关系式. 

下面推导间断面条件的基础是先假设间断面存在，至于在真体的解中是否真的 
存在间断面，这是一个专门的问题，它关系到所用模型的性质和所研究的具体问题 
的数学特性. 

为了简化问题并得出有效的解，在近似解法中同样可以¥虑间断解，即使连续 
解也是存在的. 


间断运动当作不同 
复杂模型中的连续运 
动的极限 


尽管在实践中经常考虑具有间断面的连续介质运动，而且这 
样的方法和间断解被证实是富有成效的，仍然普遍存在一种 
观点认为，在连续介质力学的范围内描述实际现象时可以只 


考虑连续运动，并且一般也应当只考虑连续运动.当连续解不 
存在或从某一时起不再存在时，为了得到连续解，必须使用另一个更复杂的模型， 
必须在运动方程中引入一些附加项和关系式，以便考虑区域切内部一些溥层中或区 
域边界上的耗散效应，这些效应是因为速度、温度、密度、压强等的分布具有极大的 


梯度而产生的. 


例如，可以举出这样一些实例，这时在理想完全气体模型的范围内对使用欧拉 
方程的问题辑法没有连縷解，但是在黏性气体的范围内从纳维一斯托克斯运动方程 
可以得出连续解,这个解的运动和状态参量在一些薄层中有极大变化. 


^ 复杂模型中的连续解对应着简单模型中的间断，所以对连续解的研究 

可以用来确定间断的结构 .. 解的存在性和唯一性，以及关于间断结构 
的问题的实际解决方法，都与复杂模型的引入方法有关.当待求函数的数目很大或 
者描述过程的非线性方程的数_很大时，关于间断结构的问题一般是一个困难的数 
学问题. 


放弃连续运动理论却采用间断解理论的基础是如下 假设： 在所给简单模型中得 
出的间断解，能够表示为同一个问题在一系列复杂模型中的连续解在复杂模型运动 
方程中的系数连续地趋于简化模型运动方程中的系数时的极限.例如，黏性气体的纳 
维一斯托克斯方程在黏度趋于零时转化为理想气体的欧拉方程. 

相应解的极限的存在性和唯一性问题是一个复杂的数学问题，因为实际通常不 
能有效地求出一系列这样的解. 


复杂模型是由复杂的高阶偏微分方程描述的，并且方程的高阶导数项的系数在 
上述极限过程中趋于零.例如，从黏性流体方程到理想流体方程的转化就是如此. 

为了从具有间断解的给定模型转换到具有连续解的复杂模型，可以通过不同方 
法引入复杂模型,可以采用各种耗散定律和非线性黏性模型，等等.由此产生的问题 
是： 极限过程是否独立于辅助的复杂模型的引入方法呢？ 

在一个固定模型的范围内，如果一些特别的方程组具有趋于 
给定间__续解序列，则上述问题_决会容易一些.对 
于某些雛偏微分方麵可能出现 这样膽 况不过，即使 
方程组是线性的，也并非总是如此.这是因为，即使连续运动 
是可逆的，具有间断的运动一般也是不可逆的，其特征是机械能的有限的损耗. 

例如，对于非线性的气体力学方程，在绝热过程中一般不存在这样的连续解序 
列，其极限趋于所研究的绝热不可逆间断解. 

# 还可以用以下方法得出极限过程下的间断运动和相应间断条 

12522 件._在—些薄层中的运 动是连 _，但是运动特征焉：的变 

化极大，就可以在所给擁组中引入恰当的外廳力、外部 

热流和其他形式的外部能量流，并研究一系列连续运动.然后 
取极限，使表征外部作用的特征量之和或者趋于零,或者根据所研究问题的含义（空 
气动力学中的升力面，薄层内发生燃烧或某种其他化学反应时的放热面，等等）使之 
具有与间断的性质有关的给定值. 

因此，根据给定模型的过程方程，或者根据“相近”模型的更复杂的方程组，或 
者利用人工引入的外部作用，每次再通过某些明确表述出来的或隐含的附加假设 ，一 
般可以作为连续运动的极限引入具有间断的运动，并得出间断条件. 

考虑下面这个不太寻常的问题.设-位客人正在举杯示意，他 
手中的酒杯中盛有加冰块的葡萄酒，于是酒杯、酒和漂浮在其表面的冰块就组成一 
个力学系统.在研究这个力学系统的运动问题时，把酒杯的表面以及冰与酒的分界面 
看作物质密度的间断面显然是合理的.这时，即使在连续介质理论的范围内进行非 
常细致的力学研究，也未必需要引入密度连续变化的一些薄层 v 尽管并不能完全排 
除类似的处理. 

对于这个例子和其他许多“对实际应用更重要的”情况（关于酒杯的问题可以 
替换为一个更加迫切的问题：关于火窬在太空中飞行时火箭燃料箱中的燃料和气体 
运动的问题)，只能从非常理论的观点来谈论连续解，并把连续解当作得到间断面上 
的各种判据和附加关系式的出发点，或者把连续解当作估计实际计算出来的间断解 


研究间断解的合理性 


的真实性和可用性的基础.我们已绎利用连续介质内部和边界上的间断面实际解决 
了一系列问题，但是假如我们仅仅停留在复杂理论的范围内，认为运动和状态的参量 
在一些薄层中剧烈但连续地变化，上述成功就无从谈起. 


第七章连续介质力学问题的提法 


积分定律对定义模型当基本物理方程表述为积分形式时，在本质上并不要求待求 
的作用 函数连续，所以不再需要上述类型的极限过程.在连续过程 

的情况下，物理定律的积分表述等价于微分表述，但在间断 
过程的情况下,积分表述是更一般的表述. 

对于给定的微分方程组，可以对介质的任意物质体写出各种积分关系式，并且 
当运动连续时,这些积分关系式是彼此等价的，也等价于该微分方程组.对于具有强 
间断面的运动，这样的积分关系式可能并不等价.积分定律对介质内部的连续过程 
和有强间断面的过程都成立，其选择关系到用来定义模型的附加的物理化孥假设，这 
些假设的可用性应当通过实验来检验. 

特别地，在积分关系式中一般必须扩展可逆或不可逆模型的范围，例如，要考虑 
间断面上额外的能量释放，物质点在穿过强间断面时的熵增，还要考虑表面电流或表 
面电荷的存在. . 


附加的间断条件 


对上述结果还必须补充一些关于强间断面稳定性的讨论.其实，尽 


J ' 管下面建立起来的包括熵增条件在内的所有间断面条件能够在某 
些强间断面上成立，但是仍然存在一些由于本身不稳定而不能实现的间断面.间断 
面的类型和描述间断面两侧连续运动的微分方程组的性质是导致不稳定性的原因. 

还需要注意的是，在使用物理上允许的间断（稳定并且满足力学和热力学的普 
适间断条件）时，为了保证唯一性和待求解真正对应实际情况，需要在间断面上建立 
具有物理本质的附加关系式. 

目前，在磁流体力学中 y 和复杂连续介质模型的一般数学理论中 2 )正在研究 
上述间断面稳定性条件和附加物理关系式.在完全气体模型的间断理论中没有出现 
这些问题. 


f 函数集 n 间断面上确定的熵增条件和其他一些附加条件，从问题的提 

法一般就可以自动得到间断解.为了构造出微分方程组的分 
段光滑解，可以利用相应积分关系式来推广这些方程，由此发展起来一种广义解理 
论，其研究对象是数学物理方程一般理论中的线性微分方程. 

如果物理学问题和力学问题是利用变分方程表述出来的，则由此也可以建立分 

” KyJiKKOBCKMH A* T.y J1k>6hmob r. A. O MarHMTorH^poAMHaMMMecKHx y^apHux BOJinax, 
MOHM3MpyiomHx ra3 - UAH CCCP ， 1959 ， 129(1): .52 一 55 (Kulikovskii A.G.，Lyubimov G. A. 
Gas-ionizing magnetohydrodynamic shock waves. Sov. Phys. DokL, 1960, 4: 1185). BapMHH A. A” 
KyjiMKOBCKHM A. T. 06 yAapnux BOJinax, HOHM3wpyiomHx ra3, HaxoA«mMftcH b aJieKTpoMar- 
hkthom nojie. ilAH CCCP ， 1968, 178(1) (Barmin A. A., Kulikovskii A. G- Shock waves of ionized 
gases in an electromagnetic field. Sov. Phys. Dokl” 1968 t 13: 4). * 

^KyjiHKOBCKHii A.r\ O noBepxHOCTflx pa3puBa, pa3Aejiinomwx M^eajiLHue cpe^u c pa- 

瓤 

3JIh^humh cBottcTBaMM: Bojihij peK0M6MIia4HH B MarHHTHoK m^pOAMHaMMKe. I1MM, 1968, 

# 

32(6): 1125 — 1131 (Kulikovskii A.G. Surfaces of discontinuity separating two perfect media of 
different properties. Recombination waves in magnetohydrodynamics. J. Appl. 、 Math. Mech. ， 1968, 
32(6): 1145—1152). 


要想在分段光滑函数集合上求解积分形式的方程,只要考虑 



§4. 强间断面条件 


•2 


段光滑解理论并使其得到自然的发展（见附录二，373页). 

^但函数对坐标和时间的某种导数在该曲面上发生间断，我们 
就把这个曲面称为弱间 断面； 若待求函数本身在一个曲面上发生间断，我们就把这 
个曲面称为强间 断面. 

我们将在下面研究强间断面条件.能够引入强间断面的几种情 况是： 间断面是 
给定的,其运动规律也以外部约束的形式 给定； 间断面可以视为给定的或待求的力和 
其他外部作用的 载体； 间断面是没有外部作用的待求曲面，其形状和运动事先未知， 
一 般应当在问题的求解过程中求出. 


间断面上的点的速度 


考虑一个运动的曲面 s ， 其方程的形式为 

f ( x , y , z , t ) = 0. 


(4.1) 


由于运动，曲面 S 在不同时刻 i 和 i + △〖分别位于不同位置 S 和 V (图 45) .在 
时刻在 5* 上取某一点 M ， 并假设在点 A / 对于 S 存在确定的法线 D .在曲面 S 上的 
点 M ， 令单位法线矢量 n 的方向与矢量 

胃的方向一致，其中的点 JV 是曲面 S ^ \ \ \^\ 

在点 M 的法线与 V 的交点.我们用条 \ 




f ( N y t ) > 0 


来定义函数 /( x ， 2/，之，幻的符号，所以 / 

n^~~ Tr 0 45. 用于定义间断面上的点的速度 

I grad /I 

曲面5在空间中移动，它在点 M 的移动速度是指通过以下极限定义的垂直于 S 的 
矢量切： • 

& = n lim (4.2) 

△t 一 0 v ’ 

如果曲面 S 的方程 (4.1) 是给定的，就容易计算 矢量贫 其实，用 


1 df 

| grad /| dx ’ 


n y 


1 df 

I grad /| dy ' 


n z 


1 df 
I grad /| dz 


表示单位矢量 n 的分量,可以写出 


/(x + MNn Xy y 七 MNriy , z + MNn z ^ t + At ) 


忽略髙阶小量，由此可得 


MN (M nx + % 


+ %m = q 


夂)•如果在 S 的每一点都可以单值地定义矢量 grad /, 对于 S 上的点就存在确定的法线.我们以 
后不考虑曲面 S 具有尖点和其他奇异性的情况. 


或 


第七章连续介质力学问题的提法 



M 7 V | grad /| + 学 = 0. 

at 


因此，由定义 (4.2) 得出 




1 


_ d£ 

| grad /| dt 


n. 


显然，如果方程 （4.1) 中的函数/与时间无关，则在曲面 
S 上的每一点 M 都有切== 0. 在变换到不同的运动坐标系时， 
移动速度矢量切依赖于坐标系的选取. 


图妨. 间断面5鋪 肝曲面$的每一点以指定其“固有”坐标系，艮 P 

闭曲面 s 的示意图 在给定时刻使点 M 的移动速度切等于零的参考系 / T . 这里 

' 的“固有” 一 词带有引号，因为我们在前面曾经把固有坐标系 
定义为使介渾中所研究的物质点的速度等于零的惯性系.在这种含义下，在速度间 
断面 S 的两侧可得不同的固有坐标系，因为介质物质点的速度在 S 的两侧一般是不 
同的. 


^ 现在开始建立强间断面 条件. 设介质的状态和运动特征暈在（具有 

^确定法线的）光滑曲面^上发生间断.取^上的（任意）某一点 M . 
因为所有力学方程、热力学方程、电动力学方程乃至一般的物理学方程在任何惯性 
坐标系中具有不变的形式，所以可以选取“固有”坐标系作为参考系来推导点 
M 的间断条件.在这个坐标系中，间断面的给定点在给定时刻的移动速度切的值等 
于零 ，& = 0. 


s 的某一部分，我们用 t 述方•法引入一个 
翻体 d ， 雛界是測_ s . 細麵 s 雛定部分的 
" 每一点，沿法线方向在 S 的两侧分别取长度为 / i /2 的线段， 

其中&是一个很小的不变的长度.在这一部分曲面的所有点都作出的这样的线段， 
其集合在给定时刻就组成了边界为 S 的相应控制体 V (图 46). 

现在，在所取参考系 iT 中考虑两个几 何体： 一个是上面定义的静止控制体 R 
另一个是与介质的物质点相关的运动的物质体并且这两个几何体在所研究的时 
刻 t 是相同的.在下一时刻 t + dt , 物质体相对于它在时刻6的形态 V 发生运动， 


间断面 S 也在控制体 K 内发生移动，但是所研究的点 M 的位置在无穷小时间 2) dt 
内保持不变，因为点 M 在参考系中的速度在时刻 t 等于零.根据定义，控制体 
V 在参考系 iT 中静止，而物 质体^ 一 般是运动的，并且只有在位于间断面 S 上 
的介质物质点相对于参考系静止时，物质体 V * 才是静止的. 


俄文 o 6 i,eM 一词在这里被译为控制体，其定义见17页的脚注.——译注 
2) 在狭义相对论中，时间的无穷小增量 dt 应取自参考系 / T , 而在牛顿力学中，增量出不依赖 
于惯性坐标系的选取.所有下面的讨论,包括对速度合成法则的应用，都是在牛顿力学的范围内进 
行的. 


由第二章公式 (8.10) 可知，对于任何可积的分段光滑函数 4(： r , % z ， 在参考 
系 W 中都成立以下等式： 




d 

dt 


/ 



Adr + / Av n da, 


式中％是介质物质点相对于的速度在 E 的外法线上的投影. 

如果控制体 V 在参考系中静止，其内部的间断面 S 也 
^则对控制体 v 的积分求导，可以写出 

物质体向间断面收缩 

时的极限’ T -± f f 

dt 


J 


A dr 


h ftl 


A * da , 


式中 A 为函数 4 在长度为 / i 并且垂直于间断面 S 的相应线段上的平均值. 

显然，如果间断面 S 静止，而 A 的值不显式地依赖于时间，则 J = 0. 在非定常 
运动的情况下，如果函数 A 在静止间断面 S 的两侧分别是有界的和连续的，并且它 
对坐标和时间的导数也同样是有界的和连续的（在 S 上可能有间断)，则量/是 f 的 
连续函数，它在量/ I 趋于零时也趋于零. 

参考系欠*的选取是由成立于点 M 的条件货= 0决定的，而间断面 S 上的相 
邻点的移动速度货一 0,所以间断面 S —般是 K 内部的运动曲面.对于间断面 S 在 
点 M 附近的微元，相邻点的移动速度切是无穷小的，所以当控制体 V 向点 M 收 
缩时，我们得到 


lim 士丢 I 

Aa dt J 

/t—►O y 


A dr 


式中 Aa 是间断面 S 上的向点 M 收缩的面微元. 

_ 

我们将用下标1表示间断面 S —侧的运动和状态特征量，用下标2表示另一侧 
的特征量，并按照这样的条件来给$两侧的编号，使得法线的方向悬从2指向 1. 

在 /I — 0, — 0时取极限，显然得 


Aa—^O E 


Av n da = Aiv n i - A 2 v n2 , 


式中和〃 n 2 是间断面 s 两侧介质物质点的速度在 S 的同一条正方向法线上的 
投影 • 

• 因此，我们有等式 


r 1 d 

lim --- 

/i— 0 Ad dt J 

△a—0 y 


Adr = Aiv nl - A 2 v n2 . 


(4.3) 


利用等式 （4.3)， 可以在参考系中写出物质介质强间断面上的所有普适的动 
力学条件和热力学条件.电磁场的间断面条件将在后面进行研究. 
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普适的力学方程和热为方便起见，我们在这里先写出前面得到的积分形式的基本 
力学方程 方程. 

1. 连续性方程（第三章方程 (1.2)) 

A J p dr = 0. (4.4) 

V 9 


2. 动量方程（第三章方程 (2.2)) 


d 

dt 



vp dr 





Fp dr + / p n da 



(4_5) 


v 


V 


E 


3. 动量矩方程（第三章方程 (3.3)) 


d 广 d 

— j r x vpdr -\- — / kpdr = / hpdr - / Q n dd -\- j rx Fpdr -\- I r x p n da . (4.6) 



V 


V 


V 


E 


V 


s 


4. 能量方程（第五章方程 (8.1)) 


d 

dt 


IO) 


dr 






pF • vdr + I p n • v da 一 I da + 


v 


v 


E 


E 





dt 


pdr ，(4.7) 


v 


式中 f 是通过边界面 S 的附加的外部能量流 ； 其中既包括热流，也包括热流之外的 
能量流（含面力偶的功 等)； dq ^ Jdt 是单位质量介质所接受的全部附加能量流，这 
是因为按质量分布的能量源在单位时间内释放能量造成的.附加能量流是相对于机 
械能流而言的，机械能流就是方程 (4.7) 右侧的前两项，它们等于动量方程中的宏观 
质量力和面力的功率. 

我们在这里和后面 A 考虑一些常用的模型，其中内能 (7 和熵 *5 是可按质量叠 
加的函数. 

5. 得自热力学第二定律的熵方程可以写为 


d5 

dt 




f) 


dr, 


dt 


^ 0. 


(4.8) 


对于可逆过程模型，在连续运动区域中有 df = 0. 然而，正如前面所指出的，在 
研究运动特征量发生强烈变化的强间断时，关于该现象可逆的假设与方程 (4.8) 所表 
示的热力学第二定律矛盾.在一般情况下，不能事先认为在介质物质点通过间断面 
时 dg ’ = 0. 

当 dq ^ 给定时，例如在绝热过程中，可以利用方程 (4.8) 来计算 （4.8) 右侧的体 
积分之和，该表达式在控制体 V 无限收缩时具有有限值. 
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现在，^们对包含有间断面 *5 的上述物质体应用方程 （4.4) 一(4.?)， 然后用 
S 的面微元 Act 除方程 （4.4) 一 (4.8) 的左右两侧，以便在间断面 S 上的点 M 使用公 


式 (4.3). 

外部作用在间断面上 
的面密度 


'我们将在以下假设下给出间断面条件. 

1. 对于沿 S 的面积分，所有被积函数在 I ：收缩至 S 时 
都具有有限值，但这些值在 S 的两侧一般是不同的. 


2.在 /I — 0时成立以下极限 等式: 




v-\- p 


dg 


mass 


dt 


dr 



Wda, 


s 




式中丑， M 和 W 是介质的相应外力、外力矩和外部能量流在 S 上的面密度，量 Q 
则给出外部热流所导致的熵变化和穿过间断这种不可逆过程所导致的熵增在 S 上 
的面密度. 

显然，如果 pF , p / i 和 pF . v -^ pdq ^ Jdt 在控制体 F 内是有限的，则 


R = 0, M = 0, 1^ = 0. (4.9) 

这些等式成立的情况 包括： 外质量力是 重力； 在研宄相对运动时，外质量力是惯性 
力； 一般对于任何连续的质量力场，例如当电磁场在间断面 S 上连续时,作用于介质 
的有质动力、有质动力矩和电磁场所导致的能量流（见第六章方程 (5.16), (5.36) ^ 
(5.21)). 

如果曲面^不但是力学特征量的间断面,而且是电磁场特征量的间断面，则量 
只和 W 在这种重要的情况下一般不为零.我们将在下一节中给出只和 W 通过矢 
量£；，//， B ， D 的分量在间断面 S 的两侧的值表达的公式. 

对于用来模拟机翼升力面的间断，或者用来模拟产生推力的螺旋桨致动盘的间 
断，外部作用只, W 甚至 M 也可能不等于零. 

在空气动力学和爆炸 S 论 中，. 以及在其他许多情况下，在气流内部会产生间断， 
这时在间断面上成立等式 K = 0, M = 0, W = 0 ( 但0关 0). 因此,表示外部作用在 
间断面上为零的等式是在连续介质力学的这些应用中使用的一种典型的条件. 
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“固有”参考系中的根据质量守恒定律，由等式（ 4 .3)得 

间断面条件 

Pl^nl = p2 V Tt2 y 

由动量方程得 

丑 + PrU — Pl ^ l^nl = Pr »2 一 P 2 V 2 Vn 2, 

由动量矩方程和 (4.11) U 


(4.10) 

(4.11) 



在绝热过程中 （扣⑷ = 0)，量 Q (在 Pl v nl = p 2 v n 2 笋0时）一般而言不等于零.由于 
不可逆性, d (/ >0,所以 

D = Pi ^ n i (5 i - s 2 ) > 0. (4.15) 


在绝热过程中，等式 （4.14) 可以视为量 Q 的定义，这个量对于实际能够实现的过程 
应当是非负的. 

在所得关系式 （4.11) 一 (4.13) 中，如果所有相应的量在间断面上的取值给定或者 
可以在解题过程中求出，就能够利用这些关系式来计算外部作用丑， M 和 

门断的碰碎 ( 4 - 9 ) ^ 

_酬断不可能是任意的初始值可以任意给出，它们可能并不满 
足关系式 （4.10) — (4.14). 这就表示,初始间断在以后的时刻不可能存在，该间断一般 
将破碎成若干个间断，其中既可能有强间断，也可能有弱间断.在2个或多个间断发 
生碰撞时会出现类似的情况.我们在这里不打算研究任意间断面的破碎问题，尽管 
这个问题对应用颇为重要. 

对于静止的间断，例如介质定常运动的情况，条件 （4.10) — (4.15) 的形式很便于 
实际应用. 


任意参考系中的间断 
面条件 


对于非定常运动，间断面在不同坐标系中能够具有大小和方 
向各异的移动速度切，所以要给出上述关系式在任何参考系 
中的形式，这些参考系与间断面任何点的运动无关.为了在同 


一个坐标系中在间断面 S 的各个点得到这样的一般条件，只要在所有方程中把相对 


于参考系 P 的运动速度矢量 V 替换为相对于固定坐标系欠的速度矢量 t ; = 


( v * = V —货) 即可. 
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相应条件在使用质量守恒方程和动量方程之后可以写为以下 形式: 


Pxi^-Vnx) = p 2 (^-V n 2)j 

丑 + Pnl + Vnl ) = P n2 ^ P 2 V 2 (这一 V „2)， 


^1 •+ Pnl ' v l - Qnl + M 这 - 幻 nl) 



+ U X 


Pn 2 ' V 2 


Qn 2 + P2 ( 货 _ v n 2)( 夸 + "2) ， 


Pl(”nl — ^){S1 - S 2 ) = 


(4.16) 

(4.17) 


(4.18) 

(4.19) 


其中 (4.18) 中的量 W ^ v ) 等于 W { v *)^ R ^. 在间断面上的这些关系式成立于任 
何（惯性或非惯性）坐标系和间断面上的所有点. 

动量矩条件没有写出，因为后面只研究这样一些模型，其中对运动区域的所有 

点都成立 

% 


• A 4 = 0， Q n = 0， Aj = 0. 

■ 

间断面相对于介质的容易看出，速度货-和货 - W 2 可以视为间断面相对于 
移动速度 间断面不同侧的介质物质点的移动速度. 

, . ,_如果货 - = 0且货 - U n 2 = 0,则介质微元不会从间断面的一侧运动 
^到另一侧，而= 〜 2 . 这时，速度的切向分量在间断面两侧发生间断 
一般而言是可能的，并且密度的间断 ( Pl ^ P 2 ) 可以是任意的.这样的间断称为切向 
间断.对于切向间断:条件 （4.17) — (4.19) 的形式为 

R = Pn2-Pnly 

^1 = Qn \ - Qn 2 - Pnl - + Pn 2 - V 2, (4.20) 

Q = 0. 


因此，切向间断面微元上的应力在丑= 0时是连续的，而应力与（相对于间断面 
的）切向速度的标积（应力的相应功率）之差在 W = 0时等于通过间断面的能量流 
^^差.对于理想流体，条件 （4.20) 在 H = 0 和 W = 0 时归结为压强和能量流矢量的 
法向分量在切向间断面上连续的条件,例如，在两种不同介质的接触面上就满足这些 
条件 • 

^ 一侧，其状态和运动的特征量随之发生突跃.不难证明，差值 

W 2 m (/ 0) 既不依赖于参考系的选取，也不依赖于 S 两侧的编号方法.其实，编 
号的改变只会导致法线方向的改变，从而调换速度的法向分量并改变其符号. 

现在，我们这样为间断面 S 的两侧编号，使得介质从编号为1的一侧穿过 S 运 
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动到编号为2的一侧 1〉 .如果使用这样的参考系，使^ = 0,则此时在该坐标系中显 
然成立^ > 0. 在这种研究方法中，间断面 S 在由下标1表示的静止介质中 
移动. 

显然，如果 W 2 - M > 0,则在我们的情况下> 0,间断面 S 之后的介质冲 
向间断面之前的静止介质.如果质量守恒定律 （4.16) 在间断面上成立，则对于这样 
的间断面 p 2 > Pl ， 即间断面之后的介质的密度增加.满足 Vn2 -^ nl >0的间断运动 
称为突跃压缩 (激波). 

如果〜 2 m < 0,则在间断之后的介质相对于 S 的法向速度方向与间断在静 
止介质中的移动速度方向相反，所以在间断之后的介质中发生膨胀，即 p 2 < ^.这 
样的间断运动称为突跃膨胀. 

为了在连续运动区域求解微分方程，可以利用本节建立起来的间断面条件得出 
相应的边界条件. 

在许多情况下，可以给出介质微元在间断面一侧的性质、运动和状态，而另一侧 
的相应特征量就应当满足上述关系式.例如，用这种方法可以得到液体自由面和固 
体边界上的边界条件，以及类似情况下的边界条件. 

§5. 电磁场中的强间断 4 


考虑与物质介质发生相互作用的电磁场，并假设在电磁场中有间断面&为了 
建立电磁场特征量在间断面 S 两侧的值所应当满足的关系式，我们将从积分形式的 
麦克斯韦方程出发，并把这些方程推广到在电磁场中有间断面的情况. 

首先写出这些方程（见第六章 （5.4), (5.5)) 以便研究.在任何惯性系中有 

B n dcr = 0, J D n da = 47r J p e dr, (5.1) 

e v 


还有这些方程的推论 



电荷守恒定律 



■(5.2) 


(5-3) 


式中 K 是静止控制体，其表面为 S , 而^是静止的封闭曲面，其边界为义. 

设 M 是间断面$上的某一点，是使间断面 S 在点 M 的移动速度货为零 
的惯性坐标系（图47)，即点 M 的“固有”坐标系.在坐标系 K •中，点 A / 在间断面 
5上的邻近点的移动速度不等于零.我们将认为方程 （5.1) 和 (5.2) 是在坐标系 


D 照此约定，编号为1的一侧称为间断面的前侧，另一侧称为间断面的后侧.所以，物质点总是 
从前侧穿过间断面，而间断面的法线正方向总是指向间断面的前方:——译注 
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控制体 F 
控制面2 
围线 C 



控制面2 
围线父 


图 47. 用于推导间断面条件的积分域示意图 


中写出的.在方程 （5.1) 和 （5.3) 中，我们采用 §4 中的方法定义控制体 V 和控制面 
通过 *9 在点 M 的法向矢量 n 和任意切向矢量 r 作平面，该平面与控制体 I /和 
控制面 S 的截面和截线分别取作方程 （5.2) 中的控制面心和围线义.依条件，矢 
量 n，r 和控制面 E 的法向矢量 n * 组成右手系，即 n * = n x r . 

考虑间断面乂矢量 f /， B ， 五,£>在其两侧有界并且连续，但在穿过 S 
时可能发生间断.至于 电荷乂 和电流太我们假设在间断面^上可能 
分布有面电荷7和面电流 i (该矢量位于间断面5 1 的切平面内)，它们在点 M 的定 
义是利用以下极限给 出的： 


v^M Aa J 

p e dr : 

= 7( M ), 

(5.4) 

V^hAa 




化, / 

A <7—♦ A / A <7 J 

j T da 

= 利， 

(5.5) 


九 ―0 Ei^Acr 


式中 Act — M 表示曲面 S 或5^的面微元收缩至点 M ， 乂为电流在点 M 的体积 
密度矢 fi 在 S 上的切向分矢量. 

利用 §4 中的方法以及 （5.4), 我们从方程 （5.1) 和 (5.3) 得出 


• B nX - B n2 = 0 , D n i - D n2 = 4 tt 7 , 

dWi + jnl - jn , = -^=^., 

式中 G 是间断面度规的行列式： 

divi= lim / i n dl = Vii 1 + 
C-*m Act J 

c 


(5-6) 

(5.7) 


C 是间断面 S 上收缩至点 M 的封闭围线，是矢量 i 在围线 C 上的法向分量 ， Aa 
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是间断面 S 被围线 (7 截取的面微元， divi 是矢量 i 在间断面 S 上的坐标系中的二 
维散度， i 1 和 i 2 是矢量 i 的分量，％表示该坐标系中的协变微分. 

如果在 /I — 0和围线之收缩至时取极限，利用类似的方法从方程 (5.2) 
和定义 （5.5) 得出 


E t \ - E T 2 = 0, (5.8) 

47 T 

H r i — H T 2 = 一 i • (n x r ). 

显然，最后一个等式在矢量形式下可以写为 . 

H rl - H t2 = —(i x n ), (5.9) 

式中 if T i 和 / f r 2 是矢量 / f 在点 M 在 S 上的法向分矢量. 

电磁场特征量的条件 （5.6) — (5.9) 组成了一组封闭的间断面关系式，其中考虑了 
极化、磁化和电流.这些条件是在点 M 的“固有”惯性系中写出的，所以间断 
面在点 M 的移动速度 ^ = 0. 

如果参考系以速度切相对于一个固定的“静.止”惯性参考系 K 运动，则 
根据从到 K 的一般变换公式一洛伦兹变换，在参考系尺中可以把条件 (5.6), 
(5.8) 和 (5.9) 改写为 


ffni - B n2 = 0, D n i - D n2 = 4tt7 


Erl — E T 2 = -[(Bi — B 2 ) X @\ 


Hrl- H t2 + - [(D X - D 2 ) X 





这 2 

y x n ), 


式中 n 和 T 分别表示间断面 S 的法向和切向，速度货是在参考系 K 中计算的，其 
方向垂直于父而量和矢量 p 定义于固有坐标系.在忽略级 2 / c 2 量级的量并且 
7 = 7•，纟= P 时,公式 (5.7) .的形式不变 * 

舞 现在，我们来考虑有质动力在电磁场特征量间断面 S 上的面 

密赦 : a k 触翻公式，職进 人介翻 能量流在该间断 
面上的面密度 w 的公式.由定义,在笛卡儿坐标系中对体积 
力有 n 


介质的能量流在间断 
面上的面密度 


pF a = V fc 5 a 


ds^ 1 dS^ 2 ^ 5 a3 dS aA 


dx^ dx 2 


dx ^ 


dt 


1 , 2 , 3 , 


(5-10) 


一 F 4 = V fc 5 4 fc 


dS：} dS'J dS2 dS.J 


(5.11) 


dx l dx 2 dx 3 dt 

式中义 fc 为能量动量张量的分量.在 S 上的给定点 M 的固有参考系 W 中，在等式 

0这里是四维质量力的空间分量或三维质量力的分量.在第六章公式 （5.12) 中给出了体积 
力的分量. 
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(5.10) 和 (5.11) 的两侧都乘以静止控制体 K (见图 47) 的体微元 dr = drMo ^ da : 3 , 
然后对控制体 k 积分，应用奥一高定理后得出 



pF Q dr 




5、 d 卜去 


V 


E 


J S q4 dr , ci 




1，2, 3 


(5.12) 


v 



F 4 dr =- J S 4 %da - ^ ^ 5 4 f dr , 


(5.13) 


v 


E 




式中是 S 的单位法向矢量 n 在三维笛卡儿坐标系中的分量. 

我们来应用能量动童张量的分量少的闵可夫斯基公式（第六章 (5.11)) 


S ik 


4丌 


J.H 


mk 


1 

4 


9 ik F mn H 


S ik 的矩阵形式可以写为 


(护）= 


^11 5 12 5 13 04 、 

^21 g22 ^23 ^24 

^31 s 32 S 33 S 34 
\ s 41 S 42 5 43 5 44 


如果应用第六章中的矩阵（心）和 ( H ^) 的定义（ 5 .(5)和（ 5 . 7 )，以及（还参见 (5-34)) 


( F m \) = ( F mj ^) 


0 - B 3 . B 2 E l / c \ 


b 3 

一 B 2 


0 

B 1 


- B 1 

0 


\ cE \ CE2 cEs 


Eijc 

Es/c 

0 


则在笛卡儿坐标系中得到把张量的分量通过矢量五， K ， 丑， D 的分量表示出来 
的以下表达式： 


s a0 


An 


E a D ^ H a B 0 + ^ g a0 {B H + E D ) 


，0 = 1，2, 3， (5.14) 


式中已经考 虑到，在三 维笛卡儿坐标 系中仏 =五' = 


5 a 4 e , 


e 


b {DxB) ^ S%e a = ±(DxB) 
~tc {ExH ^ S 4 -e a = ^(ExH) 


(5.15) 

(5 J 6) 


Q • 4 
O 4 . 


8 ?T 


( ExD^H xB ); 


这里 e a 是三维坐标系的基矢量. 
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W = - —( 五 2 X 丑 2 — 五 1 X /fj ) • 71 ， 

47T 

毳 

式中 n a = ~ 9 a ^ n 0 是三维矢量 n 的逆变分量.这些表达式可以代入物质介质的间 
断关系式 (4.10)-(4.13). 因为第六章公式 (5.36) 表明，有质动力矩的体积密度甚至 
^ E , D , B, H 有间断时也是有界的，所以在有质动力矩的体积密度发生间断的条 
件下，其面密度显然为零.有质动力可以通过五， D， //， B 的梯度表示，所以有质动 
力可能出现在强间断面条件中. 


§6. 可压缩理想介质中的间断面 

现在，我们来更加详细地研究可压缩理想介质中的强间断面条件（以及由此得 
出的推论).可压缩理想介质模型是在第四章§1中引入的，根据那里给出的定义，该 
介质的内应力只可能是压力 p n = - pn . 此外，在这一节中我们只考虑这样的情况， 
这时在间断面上没有任何以面密度为特征量的与给定介质的外部相互作用，即认为 
丑= 0, W = 0. 我们还认为在间断面上 < = 0,例如，介质的热传导性质在间断面上 
不予考虑. 


我们再一次强调，在公式 (5.14), (5.15) .和 （5.16) 中，张量的分量和‘是在四维 
坐标系中定义的，其中 D 

I 

ds 2 = g { j dx l da^ = •—(dx 1 ) 2 — (dx 2 ) 2 — (dr 3 ) 2 + c 2 dt 2 

如果把这里写出的公式同其他某些书中的公式进行对比，就需要注意这一点，因为 
其他书中可能使用另外一些方法来定义 . • 

因此， （5.12) 和 （5.13) 中的被积函数可以通过丑， i/， B， £> 表示， 而依照假设, 
这些矢量在 *9 上和在控制体 K 中都是有界的.当相应控制体和控制面向间断面 S 
上的点 M 收缩时，按照 §4 中给出的方法对等式 （5.12) 和 （5.13) 取极限，得 

[Sh ( 俨％， （ 5.17) 

W - (5.18) 

在点 M 取参考系根据公式 （5.14) 和 （5.16)， 从公式 （5.17) 和 （5.18) 得出把 
和 W 在中通过£7, /f , B， £>的表 达式： 


X)/ V)/ 

Q D 


+ 


+ 


/—\ /—\ 


cf Bn 

a a 
i/i/ 
++ 

A,n_n 

a. a 

E 五 


l47rll47r 
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静止间断面上的条件在研究介质相对于“固有”坐标系的运动时，对间断面的 

给定面微元可以写出条件 （4.10) 

Pl^nl = P2 v n2 - ( 6 . 1 ) 

我们将进一步认为，速度对 s 的法向分量/ 0,所以介质微元会穿过间断面，从 
其一侧运动到另一侧.那么，对于理想^，从 (4.11) 得出 

幻 rl = ” t 2， （6-2) 

式中是 t ; 在点 M 对 S 的切向分速度. 

取动量方程 (4.11) 在 S 法向的投影，利用 （6.1) 和 （6.2) 得 


Pi v h +Pi = +P2- (6-3) 

利用 （6.1) 和 （6.2) 还可以把能量方程 (4.13) 的形式变为 

+ % + ~ = ^2 + % (6.4) 

2/^1 2 p 2 

最后，熵间断方程 (4.14) 在利用 （6.1) 后给出 


PlV n i(Si - 8 2 ) = 


(6-5) 


应当注意，关系式 （6.1) — (6.5) 中的速度是相对于坐标系而言的，间断面的点 Af 
在这个坐标系中的速度等于零. 


对于具有静止间断面的定常运动，可以认为就是基本的“静止”参考系. 

从 (6.1) 可见，_和 v n2 具有相同的符号.如果引入参考系 
K , 使得间断面之前的速度等于零，并且氣=货 > 0,则在参 
考系 K 中也可以使用间断面关系式(6.1)-(6.5),只要令 


间断沿介质微元传播 


Vnl =-货， Vn 2 = — 货， V T \ = V r2 = 0, 

式中 一 Vnl 是下标2所对应的一侧介质相对于参考系 K 的速度在 S 上的 
法向分量.这时，量货可以视为间断面沿编号为1的一侧的介质诸微元传播的速度. 
我们以后将使用这样定义出来的量切,而为了简化公式，我们引入质量体积 V = 1 /p 
来代替密度 P . • 

容易看出，关系式 （6.1) 和 （6.3) 等价于以下 等式： ' 

- v " 2 = V2 ， -^ni ^ ^ (6.6) 

Vn 2 - Vnl = V n = ^ ^1 - — ±\ f { j ) 2 - Pi )(^1 - (6.7) 

D 参考系 K 中的间断面条件也可以直接从任意参考系中的间断面条件(4.16)-(4.19)推导出来. 
—译注 
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因为货 > 0, 所以 （6.7) 中的正号对应巧< p 2 , 而负号对应巧> p 2 . 如果在 （6.4) 中 
消去速度，得 

U 2 -U x = i(p 2 +P l ){Vi-V 2 ). (6.8) 


由 (6.6) 可见，如果 Vi > K 2 , 即 p 2 > 〜则必有 p 2 > 外；相反，如果 p 2 < /^，则 

礞 


P2 〈 Pi. 

突跃压缩和突跃膨胀 


满足不等式 


Vn > 0, p 2 > p 1 , p 2 > p x (6.9) 


的间断称为突跃压缩（激波)，满足不等式 


<0， P2 〈 P\ 、 P2 < Pi (6.10) 

的间断称为突跃膨胀•在 （6.9) 或 (6.10) 中的3个不等式中，只要有1个不等式成 
立，就可以得出另外2个也成立. 

性质 （6.9) 和 （6.10) 具有普遍性.当间断面上没有作用于介质的外面力和外质 
量流时，这些性质只是质量守恒定律和动量方程的推论. 

. ^关系式 （6.8) 不包含速度，在任何参考系中都成立,所以便于研究密度和 

压强在介质微元穿过间断时如何变化.如果给定密度突跃，则在某些重 
要情况下可以从 （6.8) 计算压强突跃，此后可以从等式 （6.6) 和 （6.7) 计算相应速度. 

在一般情况下，均匀理想物质介质的内能是质量体积 V (密度 p ), 压强 p 和某 
些其它参量的函数，这些参量给出介质的物理性质和化学性质.一般情况下的物理 
参量还可能是描述极化和磁化的矢量，这些参董在间断面两侧可能发生突跃式的变 
化.例如，在研究燃烧前锋、爆轰前锋和电磁波各种前锋的传播等现象时，我们都会 
遇到上述情况. 

以完全气体为例，我们有 

U^c v T-^U 0 = ° v g + C/ 0 , 

c p~ c v P 

式中 c p 和 c v 是质量热容，对于给定气体是常量.气体在穿过间断面后在组成上 
可能发生变化，所以 c p , 9和％可能发生间断.如果气体是完全气体混合物，则 



式中内“是气体混合物中第 i 个组元的质量 分数. 在穿过间断面时，比值 Pi / P 可能 
发生间断，而为了确定这些间断,必须使用一些附加的物理化学定律和假设.当混合 
物的温度升高时，可以研究燃烧（完全燃烧或非完全燃烧)，可以考虑离解或电离等 
现象 



§6. 可压缩理想介质中的间断面 


如果介质的物理化学性质在介质微元穿过 
间断时不变，只有密度 P 和压强 P 发生变化，则 


关系式 （6.8) 在朽和化固定时给出了间断之 
后的压强值 p 2 和密度值 p 2 之间的联系. 


于戈尼奥绝热线 


如果把状态 p } V = l / p 通过 
作图的方式用平面 b ， 10上 


的点表示出来，则对于给定的 Pl ， 等式 (6.8) 


在该平面上定义了一条曲线.这条曲线称为于 


戈尼奥绝热线（图 48). 



图 48 . 于戈尼奥绝热线 


间断面之前的状态所对应的点 h 位于于戈尼奥绝热线上的条件是 


U 2 {Pu W — 叫〜 Vr) = 0, (6.11) 


即函数 U 2 ( Pl V ) 等于函数 V ).除了 p 和 K ， 如果内能所可能依赖的所有其 
它参量和常量在气体穿过间断面时保持不变，则等式 (6.11) 能够成立.如果在气体 
中有不可逆的化学反应或者其他某些过程，则等式 (6.11) 可能不成立，这时点 Pl , VI 
可能不属于于戈尼奥绝热线 

我们来考虑满足等式 (6.11) 的间断.显然，当 Pl ， U 给定时，为了计算于戈尼奥 
绝热线上的点 p 2 , 只要给出1个量就足够了,这个量是 

P 2 ， 或化=長，或 tana =费三贵= 昏 （6.12) 

角 a 确定了于戈尼奥绝热线的一条割线的斜率，该割线对应间断面前面的状态1和 
后面的状态 2. 显然，角 a 表征间断面沿处于状态1的介质微元传播的速度货. 


焼沿于 戈尼奥绝热线 
的变化 


现在计算熵 s 沿于戈尼奥绝热线的变化.为此，取同在于戈 
尼奥绝热线上的某一固定状态 Pl , %和任意状态 P ， V ，并考 
虑这两个状态之间的具有热流的某一可逆过程，该过程满足 


T ds = dU +pdK (6.13) 

从 （6.8) 可得 dl / 的表达式，将其带入 （6.13); 在 Pl ， ％固定时，经过简单的变换得出 

Tds = 备 (M 一 V)d(p — Pl ) 一 

利用（6.12)，我们有 

Tds = dtana = Pl ) 2 d ^. (6.14) 

关于于戈尼奥绝热线理论，在许多专著中有更全面的论述， 例如： Ce^oB JI.H. DiioCKPie aa- 

rHApo^iiHaMPiKM h aapoawHaMHKM. MocKsa: rocTexH3Aar, 1950; 2-e H3A- MoCKea: 
Hayna, 1966; 3-e MocKBa: Hayna, 1980 ( 俄文第一 ^ 版的英译本 ： Sedov L. I. Two-Dimensional 
Problems in Hydrodynamics and Aerodynamics. New York: Wiley, 1965)• 
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熵在压强间断很小时 
沿于戈尼奥绝热线的 
变化 


沿于戈尼奥绝热线有 


tana 


V-Vx 

P-Pi 




! 1 fd 2 V\ 


K^\ =pl dp+0(p ~ pl)dp 


式中 0 (p - Pi ) 是 p - 巧的同阶 小量. 根据这个等式，从 （6.14) 得 


Tds 


ijP-Pi) 


2fd 2 V 


dp 2 


dp^(p- Pi ) 2 0 (p - pO dp. 


(6.15) 


由此可知， 当 pi 很小时成立等式 


T*As 


12 


(P —Pi) 


sf^V 

Wp 2 


+ (P-Pl) 3 的髙阶小量， 


(6.16) 


p=Pi 


式中： r 是温度在积分区间的某个平均值•从 (6.16) 可见，当压强间断 P - Pl 很小 
时，气体穿过间断时的熵变化是 ( p - Pi ) 3 阶小暈. 

在连续的绝热运动中，熵在气体微元状态变化时保持不变，即 


泊松绝热线 


52 ( P , V) - Si(p u Vi ) = As 


(6.17) 


当 P l5 Vx 给定时，方程 (6.17) 确定了 p 与 V 之间的关系.我们知道， （ p ， V )平面上 
经过‘点 Pl ， H 的相应曲线称为泊松绝热线. 


泊松绝热线与于戈尼 
奥绝热线在点 Pl ，R 
二阶相切 


根据 （6.17) 和 (6.16), 当差值 p - 巧很小时，泊松绝热线方程 
可以写为 


V — Vi = f(p 一 pi，s = const), 


(6.18) 


于戈尼奥绝热线方程可以写为 


V -Vi = f(p-p u s = const ) + k(p - p x ) 3 + • • • , (6.19) 

式中的系数只依赖于 R 和 Pl . 因此，这两条绝热线在点 Pl ， ％附近是互相接近 
的曲线（图 49). 

从 （6.18) 和 （6.19) 可见，这两条绝热线在点 Pl , R 具有相同的切线和相同的曲 
率，即 



显然，质量体积 V 沿泊松绝热线对 p 的全导数就是相应状态方程中的函数幻 
对 P 的偏导数，其中 p 和 s 是独立变童. 


6 . 可压缩理想介质中的间断面 


(f)，> 


0 


(fV 


/、) 


::、•尸 


〜 P 


⑻ 


⑼. 


图 49. 泊松绝热线 （ P ) 和于戈尼奥绝热线 （//) 在 ( d 2 V / dp 2 )s > 0时的相互位置 


无穷小间断以声速沿我们从 (6.6) 和 (6.20) 容易得出,对于无穷小间断，在 p 2 — Pl 
介质微元传播 和 R R 时成立等式 


% — 2 (黑 


量 




称为声速.显然，无穷小扰动——无穷小间断一以声速沿介质微元传播，即 


于戈尼奥绝热线和泊 
松绝热线在点 Pl ， ％ 
的相互位置 


对于通常的介质成立不等式 


d 2 v 

dp 2 


> 0 , 


(f) 


>0 


例如，对于完全气体（见第五章 （7.7) 和 （4.3)) 有 


7一1 


c vTo 


Po 


/ 5 — 5 n \ 7 ^ pV 

exp -- + const, = c v T + const = - - 

\ ； 7-1 


+ const (6.22) 


和 




exp 


s o 


c v 


Po 

p 


V 

Vo 


) 1/7 

exp 


(6.23) 


从而 




(f H 


> 0 


第七章连续介质力学问题的提法 


寧 




S<S\ 


v „ v y -1 由不等式 ( d 2 V / dp 2 ) s > 0可知，泊松绝 

v r \ TIlT 

p f P 热线是凹向上的.若 pv / 汍) p > 0,则 s 々 

\ \ 位于泊松绝热线以上 ， s A 位于泊松绝热 

\\ , >5[ 线以下•，若 ( dv / ds) p < 0则相反 ， s <以位于 

A 1 泊松绝热线以上 ， S ^位于泊松绝热线以下 

Pi ,= 5] (见图 49). 因为在于戈尼奥绝热线上成立等 

〔 ~ F 式( 6 . 16 ),所以显然,于戈尼奥绝热线在点巧， 

- 1 - p—px Vi 与泊松绝热线相切，并且当 ( dv / ds) p > 0 

^ 时于戈尼奥绝热线在该点附近在 K 增加时从 

图 50. 完全气体的泊松绝热线和于戈尼奥 ,^ m 

绝热线 上向下穿过泊松绝热线，如图 49( a ) 所不.当 

^ { dV / ds) p < 0时，两者的位置相反， 

完全气体的泊松绝热按照 （6.22) 和（6.23)，完全气体的泊松绝热线方程为 

线和于戈尼奥绝热线 

的方程 = Pi V i ^ 


Ph 


y-i 


图 50. 完全气体的泊松绝热线和于戈尼奥 
绝热线 


而于戈尼奥绝热线方程 (6.8) 具有以下 形式: 


(6.24) 


泊松绝热线具有渐近线 V = 0和 P = 0. 于戈尼奥绝热线是双曲线,其渐近线为 

v = Vl ^r\' p = _Pl ?TT- 

图50给出了这些曲线的一般形式.显然，完全气体的于戈尼奥绝热线全部凹向上. 

对于完全气体，从 （6.24) 和 (6.13) 可知，沿于戈尼奥绝热线 

完全气体的熵沿于戈 

尼奥绝热线随压强的 W ^ ^ 7 + 1^ tm2 」 

增加而单调增加 Tds = d P , 


所以 


ds 

豕〉 0 


当完全气体的运动沿于戈尼奥绝热线向上进行时，即当 P 增加时，熵单调增加. 

可以证明，在一般情况下，对于满足不等式 ( d ^ v / dp % > 0的任何介质，在于戈 
尼奥绝热线上对于 P >巧有 S > Si , 对于 p < Pi 有 S < Si . 例如，对小间断 p - Pi 
而言，这可以从 （6.15) 和 （6.21) 直接看出， 

可以实现突跃謎但从热力学第二定律可知’ 在绝 热条件下只有 D G _断才 

是在物理上允许的，即介质微元穿过间断面以后的熵~大于 

/ 它在间断面之前的原来的熵从上述分析可知，这种情况 

在（沪 vv 办 2 ) s > 0和 (/ 2 ( p , p ) = p ) 的条件下仅对突跃压缩才成立，这时 


P2 >Pl, P2 > PU v n = V n2 - V nX > 0. 
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于是，我们得到了强间断理论中的一个基本 结论： 当不等式 (d 2 v/d P 2 ) s > 0 成立时， 
只有突跃压缩才能够实现，而突跃膨胀不可能实现. ’ 

这个结论密切关系到 2 个假设： 一 是成立不等式 (d 2 v/dp 2 ) s > 0 ,二是成立条 
件 "2( P ， P ) - t / l ( p , />)• 

发生变化，使得上述第二个条件不再满足，就可能在实际运 
动中实现突跃膨胀.这时，由 (6.8) 给出的点 p 2l K 2 的轨迹也 
被称为于戈尼奥绝 热线； 如上所述，这条曲线不通过点 Pl ， ％.例如，燃烧前锋就是 
这样的可以实现的突跃膨胀. 

^ ^ 我们再指出间断面两侧法向速度的一个重要性质.我们用汍 

S 25 缩 2 S 522 表示泊松绝热线的切线与 v 轴形成的锐角 （图 51) .从（满 
漂^_介薩足条件 （ 抑你 2)9 〉 0 的） 任意介质的于戈尼奥绝热线在点 

Pi , Vi 邻域的凹性可知，对于我们所研究的任何介质中的突 
跃压缩，在 p - Pi 很小时成立不等式 

P \\夕2,2 

tan Pi < tan a. \ I 

对于完全气体中的任何突跃压缩，这个不等式在整 y \ • 

条于戈尼奥绝热线上都是成立的.因为 \\\ 


心⑵，一疗 ( 砻 i. K 


PvVx 




P 2~ P \ 
Vi 二 v 2 


Vi tana, 


所以对突跃压缩 （ p 2 > ；^有 


^nl > «?• 


图 51 .负是泊松绝热线的切线与 
V 轴形成的锐角， Q 是于戈尼奥绝 
热线的割线与 K 轴形成的锐角 


还可以证明 1〉 ，对于 (d 2 v/dp^) s > 0 的介風压强差 p 2 ^ Pl 有限的突跃压缩在间断 
面之前的介质中超声速传播. 


静止突跃只可能存在 
于超声速流中 

点 Pi ， Vi 和点 P2 ， ％ 

对应不同的于戈尼奥 
绝热线 


介质微元在穿过静止间断面时，其法向速度％ i 是超声速的. 
因此，静止突跃只可能存在于超声速流中.显然，运动突跃可 
能存在于任何流速的气流中，其中也包括静止气流的情况. 
我们在前面研究了点 Pl ， h 所对应的于戈尼奥绝热线 


U(p } V)-U(p ly RHi + pjdn 


(6.25) 


现在研究点 p 2 , f 2 所对应的于戈尼奥绝热线历，其方程为 

• U(p y V) - U(p 2) V 2 ) = 臺 (p + p 2 )(F 2 - V) 


(6.26) 


z) 参见 307 页的脚注 . 
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容易看出，绝热线 （6.25) 和 （6.26) 是不同的曲线， 
但是它们在条件 (6.11) 下都通过点 Pl ， R 和点 
P2, ％. 

对于绝热线 （6.25)， 如果从〜 VI 到 p 2 , K 2 对 
应突跃压缩，则对于绝热线 （6.26)， 从 p 2 , R 到 Pl ， 
Vi 对应突跃膨胀（图 52). 

为简单起见,下面只考虑完全气体的情况.根 
据完全气体的于戈尼奥绝热线的凹性，和 H 2 
的共同割线，即经过点 Vi 和点 p 2 , 的 直线， 

在 P L ， P 2 之间位于这两条绝热线之上.所以,绝热 
线// 2 在点 p 2 , K 2 的切线与 V 轴形成的锐角决大于和丑 2 的共同割线与 K 轴 
之间的夹角 a (图52)， 



绝热线的对应方程 (6.26) 


tan 免 > tana . 


(6.27) 


介质微元穿过突跃压 
缩后具有相对于间断 
面的亚声速法向速度 


由此可以直接得出突跃压缩 （ Pl < P 2 ) 的一个重要不等式.按 
照 （6.6) 和 （6.27) 有 


^n2 = V 2 


P2 - P1 

V !- V 2 


V2 tan a < tan 02 ? 


但因为 


V<2 tan 02 





得 




- v n ) 2 < a \. 


因此，介质穿过突跃压缩后具有相对于间断面的亚声速法向速度，即间断面沿间断 
面后面的介质微元的传播速度 这一 v n 是亚声速的. 

尽管突跃压缩的上述性质是对满足 ( d 2 V / dp 2 ) 8 > 0的任何介质在 - Pi 很小 
时建立起来的，这些性质在完全气体的情况下对任何 P 2 - Pl 都成立（对完全气体使 

用了整条于戈尼奥绝热线的凹性)，但 
更详细的研究可以表明，在一般情况下， 
上述性质对任何 p 2 - Pl 和满足不等式 
( d 2 V / dp 2 ) s > 0的任何介质都成立. 

我们来考虑具有突跃压缩的完全 
气体绝热运动的某些问题. 



图 53. 活塞推动气体运动的问题 


具有平面波的活塞问 
题 


首先研究活塞问题.设一柱状管内充满完全气体，其左端由 
活塞封闭（图 5 3).在初始时刻 （ = 0，活塞和不计重力的气 
体处于静止状态，这时气体的密度 Pl 和压强处处相同.在 
> 0时推动活塞，考虑由此导致的气体绝热运动问题. 


n 
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显然，气体的扰动同活塞的运动规律有密切关系.活塞的运动规律可以用函数 
v p ( t ) 给出，其中化是活塞的速度.按照边界条件，与活塞接触的气体微元的速度应 
当等于 v p ( t ). 当活塞连续加速运动时，气体的运动问题在一般情况下很困难，只有 
在计算机上利用数值计算才能解决.不过，该问题在一个特殊情况下很容易解决，这 
时原来静止的活塞突然以速度％开始向气体方向运动，然后保持常速运动. 

显然，要想满足问题的所有条件，只要认为在初始时刻有一道激波离开活塞，它 
相对于气体的初始状态以超声速的常速度沒沿静止气体运动.激波与活塞之间的气 
体作常速平动，运动速度％是已知的，并且压强 p 2 和密度 p 2 保持不变. 

利用3个间断面条件 （6.6) 和 (6.24), 容易从= 〃 n2 , R 和 Pl 计算出速度访， 
密度 p 2 和压强 p 2 . 在间断面之后，.所有气体微元的质量熵均相同并且保持不变，而 
熵的突跃等于 、 * 

52^51= Cy In — > 0. 

Pi VP2 / 

如果活塞的速度保持不变，但速度的方向与气体方向相反，则解的结构是类似 
的，只不过这会导致突跃膨胀，从而不被允许.其实,这时不会产生间断，问题具有连 
续解. 

如果活塞的速度是变化的，其方向与气体方向相同，则结果是，速度殳也是变 
化的.活塞速度的微小变化以速度 +a ( t ; 是激波之后的气体的速度）向前传播.因 
为激波之后的速度 V + 大于激波的速度切，所以这些扰动经过某时间后一定会追 
上激波，并使激波之后的气体的速度发生变化.于是，激波被减速或加速，而这也会 
影响压强和熵的突跃值.这样,激波之后的气体微元的运动特征量相对于坐标（到活 
塞的距离）和时间显然是变化的.气体微元的熵因为绝热性而保持不变，但由于激波 
的速度这是变化的，所以不同微元具有不同的熵.因此,在活塞与激波之间气体的 
连续运动区域中，运动不是正压的.例如，从以下公式就能看出这一点： 



当密度 P —定时，不同气体微元的压强可以因为熵不同而不同. 

_ ^把柱状管活塞问题变得复杂一些，就得到球面活塞问题.考虑球心0静 

• 78 捕麵 S 在无界气体巾娜胀.设气体原 

来静止，初始密度为 Pl ， 初始压强为 Pl (图 54). 球面 S 
的膨胀速度等于 dn / di . 在一般情况下，在气体中产生 ^ 

球面激波 S ， 其膨胀速度为夕= dr 2 / dt , 式中 r 2 是激 
彼 S 的半径.如果 E 是从一点（对称中心，在〖= 0时 
n = 0) 开始膨胀的，而速度 dn/dt = const , 就可以证 

明，这时激波的速度这也保持不变. 图 54 当球面 s 臓时，在 

为了解决这个问题，最好在球坐标系中写出所有方气体中 产生球 面激波 s 
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程，并利用与球对称有关的简化(运动特征量只依赖于2个独立变量——半径 r 和时 
间沐 


可以把球面活塞问题看作在大气中发生爆炸的一个模型问题，这时可以认为在 
S 内部有化学反应产物一被强烈压缩的气体，这部分气体就像活塞那样挤压 空气, 
从而在空气中形成被称为爆炸波的激波.为了确定爆炸波 S 与包围爆炸产物的球面 
S 之间的空气的运动，必须求解空气动力学问题，而前面已经准备好了用来求解这个 


问题的所有方程以及附加的初始条件和边界条件. 


& 在球面活塞问题中，假设球面 I ：的膨胀规律是给定的，而在爆炸问题 

° @ 中，，球面 S 把发生膨胀麵炸产物同空气分开,獅胀速度牝/出是 
事先未知的. 

大气中的爆炸问题可以单概括为一个只考虑主要效应的 问题： 在很小的区域 


中释放出大量能量，这些能量被传递给空气，结果在大气中产生一个迅速膨胀的充 



a 55. 点爆炸问题示意图 


满运动空气 的球形 区域，压强场和密度场在其中发生强 
烈扰动.点爆炸问题可以表述 如下： 在初始时刻，静止的 
不计重量的完全气体具有常压强 Pl 和常密度 Pl , 在某 
一点（所产生的运动的对称中心）突然释放出给定的能 
量松需要在气体微元绝热运动这一最简单的假设下确 
定气体的扰动.在这种情况下，就像在球面活塞问题中 
那枰，从爆炸点形成膨胀的球面激波，它把静止空气和 
激波以内区域中的运动气体分开（图 55): 

所有运动特征量和状态都可以认为仅仅是 . r •和 t 的 


函数.为了确定气体微元的所有状态特征量和运动速度，必须求解在球坐标系中写 
出的以下非线性偏微分方程（见第四章 §3) 的积分 问题： 


连续性方程 
动量方程 

绝热条件 


d 

dt 



2pv 


r 

1 dp 
p dr 



= 0 , 

= 0 , 

= 0 . 


(6.28) 


在求解方程组 （6.28) 时必须满足上述初始条件、间断面（爆炸波）上的边界条 
件和以下条件：在每一时刻，球面激波所包围的气体的总能量等于爆炸能量与球 
面 S 内原先静止的气体的初始能量之和. * 

我们将在§8中更详细地分析这个问题的解的一些一般性质 D . 


i )、 在以下专著中给出了这个问题的详细而完整的最终形式的解： Cgaob JI . M . MeTO/UJ noAoSHH 

H pa3MepHOCTM B MexaHHKe* 7-e MocKBa: Hayna, 1972; 9-e H3A- MocKBa: Hayna, 1981 

(俄文第八版的中 译本： J 1. M . 谢多夫 • 力学中的相似方法与童纲理论.沈青，倪锄非,李维新译.北 
京：科学出版社， 1982). 
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根据 （6.1) —(6.4)，容易把间断而之后的量 v t2 , v n2 , p 2 , p 2 通过间断面之前的量 v Tl ， 

〗） 在以下专著中可以了解对相应于戈尼奥绝热线的详细分析： JlaH^ay JI.J1. ， JIn<J)mHu E. M. 

MexaHMKa cnjioraiiux cpe^. 2-e H3A. MocKBa: FocTexH3 卢 aT，1954 (JI •几 朗道 , E.M. 栗弗 

席兹 . 连续介质力学 . 第二册，彭旭麟译 . 北京： 人民教育出版社 ,1960); Ce^OB JI.H. n^ocKwe 

3ajia^M rMApoAMHaMMKM m aapo^MHaMMKM.^^e h3a. MocKBa: Hayna, 1966; 3-e M3A. MocKBa: 

• • ^ 

HayKa, 1980 ( 俄文第一版的英译本 ： Sedov L. I. Two-Dimensional Problems in Hydrodynamics and 
Aerodynamics. New York: Wiley, 1965). 


爆轰波和燃烧波在穿过间断面时，如果能量和熵因为某些物理化学过程（燃烧、液 

化、气化、化学反应等）而发生改变（释放或吸收)，基本方程 (6.8) 
的形式就会发生变化.这时，等式 (6.11) 被#换为 


u 2 {pu 吩一骑丄， Vi) = q\ 


(6.29) 


式中 V 是在物质微元穿过间断面时释放出来的化学能或其他能量，并且对于燃烧或 
液化 V > 0,对于气化 (?* < 0. 在这种情况下，相应的于戈尼奥绝热线方程可以写为 
以下形式 1 >: 

U 2 {p 2 , V2)-U l {p l1 Vi) = \(p 2 ^P 1 )(V 1 ^V 2 )^q\ 

突跃膨胀在 V > 0时是燃烧前锋所特有的，而突跃压缩在 f 〉 0' 时对应着爆轰波. 

為，如果认为其中产生的突跃压缩是爆轰波.这时，原来静 
止的气体是能爆炸的混合物，而爆轰波前锋之后是另一种气 
体（混合物发生反应后的生成物).在泡合物爆轰问题中，运动的平面活塞之前（活塞 
与爆轰波之间）的气体也进行平动，只要活塞以足够大的速度向气体方向勻速运动. 
在出现爆轰波以后，如果活塞的速度很小或者干脆静止，或者向气体的反方向运动， 
则在所得解中，爆轰波仍沿气#传播，而在活塞和爆轰波之间的气体作参量发生变 
化的连续运动. ' v 

气动力学基本问题中，可以使用完全气体模型，并在与飞行 
x 物固连的坐标系中研究气体的这样的定常运动,其中具有静 

止的突跃压缩一激波.这些应用的理论棊础是下面的一些关系式，这些宍系式可 
以代替基于于戈尼奥绝热线的分析. 

对于完全气体，我们有 


t 


+ 

p- P 


7P7 

II 

\1A 

I 
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v nh Pu Pi 表示出来,从而有 


V t 2 = V T i, V U 2 = V n i 


7 — 1 
7 + 1 


7 + 




(6.30) 


P 2 


7 + 


1 + 


Pi 

2 




"IT 


(6.31) 


P 2 


7 + 


Pl V ri 2 




(6.32) 


矢量％ 和巧所确定的平面 TT 就是间断面法线方向和切向速度 V Tl 的方向所确定 
的平面.在平面 7 T 上取笛卡儿坐标轴，并用/?表示激波与平面 7 T 的交线与: T 轴之间 
的夹角，用彡表示速度与: T 轴之间的夹角，用 U ， V 表示速度分量.显然， 


v r = \v\ cos(/3 — 0) cos P + v sin /?， 
v n = \v\ s\n(p — 0) = u sin 0 — v cos/?. 


(6.33) 


我们选取这样的坐标系，使得在激波上所研究的点的: r 轴方向与速度 in 的方向一 
致 （ l v il = w i , = 0) •把 (6.30) 中的? ; T 和用 w ， v 和0表不，再利用 （6.33) 消 
去/3,得 


v 2 = (^1 1 - U 2) 2 


^^2 7 + 


Ul 


d ) 一 

U \) 


(U! - U 2 ) 


乜 1 一乜 2 + 



(6.34) 


7 + 1 Ui 


激波极线是扭结线在坐标轴分别是 W ， 的 

速端曲线平面 v 2 {u 2l V 2 ) 
上（该平面对应平面 7 T ), 方程 (6.34) 所定义的 
曲线称为激波极线，它是一条扭结线（图 56). 

在间断面之后，速度的每一个倾角值心都 
对应激波极线上的3个速度值: A , Z ?， C 7. 从间 
断面切向速度连续的条件可知，经过扭结线上 
的点 A 和对应于间断面之后的速度的点引直 
线，再从坐标原点0引该直线的垂线，所得垂 
线的方向就是由角给出的间断面 方向； 在图 
中，点 B 就是这样的点.显然， 对于点 C 所对 
应的间断面，成立不等式= v n2 - < 0. 
因此，根据 (6.10), 这一速度值对应突跃膨胀. 



E 、、 




\v\ 


图 56. 激波极线是扭 结线 ; 表示激波 
方向， ^ 是间断面之后的气体速度矢量， 
oo7 是间断面之前的速度 


扭结线延伸到无穷远的两段分支上的点所对应 

的间断在物理上无法实现，所以应去掉这两段分支.当点 b 趋向点 a 时，直线 
O . D 成为扭结线在点 A 的切线，这个极限给出了强度无穷小的间断面的方向. 
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正激波和斜激波速度^垂直于间断面的激波称为正激波，不满足这个条件的激 

波称为斜激波. 

气体穿过斜激波后速气体微元穿过斜激波后，速度矢量向间断面切向 偏转. 速度 
度发生偏转 偏转的最大值出现在从点0向扭结线所引切线的切点见 

图 56), 0 2 = ^2 max . 与点五相对应的是接近声速的亚声速. 
在图56中用虚线标出了对应于声速 D 的圆， | v 2 | = v c = ai . 此圆在点 F 与扭结线 
相交.当点 B 位于点 P 右边时，间断面之后的速度值卜 2 |是超声速的，而对于点4 
以及不长的曲线段五 F 上的点 B ， 卜 2 |是亚声速的.由公式 (6.30) 可知， 

「1-1 1 

tan(/? — 02) = tan^ -^ + - - . , 9 >： -7^7 ， (6.35) 

、 7 [7 + 1 ( 7 + 1)^(1 - cos 2 P)y v ’ 

♦ 


式中 M — v / a 表不一个无量纲量，而 Mi = vi / a \ (vi = | t ； i |). 

量 M 称为马赫数.对于超声速运动 M > 1，对于亚声速运动 M < 1. 由公式 
(6.35) 可知，速度偏转舞 6 = 9 2 - 8 1 (在图 56 中是内）依赖于马赫数从和角尽最 
大可能偏转角 5 max 只依赖于激波前的来流马赫数 Mr 在图 57 中给 出了心 &对马 
赫数抓的依赖关系图. 


利用斜激波条件能够 

动来流绕角形区域和 
楔形物体的流动问题的解（图' 58). J ： 接可以 
看出，图58所表示的流动示意图满 1绕角形 
区域和楔形物体的流动问题的所有条件.但 
是从前窗的结果可知，对于给定的来流马赫 
数，只有在角么 A 和心小于或等于角 J max 



的条件下，才能得到这，问题的解.如果满§] 57 .气体穿过激波时速度的 M 大可能偏 
足这些条件，上述绕流示意图就可以实现.转角与马赫数之间的关系 (7 = 1.4) 

然而，上述每一个问题在 J ‘< J max 时都 


有激波方向不同的2个解，并且气体在穿过 
激波时都会发生速度偏转，以满足绕流所必 
须的条件，只是激波之后的速度值有所不同. 
例如，这2个解对应图56中的点 S 和 A 
在实际应用中，对细长体可以实现小角 
度激波所对应的运动，激波后的速度仍然很 
高，与之相应的是点 R 对角形区域和楔形 



物体的这样的理论解与细长体超声速绕流的 
实验数据符合得很好. • • 


图 58. 绕角形区域和相对于来流速度非对 
称放置的楔形物体的流动 


D 可以证明，当间断面之前的参量给定时，临界速度（等于局部声速）与间断面的倾角无关. 


. 318 • 


第七章连续介质力学问题的提法 


具有脱体激波的绕流如果 J 则按照示意图58进行的绕流是不可能的.这 

时，在物体前面形成一道弯曲的激波（图 59). 从物体顶点到 
激波端点的距离 AO 正比于物体的大小，。还依赖于楔形物体的 


顶角和马赫数 M ,. 当/ — od 时，激波位于楔形物体前方无穷 
远处，物体前方的气流是亚声速的. 

在本节最后我们指出，在绝热流动中出 
现激波，这与熵增所导致的可用机械能 

的不可逆损失有关. 


激波导致机械能损失 



对于完全气体的内能，可以写出 


U = c v + const = c v Tq 





+ const 


图 59 . 在绕大顶角楔 
形物体的流动中，在 
有限物体前方某处形 
成激波 

考虑激波前和激波后幕种具有特征意义的静止状态（气体绝热 

减速至= 0时的状态 ) D ，在这些状态下的压强和温度分别表示为 Pi ， 和77, r 2 *. 

如果在气体微元穿过激波时没有发生化学反应或相变（即在等式 (6.29) 中 f = 0)， 


则由完全气体情况下的 (6.4) 可知 



所以 、 - 

如果有不可逆损失，则 S2 - 51 > 0,由此可知坨< pj . 因此 .， 穿过激波的气体在上述 
意义的静止状态下具有更小的压强，其做功能力（技术上的可用性）降低. 

通过对于戈尼奥绝热线的研究可以看出，随着压强差 p 2 — Pl 所表征的激波强度 
的增加，熵增越来越大，损失从而也越来越多.当来流马赫数 Mi 给定时，正激波的 
强度最大.斜激波所导致的损失总是小于正激波所导致的损失 2 ) . 

S 
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物理关系式相对于坐在实际写出方程并进行具体的数值计算时，必须引入和使用 
标系的选择的不变性不同的坐标系.这些坐标系在一般情况下可以是任意的，但 

是在许多情况下，坐标系的选择是为了计算或者对数值结果 
的分析更加简单和方便.在选择坐标系时可能出现的随意性来自对被研究的现象所 


0 见第二卷第八章 §5. 

2) 可以在以下专著中了解更加完整的激波系损失理论 : CeAOD JI. H. IIjidcKHe 3a^aHM ruApo- 
AMHaMMKM w aspoaMHaMHKM. 2 r e K3A- Hayna, 1966; 3-e H3A- MocKBa: HayKa，1980 

(俄文第 一 ^ 版的英译本 ： Sedov L. I. Two Dimensional Problems in Hydrodynamics and Aerodynamics. 
New York: Wiley ， .1965). 还可以参考本书第二卷第八章 §9. 


. 物理量的 a 纲和 n 定理 


采用的描述方法，而与这些现象的实质无关，所以表示某些物理性质和现象的各种 
方程应当具有相对于坐标系的选择不变的性质. 


物理方程的张量本质 


这是因为，前面引入的所有方程和附加关系式都具有标量方 
程、矢量方程或者一般的张量方程的形式.这也正是运动和 


状态的许多特征量具有不变的张量本质的原因.因此，有必要发展和使用张量分析, 
并以不变的张量形式来表述所有的物理关系式. 


mmma 另一方 '面，利用数值来定义和给出各种量——介质、场和过程的特征量， 

例如密度、能量、速度、电荷等——关系到对确定的计量单位的使用，而 
计量单位的选择也与研究者有关.若一个量的数值在所研究的问题中依赖于计量单 


位的选择，则此量称为有量纲量.例如，能量可以用公斤米、焦耳、卡、吨煤、千克 
铀、卢布 n 以及其他许多单位来量度，相应的确定能量值的数值与计量单位的选择 
有密切的关系. 


各种各样的诸多特征量通过不同的定义和方程联系在一起，对这些量的处理表 
明，不同特征量的计量单位之间一般而言是有联系的.例如，速度 v = ds / dt 的计量 
单位与长度心和时间出的计量单位有关. 

在考虑互相有联系的计量单位的同时，还需要考虑原始的、独 
1 j 細龍单位，它们—麵言雖助于专⑽、理论上任意 

的条件通过实验引入的.例如，长度、时间和质量的各种原始的或基本的计量单位就 
是用众所周知的方法引入的.若一个量的计量单位是借助于原器按照条件通过实验 


引入的，则此量称为原始量或基本量，而该计量单位称为原始单位或基本单位. 

疏士 其余各量的计量单位则根据这些量的定义通过原始计量单位 
派生 (导出) 计量单位得出，它们称为导出单位或派生 单位. 


各种单位制可以取不同的量用来选择原始计量 单位. 在不同的应用领域中，以取 

该领域自己的原始计量单位作为原始计量单位为宜，并且在不同情况 
下原始计量单位是不同的.由此产生了不同的单位制，产生了从一个单位制到另一 
个单位制的转换（换算）问魎. 

现在普遍应用以下单 位制： 采用厘米、克、秒 2) 作为原始计量单位的 CGS 制， 
釆用米、千克力、秒作为原始计量单位的 MKS 制，采用米、千克、秒、安培、开尔 
文、坎德拉作为廒始计量单位的 SI 制 3) ，以及其他单位制. 

在力孥中（一般而言，在实践中)，常常只采用3个原始计量单位（例如在应用 
CGS 和 MKS 单位制时就是这样)，而包括电磁场特征量在内的所有其他量的计量单 


D 卢布是俄罗斯货币单位.一译注 

2) 这里我们认为，由物理学的一般教程已经知道定义原始计量单位的实际条件，即认为已知什 
么是秒等单位. 

3) SI 制即国际单位制，目前包括米、千克、秒、安培、开尔文、摩尔、坎德拉这7个基本单位，它 
们分别是长度、质量、时间、电流、热力学温度、物质的置、发光强度这7个相互独立的基本物理 
量的单位.——译注 
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位都视为导出计量单位. 

基本计量单位一经确立，其他具有导出计量单位的有量纲量的计量单位就由这 
些置的定义自动得出. 

胃 通过基本计童单位表示导出计量单位的表达式称为量纲.量纲写为公式 

的形式.在 CGS 制中，量纲公式包含3个自 变量： 长度单位的符号 L ， 时 
间单位的符号 T 和质量单位的符号 M . 例如，力的计量单位的符号记作 


ML 

rp2 


MLT 


在 CGS 制中，所有物理量的量纲公式都具有幂次单项式的形式: 

N = L ’ l ^ lVT 1 , 


(7.1) 


式中的幂指数 M ， m 为某些整数或实分数.在 MKS 制中，量纲公式的形式为 


N = L fl T“K fcl ， 


(7.2) 


式中 G，L h 是相应的量纲指数. 

由公式 M = KT 2 !/- 1 ， 把公式 (7.1) 中的符号 M 替换为符号 K ， 就可以从公式 
(7.1) 转换至相应的公式 (7.2).. 

当原始计量单位的值改变时，利用量纲公式就能够确定相应特征量换算的比例 
因子 .： 当从给定的计量单位转换至新的计量单位时，如果长度、时间和质量的单位 
L ， T 和 M 分别缩小到原来的1/% 1/0和1/7,则具有量纲 （7.1) 的量的新单位 N 
将缩小为原来的由此可以容易地确定在原始计量单位的值发生改变时派 
生计量单位进行转换的比例因子. 


原鱼彳^教日原始计量单位的数目可以（也经常）大于 3 .例如，在气体力 

学和热力学的许多问题中，除了把米、千克和秒作为通过实 
验确定的原始计量单位；通常还使用摄氏度或华氏度等作为温度的计量单位，使用 
小卡或大卡作为热量的计置单位.因此，可以考虑并使用含有5个原始计量单位的 
单位制.还可以考虑并使用含有与电磁场等有关的原始计量单位的单位制.在这些情 
况下，量纲公式具有比 (7.1) 包含更多数目自变量的幂次单项式的形式. 


关于增加原始计量单 
位数目的可能性 


一般而言,可以引入含有任意数目原始计量单位的单位制.例 
如，对于长度、时间和速度，可以通过实验选取其独立的计量 
单位，但此时速度公式应写为以下 形式： 



(7.3) 


U 可以在以下专著中了解更为详细的纲理论以及量纲公式 （7.1) 的 证明： Ce^oB JI . M . 

MeTOAU no^oSna m pa3MepHOCTM b MexaHHKe. 7 -e W 3 A - MocKBa: Hayna , 1972; 9 -e h 3^. 

MocKea : Hayna , 1981 (俄文第八版的中 译本： JT . M . 谢多夫.力学中的相似方法与量纲理论..沈 
青，倪锄非，李维新译. 北京： 科学出版社， 1982). 
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式中 A : 是有量纲的常量，它与 Z ；， 心和出的计量单位的选择有关.如果认为 A : 是等 
于1或不等于1的绝对的常数（即它在我们使用的所有单位制中都取同一数值)，则 
v ， 心和出 的计量单位在任何单位制中都是不独立的. 


在实践中通常总是采用这样的条件. 
如果考虑关系式. 


J x 热量=机械能， 


则可以为热量和机械能单独选择独立的计量单位，例如卡和公斤米.这时,在公式和 
方程中出现一个有量纲的常量/，即热功当置，其量纲为 




公斤米 

~T~ 


“物理” 常量 J 类似于 (7.3) 中的常量, / fc . 

量纲 的量，而如果热量和机械能的计 i ： 单位仅仅象英尺和米 
的区别那样是同一个量的不同计量单位，那么常 fl J 就可以 
视为无量纲的比例常数.可以类似地考虑物理学的基本方程 


E = mc 2 , 


(7.4) 


式中五是能量， m 是质量， c 是真空中的光速.如果认为方程 （7.4) 中的 C 是普适常 
数，它在一类可能的单位制中可以等于 1 (类似于公式 （7.3) 中的 fc )， 则这时能量和 
质量的可能的不同计量单位便是不独立的（正如在 A ： = 1 时 （7.3) 中的心和出 
的计量单位那样). 

这类方法可以作为减少原始计量单位数目的基础.如果在万有引力定律 



中固定有量纲的普适常量/，就得到质量、时间和距离的原始计量单位之间的附加 
关系. 

通过这样的途径可以得到具有不同数目原始计量单 位的单 位制.尤其，可以引入 
具有普适计量单位的单位制，使一切量的计量单位都永远固定，从而可以把所有的 
量都视为无量纲的. 


有量纲量和无量纲量 
的相对性 


有量纲量和无量纲量的概念是相对的，这种相对性应该这样 
理解.在研究某个或某些现象时，我们引入过程和对象的各 


种变化的或不变的特征量.为了得到这些量的数值，我们明 
显地或隐含地实际上使用或潜在地允许有一系列备用的单位制. 


若一个量的数值依赖于诸多可能的单位制中的某个具体单位制的选择，则此量 
称为有量纲量.若一个量的数值在所有这些单位制中都相同，则此量称为无 M 纲量. 
例如，作为几何对象的角可以对应弧度、度、直角的分数等各种数，所以角应该 
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视为有量纲量，诸多可能的单位制中包含有角的各种计量单位.但是如果我们只考 
虑这样的单位制,其中只用弧度来量度角，则角就可以看作无量纲量.在实践中经常 
采用这个条件来 fi 度角. 


用这种方法可以把任何其他量（例如时间和长度）当作无量纲董，这时应当相应 
地取这样的备用单位制，使该量的计量单位在所有用于该问题的单位制中均相同.在 
应用中，角无量纲的条件是方便的，长度无量纲的条件则不方便，因为对于几何相似 
的系统，对应的角相等，而对应的长度却不等/ 


作为所研究的函数的 
自变量而出现的有量 
纲的物理量 


以后将得出，在某些情况下增加原始计量单位的数目一般而 
言是方便的.然而，当原始计量单位的数目增加时，由此带来 
的方便通常是无效的，因为此时将出现对于所研究的问题很 


重要的一些附加的物理常量,例如热功当 fl /，光速 C 或万有 
引力常量 /• 类似的常量将出现在描述过程的方程和问题的其他条件中，它们必须 


列入主定参量 D 和所研究的函数关系 之中. 因此，正如下面将指出的，增加原始计 


量单位的数目在一般情况下并不会带来额外的简化.不过，如果从附加的物理考虑 
可知，这类物理常量（如/或 /) 在该函数关系中是非实质性的，那么由此就可以获 
得极大的 好处. 


正是由于这个原因，具有固定的常量值/， c ， /的标准单位制并不方便，在实践 
中的许多技术和物理问题中也不应用这样的单位制. 

关干伸用名紳里忙制在某些科学问题中清楚地显现出标准化和在管理上引进普适 
可能带来的好处 单位制的_势，这在许多情况下显然是非常方便和有益的•然 

而，普适单位制与确定的物理常量或条件之间的联系在很多 
情况下是人为的，并且使用任意计童单位的可能性本身和所研究的规律相对于单位 
制的选择的独立性皮而可以‘出有用的结论.所以在运用统一的计童单位的同时，还 
要求把任意的各类计量单位的理论发展成为有效的实验和理论方法的基础. 

在这些问题中，选择单位制、选择坐标系乃至一般地选择参考系是完全类似的， 
我们当然可以固定完全确定的同一个普适参考系，并且只在这个参考系下研究所有 
问题,不过，能够应用不同的参考系，能够在具体问题中应用表征其特性的专门的参 
考系，这种可能性本身就是物理学中卓有成效的研究方法的基础.此外,关于物理定 
律相对于坐标系和参考系（例如惯性参考系）的选择不变的物理学基本原理在已知 
的意义下是动量守恒定律、能量守恒定律、动量矩守恒定律这些普适物理定律的另 
外一种表述. 

在某些问题中（但是特别强调，并非在所有问题中)，除了物理定律相对于伽利 
略变换群或洛伦兹变换群的普适不变性，还补充有所研究的函数关系相对于相似变 
换群的不变性，这种性质决定于所有方程和附加条件在相似变换下能够保持不变，而 


D 量纲理论中的主定参量是指在所研究的问题中起决定作用的参量，即函数 （7 . 5 )的自变量. 
一译注 
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相似变换正好等价于从一个单位制到另一个单位制的转换. 

. 现在考虑相对于单位制的选择不变的物理规律，并研究表示这些规律的一 

n 般有量纲的物理量之间的函数关系的结构. 

设我们有某个有量纲的或无量纲的量 a ， 它是一些相互独立的一般有量纲的量 
ai , a 2 , …， an 的函数： 


a = /( ai ， a2 , .. .， afc ， afc + i ，• • -, a n ). (7.5) 

ai , a 2 ，…， a n 中的某些量在所研究的过程中可以是常量，其他量则是变量.对于变 
量，我们假设其值不等于零或无穷大，或者当相应的自变量等于零或无穷大时函数 
(7.5) 是连续的. 

我们 认为， 在函数关系 （7.5) 的自变量中列出了所研究的量 a 的值所依赖的所 
弯印有量纲的和无量纲的常量和变量. ' 

假定 （7.5) 中的函数/表述某个与单位制的选择无关的物理规律，我们现在寻 
求此函数的结构. 

设在有量纲量 A , a 2 , … ，如中 ，前&个量0 < n ) 具有独立的量纲（基本计量 
单位的数目应当大于或等于 fc ). 

量纲独立的含义是， 一 组量中任何一个量的量纲公式不能以幂次单项式的形式 
表示为其他各量的量纲公式的组合.例如,长度的量纲 L ， 速度的量纲 L / T 和能量的 
量纲 ML 2 / T 2 是独立的，而长度的量纲 L , 速度的量纲 L / T 和加速度的量纲 L / T 2 
则是相关的. 

在力学 g 中，具有独立量纲的量通常不超过3个.我们假设&等于量纲独立的 
参量的最大数目，于是量…叫 +1 ， ..., a n 的量纲可以通过参量 fll ， a 2 , 的量 

纲表示出来. 

取 fc 个量纲独立的量 ai , a 2 ，…，以作为基本量，并对它们的量纲引入记号 

[ ai ] = [ a 2 ] = A 2y • • • ， [ a fc ] = A k . 

其余量的量纲将具有以下形式： 

现在把量％ a 2 , 的计量单位分别改变为原来的 1/ a !， 1/叱，…， l / a fcj 则在 

新的单位制中，这些量和量 a ， a fc+1 , ..., a n 的数值将分别等于 

% 

a{ = aiai, o! = apo^ 3 … a)^ fc a, 

= 勿句 ， aUi = ^i 1 ^ 2 9 - a k k a fc+i ， 


— ockak, a f n = a? 1 ol Q 2 - - • a q k k a n . 
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关系式 (7.5) 在新的单位制中具有以下形式: 


o! — - - - ot^ k (i = apQ^ 2 • • •o^ lfc /(fli ， a2, . • 、 a n ) 

=filial ， 的勿 ， a k a k ,(^ 1 a^ 2 ••- a p k k a k+ i ，…， a? 1 a? … a! fc a n ) • (7.6) 


该等式表明，函数 / 对于量 ai ， a 2 , 的计量单位是齐次的. 

我们利用 a 1? a 2 , 的选取来减少函数 y 的自变量的数目.令 

1 1 1 

= = i …， 叫 = 

在这样选取比例別，叱，…， 办时， 不论量 Gl ， a . 2 , …， a k 的数值等于多少 D ，关系 
式 （7.6) 右边部分的前 A : 个自变量的值都将等于 1. 于是，利用关系式 (7.5) 被假定 
与单位制的选择无关这一情况，我们将这样选取单位制，使函数/的个自变量都 
取等于1的固定常数值. 、 

在这个相对的单位制中，参量 a ， a fc +1 ,..., a n 的数值由以下公式 确定： 




n x 




a/c+i 


pi 

1 


a p 2 2 


a 


Pk 

k 



__ 

a ? 1 必， 


式中 a ， W ， a 2 , •• •，〜 是所研究的量 在原先 的单位制中的数值. 

不难看出， n , n l5 u n ^ k 的值与原先的单位制的选取无关，因为它们相对于 
计量单 位山， a 2i •••, 来说是无量纲的.此外， n , n l5 ..., n n _ fc 的值显然根本与 
表示量纲独立的量 ai , a 2 , … ，叫的 A : 个计量单位所用的单位制的选取无关.因此， 
童 n ， rh ，…， n n ^, 可以看作是无童纲的.于是，在任何单位制中，关系式 （7.5) 可 
以袠示为如下 形式： 


II = f( l, 1, • - ^ 1 , Ill , • ■ U n ^k)y (7.7) 

k 

式中 n 和函数 / 的所有自变量都是无量纲的] 

因此，含有 A : 个量纲独立的量的 n + l 个有量纲量 a , ai , •••, a n 之间的关系 
与单位制的选择无关，这个关系可以化为由 n + 1 个有量纲量组合而成的 n +1 -fc 
个无量纲 ffl n , n l5 U n . k 之间的关系.量纲理论的这一普遍结论就是著名的 
n 定理. 

如果某一个无量纲量是许多有量纲量的函数，则此函数只能依赖于由所有决定 
， 它的有量纲量组成的无量纲组合. 

显然，改变函数/的形式，就可以在关系式 (7.7) 中将无量纲参量组 m ， n 2 ，…， 
n n . k 替换为另一组无童纲参量，它们都是 n - A ： 个无量纲参量 n 2 , …， 的 
函数 • 


D 为简单起见，我们认为参量 ai ， a 2> 取有限值且不等于零.显然，以后的结论可以推广 

到 a L ， 《 2 , …，％ 等于零或无穷大的情况，只要函数/对自变量的这些值保持连续. 


，确定一类现象的参罱和应用 量纲分 析的典型实例 

不难看出,.如果 n 个参量 ai ， a 2 , •• •，&中量纲独立的参量的数目不超过 fc , 则 
由这 n 个参量无法组成超过 n - k 个独立的无量纲组合.这可以直接从关系式 (7.7) 
的推导得出，只要我们选出任何一个由量 ai ， a 2 ,-.., a n 组成的无量纲组合并把它取 
作量 a 即可. 

有量纲量之间的各种物理关系都可以表述为无量纲量之间的关系.应用量纲分 
析研究物理问题之所以富有成效，其原因其实就在于此. 

被研究的量的主定参量的数目越少，函数关系在形式上受到的限制就越大，研 
究就越容易进行.特别地，如果所有主定参量都有独立的量纲，则利用量纲理论就可 
以完全确定该函数关系，精确到只相差一个常数因子. 

其实，若 n = fc ， 则由参量 ai , a 2 , ..., a n 不能组成无量纲组合，所以函数关系式 
(7.7) 可以表示为以下形式： 

a = Ca7 ll ar***«n n 5 

式中 C 是无量纲常数，而指数 rrn , m 2 , •••，容易由 a 的量纲公式确定.此时，无 
量纲常数 C 可以或者由实验确定，或者通过求解相应的数学问题从理论上确定. 

显然，我们能够选取的基本计量单位越多，量纲理论带来的好处也应当越多. 

我们在上面己经看到，基本计量单位的数目可以任意选取.然而,增加基本计量 
单位的数目，就要引进附加的物理常量，这些常量也应列入主定参量〔增加基本计量 
单位的数目，我们就增加了主定参量的数目.在一般情况下，差值 n + 1- &保持不 
变，亦即用以表达物理关系的无量纲参量的数目不变. 

只有在下述情况下，增加基本计量单位的数目才会带来好处，这时由物理上的 
进一步思考可知，引进新的基本计置单位时所出现的物理常量不起作用.例如，如果 
我们研究一种包含机械过程和热过程的现象，那么，为了量度热量和机械能，可以引 
入两个不同的计童单位一卡和焦耳，但这时必须考虑有量纲的常量/——热功当 
量.现在假设我们研究不可压缩理想流体运动中的热量传递现象，并且不发生热与 
机械能的相互转化，热过程和机械过程从而将不依赖于热功当量的值而进行.即使 
我们有可能改变热 功当跫 的值,这也决不会影响特征量的值.因此，常量/在这种情 
況下不会出现在物理关系式中，于是，增加基本计量单位的数目，就可以借助于量纲 
理论获得一些额外的重要认识. 


§8. 确定一类现象的参量和应用量纲分析的典型实例 

j 

根据问题的数学提法应用量纲理论的基础是在所研究的问题中使用 n 定理，由 
揭示主定参量组 此产生了如何列出形如 （7.5) 的函数的自变置——主定参量 

——的问题. • 

在第六章热力学中，我们已经知道了表征介质微元的状态和运动的主定参量组 


第七章连续介质力学问题的提法 


的概念.观在需要引入这样的主定参量组，它是从我们选出的^类问题的提法中得 
到的，并且完全表征了对所研究的介质的这类一般问题中的每一个单独的问题. 

在提出 >问题时,基本的和最初的阶段是选取连续介质的模型或模型组，并概括所 
求的解的性质.这包括，考虑对称条件并选取适当的坐标系，同时要确定方程组，所 
求函数组及其类别，以及独立变量. 

主定参量组必须包含独立变量（如 A 2/, A i) 和诸如热导率、黏度、弹性模量等 
的物理常量.此外，对于所研究的一类问题，给出运动的介质所占区域切 P 有量纲 
的和无量纲的特征量必须也包含在主定参董中.此后，还必须对表示边界¥件和初 
始条件时决定待求函数的量加以刻画，并把这些量列入主定参量. 

若所研究的问题己被表述为一个数学问题，.则对于所求的物理规律总是容易写 
出形如 （7.5) 的函数的完整的自变量表.这就是在问题已被用数学方法提出时得到主 
定参量组的一般方法. 

主定参量是为了用各种方法（包括用计算机）计算所求函数而应当给出的所有 
数据. 

在利用实验获得所需答案时，也必须明确地指出并列举所有主定参量.只有在 
这种条件下，实验才能够被重复，才可以对不同实验进行比较. 


挑选主定参量 组不一 
定非要有问题的数学 
提法 


根据问题的数学提法组成主定参量组的上述方法一般不是必 
须的.一般而言，在模型的详细性质乃至方程组未知时，只 
要以有关的初步结果或假设为基础即可写出主定参量组，其 
函数的形式和常量包含在或可能包含在模型的定义、初始条 


件、边界条件以及其他给出具体问题的条件之中. 


有限的 主宏券"^日在研究进行某些运动的各种力学系统时，总可以限制所允许的 

系统和运动的类别，使得一个具体的系统和其中我们所关心的 
一个特定的运动可由有限个有量纲的和无量纲的参量来确定.由问题的条件给出的 
一 系列无量纲函数或常数一经固定，就可以实现这些限制. 

+ 如果物理定律能够使用任意的专门的计量单位来描述，以 n 
全益兀 定理为基础的量纲理论就使我们能够从这一可能性中得出一 

些结论 • 因此，在列举一类现象的主定参量时，必须指出与现 
象的本质有关的所弯昀有量纲参量，不管它们是常量还是变量.重要的是，参量能够 
在不同的单位制中取不同的数值. 


例如，当重力起重要作用时，重力加速度 P 总是必须包括在主定参量组中，虽然 
g 的值对于许多实际运动是不变的. 


在把重力加速度 g 作为主定参量引进之后，通过改变量 g 的值，我们可以毫不 
麻烦地把一类运动进行人为的扩充.这种方法使我们可以察觉并得到有关某些参量 
的影响的一些弯价值的定性的结论，根据 n 定理，这些参量只能够出现在包括重力 
加速度^的组合中. 
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• 327 . 


主定参量组应当具有完全性.在主定参量（其中有些可能是有量纲的物理常量) 
中一定要有这样的有量纲量，通过其量纲可以把我们所感兴趣的全部待求的量的量 
纲都表示出来. 

如果主定参量组从其量纲的角度讲是不完全的，根据问题提法的实质也不能扩 
充主定参量组，那么这就意味着，待求量或者等于零，或者等于无穷大.在用狄拉克 


(5 函数给出点源型的初始条件时，我们常常遇到这种情况. 


用量纲理论解题的不 
足之处 


在一般情况下，利用 n 定理来研究函数关系的方法从本质上 
讲是有限的和不足的，因为由此不可能建立无量纲量之间的 
关系.对于运动方程的任何改变，只要此时没有引进某些新的 


有量纲量,量纲理论的所有结论就都不发生变化.例如，可以把运动方程中的各项分 


别乘以某些正的或负的无量纲数，或分别乘以依赖于所采用的主定参量组的无量纲 


函数.类似的变化并不影响量纲理论的结论，却能够严重地影响物理规律的特性. 


量纲理论对于理论和实验研究的主要好处关系到下述可 能性： 物理规律能够通 


过相对于单位制的选择无关的无量纲的形式写出并进行研究. 


气体中的球面活塞问 
题 


考虑球面活塞问题.设活塞在时刻 i = 0开始从某一初始半 
径 r 0 按照给定规律 (t) = dn /dt 在静止气体中膨胀,气体 
的初始密度为&，初始压强为 Pl . 


为了确定理想完全气体的球对称绝热扰动，必须求解含有3个方程的方程组 


(6.28), 其中包括3个未知函数 p , p 和显然，可以取量 


7, Pi’ Pi ， r， < 

和活塞膨胀规律 

Vn(t) 

作为待求函数的独立自变量，它们的取值是由我们给出的.其中， 7 = c p / c v 是无量 
纲常数——绝热线指数，它出现在绝热性方程和激波条件中.为了得到有限数目的 
主定参量组，可以选取活塞膨胀规律 V n ( t ) 的一些确定的形式，只要这些形式依赖于 
有限数目的参量.例如，如果活塞勻加速膨胀，或者在更一般的情况下，如果％⑴是 
多项式，则应当取相应多项式的系数作为主定参量. 

我们来考虑一个最简单的重要 情况： 活塞在时刻《 = 0突然开始以速度 


V n = const = Vo 

匀速膨胀.在这种情况下，主定参量组可以写为以下 形式: 


或 



7 ? Pi, Pi, ^o, ro, r, % 



V Pi 


(8.1) 

( 8 . 2 ) 
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( Gl 是无扰动状态所对应的声速). 

根据 n 定理，对待求函数可以写出以下形式的公式: 


f ( Vo r 0 r 

p = Pifi ( — 

\ cl \ r a>it 

p=pj,U 

\ ai r ait 


(8.3) 


vof 3 7 > 


a \ 5 r 


a\t 


在公式 （8.3) 中，无量纲函数 A ， / 2 , / 3 通过4个无量纲参量表示，其中2个参量 
ro / r , r/ait 是变量. 

现在可以把方程 （6.28) 通过函数 A ， / 2 , / 3 改写为无量纲形式.这些方程成为 
以2个独立变量 


ro 


ait 


为自变量的偏微分方程. 

如果进一步做理想化假设，认为活塞在初始时刻从一点开始膨胀,即认为 ro = 0, 
则我们所研究的问题根据公式 (8.3) 可以大为简化. 

在这种情况下,主定参量组 (8.2) 不再包括特征尺度 （ r 0 = 0)，所以在 (8.3) 中也 
会减少1个变量 （$ = r 0 /r = 0). 因此,这时 II 定理给出以下 结论： 待求函数的形式 
变为 


P = Pl ,2 (7，艺，”)， 

V = V 0 f 3 (7, v \ 


(8.4) 


即待求函数只可能依赖于变量 r 和 i 的组合 


V = —T- 

. ait 

因此，通过对问题提法的研究，我们根据量纲理论证明了，上述球面活塞从一点 
开始膨胀的问题是自相似的. 

将 (8.4) 代入方程（6.28)，我们得到函数 A , / 2 和/ 3 的常微分 方程. 原来的非 
线性偏微分方程组大为简化，因为现在需要求解的是常微分方程，尽管它们仍然是 
非线性的. 

显然，所有上述结论对于气体一维非定常运动的其他一些问题也成立，只要主 
定参量组可以由 （8.1) 或 （8.2) 给出，或者其中再补充其他参量，例如补充一个有量 
纲的常参量 f ， 它对应从爆轰波或燃烧波前锋释放出来的质量能量.因为 g * 具有速 
度的平方的量纲，所以对于从一点开始膨胀的活塞问题,即 r 0 = 0的活塞问题，如果 
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在扰动区域中有爆轰波或燃烧波，则问趨的自相似解具有以下形 式:. 


P = Plfl 
P = P1/2 

V = V 0 f 3 



vo 

vo 


ait 

r 

a\t 

r 

a\t 


尽管这时常参量的数目增加，但运动仍是自相似的，因为在本质上只有1个变量. 

对自相似活塞问题更加详细的研究表明，在活塞前面会产生沿未扰动气体传播 
的球面激波.如果研究激波的运动特征量，则自相似问题中的球面激波半径 r 2 决定 
于参量 


7, v 0) ai, q\ t. 


因为利用这些参量无法组成包括时间变量 《 的无量纲组合，所以对 r 2 可以得出公式 


r 2 = aitf 




k )' 


由此可知，在所研究的问题中，无论在激波中是否有能量释放，激波前锋都以常速均 
匀膨胀.这是一个非常重要的结果，并且不必完全求解问题就可以得到这一结果. 

可以推广上述方法，从而研究给出自相似解的各种各样的问题提法.我们注意 
到，在上面的问题中保证自相似解存在的是2个 条件: 其一，没有特征尺度 r Q ; 其二， 
从已有常量不能组成具有时间量纲的常量. 


如果把活塞的匀速膨胀问题改为匀加速膨胀问题，则解的相似性消失，相应的气 
体力学问题具有更高级别的难度. 

现在对§6中提出的点爆炸问题进行量纲分析.容易看出，该问题的主 
定参量组可以表示为 


点爆炸问题 


Y, Ply Ply t. 


(8.5) 


容易直接验算，相应3个无量纲独立参量 (n = 6,^ = 3) 可以取为 

1/5 5/6- 

A _ Pi r _ t 

7, E l /H 2 / 51 T ~ e^Y 2 • 


( 8 . 6 ) 


爆炸产生激波，对于激波前锋之后的压强分布，成立以下形式的 公式： 

P= ^/(7, A , r ). (8.7) 

在这个公式中有 A 和 r 这2个变量，所以点爆炸问题和它的解不是自相 似的. 
利用方程 (6.28) 以及附加的初始条件和边界条件可以求出公式 (8.7) 中的函数/的 
形式,例如通过数值计算的方法.还可以提出通过实验确定这个函数的问题.在这两 
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种情况下，关于函数关系 (8.7) 的结构的结论具有重要的应用价值和理论价值. 

当然，这时得到的结果只有在问题的櫸括和提法所要求的那些基本假设（忽略 
辐射，均勻性，空气原来静止等）成耷时才符合实际情况.我们指出，问题的这个提 
法幸好在许多重要情况中（但并非总是如此）基本符合实际情况，因而是有用的. 

为了（在 7 固定时）建立函数关系 (8.7), 只要利用某些具体数据进行唯一的一 
次计算即可.例如，如果我们对空气中的火花放电进行计算，这就能够确定原子弹爆 
炸时的相应有量纲量.同样，在确定的髙度上，即当 Pl 和 Pl 已知时，也只要进行唯 
一的一次具有给定能量的实验性爆炸即可.利用在这次实验中得到的测量结果，就能 
够计算并预测所有其他实验的相应参量 ，.这 些实验具有不同的能量五和表征均匀大 
气的其他 B 知的特征量. 

在每一次这样的计算或实验中，都能够得到关于函数 /(7, A， 乃 的数据，利用 
这些数据显然足以描述任何其他条件下的点爆炸. 

在集中装药的情况下，如果研究爆炸在远大于炸药本身尺度的 
鹏趙側， 瓶臓働細点讎距离雜巾心足够近， 
以至于由爆炸导致的压强还非常大，就可以在问题的提法和公式 （8.7) 中进一步引入 
一些重要的简化. 

实验和理论表明，在爆炸时，在气体扰动区域的边界上会产生一道沿静止气体 
迅速膨胀的球面激波.静止气体的压强属于主定参量组 (8.5). 压强 Pl 对气体扰 
动的影响只能通过激波上的边界条件表现出来.按照 （6.30) —(6.32)， 这些条件被写 
为用激波前的特征量表示激波后的特征量的形式，它们还可以改写为以下 形式： 



V T \ — V r2 = 0, V n2 = 妁一切， V nl = 一级， 

并且 

a\ = 

在强激波的初始阶段，公赛; （8.8) 中的无量纲量 7Pi/Pi^ 2 与量 l ' P 2 / Pi ^ 2 相比 
很小，因为激波后的压强 p 2 远大于初始压强 Pl . 不等 式纪》 表示压强在激波前 
后的剧烈变化,这就是强激波的特征.对于强激波，条件 (8.8) 在忽略 a \! 9 2 阶小量 
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后可以简化为以下近似 条件: 


V 2 


2 


殳， 


P2 


7 + 

7 + 1 


(8.9) 


2 


P2 


7 + 1 


Pi ^ ： 


条件 （8.9) 是强激波条件 • 当激波前的压强为零(^ = 0) 时，这些条件与精确条 
件 相同； 与之相应的是，与发生爆炸时在对称中心释放出的能量相比，这时可以忽略 
激波所包围的区域内的初始能量. 

在分析强点爆炸问题和实际求解这个问题时，如果用条件 （8.9) 取代条件 (8.8), 
就可以把压强^从主定参量组 （8.5) 中去掉（所以 T 也可以去掉).由此可知，上述 
强点爆炸所对应的气体运动是自相 似的. 这时，爆炸波前锋之后的气体扰动的特征 
量分布可以表示为以下 形式： * 


v = v 2 y(-f, a ), 

P = p 2 妒( 7 ,入)， (8.10) 

P = 02 深 (7 ， A )， 

式中的， p 2 和 p 2 由公式 (8.9) 确定. 

显然，爆炸波前锋的半径 r 2 和它的速度这= dr 2 /dt 决定于量 


/>1，7,丑，）， 

其中常数7是无量纲的，而参量 A ，石和 i 具有独立的量纲，所以无法从这些量组 
成无置纲组合.根据 n 定理；对于 r 2 和级成立公式 


一 (0 V ， 

^= h (-\ / 5 r ^ = - k 5 / 2 (- 

5 \PiJ 5 VPi 

狐 • 

式中 A : 是只依赖于 7 的某个无量纲量，而有置纲量的指数是从 r ： 2 的量纲为长度这 
一条件确定出来的. 

我们从问题的提法出发，利用量纲理论但不必实际求解整个问题，即可得到公式 
(8.11). 这些公式是激波的运动规律.在《= 0时, r 2 = 0,而激波速度这是无穷大的. 
随着时间的增加， r 2 增加，但速度货减小.显然，强激波假设只在级 >> ai 的时间段 
才 成立. 由一般理论可知，激波前锋沿气体微元传播的速度总是大于激波前的声速. 
由 (8.11) 和 JV 的公式 （8.6) 可知， A 可以取为 




T 2 


( 8 . 12 ) 
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在扰动区域内， A 在区间（0, 1) 上变化. 

确定扰动的问题归结为求出函数 r ( 7 , A ), 少( 7 , A )， 深( 7 , A ) 和 k(rr). 激波条 
件的形式简化为 

y ( 7 , 1 ) =少(7 , 1) =深(％ 1) = 1. (8.13) 

在对称中心，没有质量源的条件归结为气体微元的速度等于零的条#，即 


=1.4 


^2 Pi P2 


o) = o. 

气体扰动区域的总能量守恒的条件为 


(8.14) 


0.5 


Pi 



p4nr dr 


p 

~pi 


根据 （8.10) 和 (8.12), 这个条件归结为 


^ry / (^料邓 2 dA . 


0.5 


这个条件可以用于计算常数 L 

2 显然，函数函数八，和深满足常微分方程. 

时激波后的压这些方程必须在区间 o ^ a ^ i 上求解，并且条件 

' _P (8.13) (8.14) 是区间两端的边界条件. 

我们不打算在这里求解这个问题 1 >.我们仅仅指出，为了实际得到这个问题的 
解，可以不从实际上己经写出的3个常微分方程出发，而只利用量纲分析就可以写 
出该常微分方程组的2个代数积分，从而以简单的代数形式得到强点爆炸问题的精 
确解.图60给出了求解强点爆炸问题的结果. 


图 60. 发生强点燦炸时激波后的压 
强、速度和密度的分布 


... 物体在流体内部运动时会引起流体发生扰动,流体与物体之 

间有相 互_力，相关_是连续介 j 黄力学_中最主要、 
一 1 最核心的问题. 

当物体与运动的外部连续介质有接触时，在接触面上会产生相互作用力.这些 
相互作用力的性质以及它们对物体的运动规律、几何形状和其他一些特性的依赖关 
系具有重大的实用价值.在一些工程问题中，需要计算各种仪器在水中和空气中的 
运动，需要计算诸如房屋、塔、堤坝、管道等各种建筑物的平衡.这时，关于这些物 
体与周围介质的相互作用力的结果具有重要意义. 

从问题的一般提法和量纲理论可以得出某些一般的推论，这些推论对于各种物 
体的计算方法和实验研究具有重要 意义. 

1〉 在以下专著中给出了这个问题的完整的研究和具体的解 ： CeAOB JI . M . MeToau noAo6na m 

pa 3 MepHOCTM b KiexaHHKe . 7 -e k 3 a . MocKBa : Hayna , 1972; 9 -e MocKBa : Hayna , 1981 (俄 

文第八版的中 译本： JI.M. 谢多夫 • 力学中的相似方法与貴纲理论.沈青，倪锄非，李维新译. 北京: 
科学出版社， 1982). 
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我们来研究一个示意性的基本问题.设刚体在与之有接触的不可压缩流体中匀 


速平动，流体充满物体表面5：以外的全部空间.我们还认为，表面 E 具有任意的但 
固定的形状，并且 S 的所有几何尺寸都完全决定于某一个特征长度 ▲ 在实际中，这 
是刚体运动的一种重要而典型的情况，但与此同时还需要研究可变形“固体”和其他 
物体的运动问题，非平动运动，加速运动，等等. 


如果一些有限大小的物体在一种介质内部平动,并且物体的表面5：就是介质的 


边界，则在平动理论的范围内可以研究此问题的两种等价的基本提法. 

第一种提法是“绝对”运动问题，这时认为物体前面的流体在无穷远处是 
静止的,处于未受扰动的状态， 而 物体以常速度 t ; 平动. 


绝对运动 


绕流问题 


第二种提法是平动的液流或气流绕静止物体运动的问题，这时物体前面 
无穷远处的来流具有常速度- 


按照伽利略一牛顿原理，使整个系统（外部介质和物体）叠加上一个平动速度 
-等价于从一个惯性系转换到另一个惯性系.因此，在上述两种提法中，所有的力 
的相互作用都是相 同的； 在所有的点叠加上绝对速度矢量- 1; 就可以得到绕流问题 
中的相对速度场/ 


这种等价性是研究这个问题的许多实验方法的基础.飞行或航行实验可以替换 
为在风洞、水槽和其他一些装置中对静止物体进行的实验.显然，飞行问题与绕流问 
题在实际中的完全等价性还要求可以忽略其他物体的影响，例如风洞和水槽的壁面 
等的影响.如果这种影响不小，就应当用专门的方法加以考虑. 

在问题的一般提法中，无穷远条件是对物体 f 方的状态和速度表述的.这是因 
为，如果把定常运动看作持续了无穷长时间的非定常运动的极限，则在极限情况下得 
到的结果是，物体所经过的路径是无穷长的.所以，在物体后方无穷远处的流体运动 
一般会受到扰动.这种状况出现于有限翼展机翼理论、船舶运动理论和其他许多情 
况中. 


物体在充满整个空间 
的不可压缩黏性流体 
中作常速运动时的速 
度场和应力场的主定 
参量组 


我们开始研究物体在均勻不可压缩黏性流体中的运动.由第 
四章的一般方程可知，不可压缩黏性流体的力学性质完全决 
定于2个常量 .• 密度 p 和黏度 M . 具有相同的和 / i 但化学 
上不同的两种不可压缩黏性流体从力学的观点看并无区别. 
不可压缩黏性流体绕静止物体的定常流动问题就是在一定条 


件下求解纳维一斯托克斯方程的问题.这些条件包括:流体在物体表面的无滑移条件 


和无穷远条件——来流在无穷远处的速度和压强 Poo 是给定的.对于非线性的 
纳维一斯托克斯方程来说，这个数学问题极其困难，甚至对形状最简单的物体也不 
存在精确的特解.尽管如此，还是有各种各样的理论和实验结果，从而能够估计相互 
作用力和流动性质的特点，能够得到关于物体形状对流体与物体之间的相互作用力 
大小的影响的某些认识. 

在物体的固连坐标系中，不可压缩黏性流体的相对运动或绝对运动的定常速度 
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场以及压强和黏性内应力的分布由以下主定参量组的函数确定： 

p, n, d, V, a, 0, Poo, $ ， y, 

其中角 a ，/? 确定了物体相对于上述固连坐标系的常速平动速度矢量的方向（图 61). 

在物体表面 S 的每个微元上都有从流体作用在物体上的面力 p n da 
^ P (依照问题的条件，我们不考虑质量力).从这些力对被看作刚体的物体 

的作用效果来看，只有合力 P (主矢量）和合力矩 M 具有重要意义，它们由以下积 

分 定义： 

P = jp n da，M = jr x p n d ( 7 . (8.15) 

£ E 

力的主矢量 P 可以表示为和的形式： 

P = W-^A, 

图 61 . 物体在流体中运动的其中矢量 W 和 A 分别平行和垂直于速度矢量 V. 当力 
问题的示意图 W 的方向与 v 的方向相反时，这个力称为 阻力； 力 A 

则称为升力.要想确定力化，4和力矩可以根据理 
论方法直接或间接计算积分 (8.15), 或者在实验中利用天平来测量力，例如在风洞、 
水洞或其他形式的实验装置中进行测量. 

在实验和理论中，可以把以下参量视为力 ⑻和 A 的主定 参量： 

p y d , v , a , /3, p ^. (8.16) 

压强 Poo 的变化对合容易看出，无穷远处的压强值 Pa 在计算合力时并不重要.其 
力 g 有影响（如果流实，因为压强仅仅以对坐标的导数的形式出现在不可压缩流 

体的纳维 一斯托 克斯方程中，所以，如果给压强增加一个常 
量，同时让速度场保持不变，就可以从一个解变换为另一个解.由此可见，无穷远处 
的压强 POO 可以叠加给流体的压强.我们指出，这个结论只对不可压缩流体才成立. 
另一方面，由奧一髙定理可知，对于任何封闭曲面 S 和它所包围的区域 K 成立等式 

-J Poo n ^ a 

E 


J r x n Poo d 。 

E 
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球体在低霄诺数下的阻力系数 （ Clv 和 ft e 的定义见 上图) 


球体的阻力系数 


Arnold 


Allan 


\ 


10 10 10 6 10 7 

=^的函数关系 （ rf 是球的直径) 




o Schiller - Schmiedel , 1928 
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— 更高压强下的结果， 
1922/1929 
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因此，利用不可压缩假设可以从主定参量组 (8.16) 中去掉量 Poo , 而从剩下的6 
个参量 (n = 6, A : = 3) 只能组成3个无量纲 参量： 

a , 卢 ， He 〒巧^， f (8.17) 

• M 

角 a 和表征物体的速度 t ; 相对于 S 的方向.如果物体是球形的，角 a 和/?就无 
关紧要，但在其他情况下速度矢量相对于物体的方向非常重要，所以角 a 和是重 
要参量.无量纲的数 Be 称为雷诺数.雷诺数在所有与流体黏性有关的现象中具有 
基本意义. . 

容易验算，组合 fxfv 2 和 = fxPv 2 / Re 具有力的量纲.现在，根据 II 定理可 

以写出 • . * 

f W = c w ( a ) 0^ Re ) pv 2 d 2 , 

A = c A { a ^ /3 y Re ) pv 2 d 2 ， (8.18) 

M = c M ( a , 0 3 Re ) pv 2 d 2 . 

无量纲系数 G Cvv , 只依赖于％ 和雷诺数 Tie . 确定不同形状的物体的这 

些系数对上述自变量的函数关系是理论和实验空气动力学和流体力学的主要任务之 
—. 对于在实际工程中遇到的各种物体，现在有许多关于这些系数的结果. 
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图 64. 机墀的升力系数 h 和阻力系数 c # 
对攻角《的典型依赖关系曲线 （ S 是机翼平 
面的面积） 


流体的黏性对运动的影响，例如对阻力 
和升力的影响，只是通过雷诺数的影响才表 
现出来.从雷诺数公式 （8.17) 可知，黏性的 
影响不仅通过黏度 M 表现出来，这种影响还 
与密度 P 、 速度 v 和长度尺度 d 有密切关系. 
对各种无量纲函数而言，黏度增加所引起的 
效果等价于流体的长度尺度、速度或密度减 
小所引起的效果.显然 ; 在黏度不变时增加物 
体尺度或运动速度等价于在尺度和速度不变 
时减小黏度. 

在图62中给出了关于各种范围内的雷 
诺数对球体阻力系数的影响的实验结果. 
对各种液体和空气得到的实验数据很好地位 
于同一条曲线上.当雷诺数很小时，这条曲 
线的方程为= c / Re . 在图63中，该曲线 
是直线，因为坐标轴采用对数尺度.作为一 
个实例，在图64中绘出的典型曲线给出了 


机翼的系数 c # 和 h 对攻角的函数（攻角是机翼运动速度对机翼的倾角). 


为简单起见，我们在这里只给出了力 >4和力矩的大小的相应系数，而在实际中必须考虑 
这些矢置的分量的类似系数. 
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如果在一些实验中已经确定了无量纲系数 Q 和 C #， 例如利用给定物体在水中 
的运动已经确定了这些系数，那么，在没有做实验的其他一些情况下，借助于 (8.18) 
和这些系数就可以计算出几何形状相同但大小不同的另外一个物体的阻力和升力， 
并且这个物体可以在其他液体甚至空气中运动，只要空气的压缩性可以忽略.显然， 


在进行这种计算时必须具有并使用系数。和在相同角度值和相同雷诺数 
Re ^ fyvd /^1 下的结果.在初步的实验中，必须在无量纲自变量 a , 0 和也的所需范 
围内得到系数 c # 和 4 的结果，它们决定于实际问题的应用条件. 

_ 我们来考虑黏性流体中非常缓慢的运动，相应的雷诺数很小. 

素雷诺数减小对应着黏度# _，由_引起_应力也相对 

增加. 如果与黏性力相比可以忽略惯性力，这就等价于假设 
1 作为主定参量的密度 p 不再重要.在纳维一斯托克斯方程中 

忽略密度相当于去掉加速度项，相应数学问题和它的解就是斯托克斯近似理论. 


在这种情况下，给定形状的物体以常速度^平动时的阻力决定于参量 


/ x ， d ， v ， a ，/?. 

因为从参量叫 < 〃无法组成无 s 纲的组合,所以 

^ = c ( a , P)/ivd = ^ n ^ d 2 , c w = • (819) 

因此，在低雷诺数条件下，阻力正比于物体的运动速度、长度尺度 d 和黏度 /X (对 
升力也有类似结论).无量纲系数 c 只依赖于物体速度相对于其表面的方向.球体的 
c 是常数，只要做唯一的一次实验就可以求出这个常数.如果 d 是直径，则对球体 
的理论计算给出 c =3 tt . 对于任意形状的物体，从 （8.19) 的第一个公式得出的公式 
= c ( a , (3)/ Re 确定了系数在低雷诺数条件下对雷诺数的依赖关系.实验很好 
地验证了这个公式.通过实验还可以指出使公式 （8.19) 完全能够被实际应用的最大 
的雷诺数，该数值依赖于物体的形状. 

作为一个实例，可以把阻力卑律 （8.19) 用于描述细小颗粒在流体中的下沉过程. 
不过，对于潜水艇在水中的运动和飞行器以及汽车在空气中的运动而言，由于长度 
和速度较大，相应雷诺数也较大，所以公式 (8.19) 不再成立. 

对于理想流体^ = 0 ,所以理想流体对应无穷大雷诺数 1》 .还 
可以在# 0 ,但 M — oo 的条件下，即针对大尺度物体和髙 
/，L 速运动的物体来考虑雷诺数的重要意义.在理想流体中，阻 


D —般而言，由于理想流体没有黏性，所以雷诺数不是描述理想流体运动的无量纲主定参量.因 
此，“理想流体对应无穷大雷诺数”的说法是一个比较模糊的结论，容易被误解.尽管描述理想流 
体运动的欧拉方程是描述黏性流体运动的纳维一斯托克斯方程在 Re-，oc 时的极限，但是黏性流 
体的运动（纳维一斯托克斯方程的解）在 ile — oo 时一般并不趋于理想流体的运动（欧拉方程的 
解)，其根本原因是两种流体模型中的固体壁面边界条件不同.一译注 



力和升力的主定参量为 
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p , d y Vj a , P , Re 


因此,在理想流体的定常绕流问题中应当成立公式 


w = c w \ a , 0) pv 2 d 2 , 


c A ( a ， (3) pv 2 d 2 . 


( 8 . 20 ) 


公式 (8.20) 表明，在理想流体中，或者近似地在 Re -， oo 的黏性流体中，阻力和升力 
正比于运动速度的平方沪、特征面积 d 2 和流体密度.在许多重要情况下，仅仅利用 
n 定理从问题的提法中得到的这些规律与实验符合良好，它们总是精确地对应于不 
可压缩理想流体力学范围内的理论计算. 


当船舶在水面上航行时，部分流体边界是自由面.这时，水的扰动与重 
力有关，水面上处处都有水波.船舶运动时的升力和阻力也与水受到 
的重力有关.所以，如果水充满下半空间，则当船舶相对于自由水面以固定的姿态和 
不变的水平速度平动航行时,主定参量组为 

p, /X, g , d , v . 

从这些参量 (n - 5, A : = 3) 可以组成2个独立的无量纲 组合： 


Re 


pvd 


Fr 




( 8 . 21 ) 


无量纲参量 Fr 称为弗劳德数. 

在％ d •和 g 是主定参量的所有问题中，弗劳德数是一个重要的无量纲参量.对 
无量纲的主定参量而言,重力的影响是通过弗劳德数考虑和表现出来的. 

船体阻力公式可以写为以下 形式： 

W = c w ( Re ^ Fr ) pSv 2 y 

式中 S 是特征面积，通常取为船舶浮在水面上保持平衡时船体外表面的浸水面积. 
确定 c # 对 He , Fr 的依赖关系和船体的几何形状是船舶流体力学的基本问题. 

作为特征变量的无量纲参量和不只出现于上述问题，这些参量还被应 
用在 P , M ， g , v , d 是主定参量的其他许多问题中.一般而言，当介质的黏性和童力都 
重要时,这两个无量纲参量的作用就是重要的.例如，雷诺数在黏性流体沿管道运动 
的问题中具有基本意义. 


S 盖富 S , l " ] 体巾的 釀法 ，赃糊絲变概纖.猶]抓为，外部介质是 

理想完全气体，在气流中允许有激波，并且在考虑可压缩性时 
还认为，在每一个气体微元中发生的过程在连续运动区域都是绝热的和可逆的，而 
在气体微元穿过激波时是不可逆的. 

在静止物体的绕流问题中，我们在无穷远处有给定的压强 Poo 、 密度 Poo 和气流 


前面对物体在无界流体中作定常运动的基本问题给出了相应 


§8. 确定一类现象的参 a 和应用量纲分析的典型实例 


速度 Voo . 在这种情况下，气体的状态和运动特征量的分布决定于主定参量 


7=尹， ？。 c，A 

c v 


Voc ， a ， 0 ， d ， x ， y ， z. 


空间点的坐标 rr ， 2/， z 是在物体的固连坐标系中取的.我们有 
所有待求的无量纲量决定于7个无量纲 参量: 


( 8 . 22 ) 
10, k = 3. 显然， 


1, Moo = — > ot, 13, 


H d ， 


(8.23) 


并且 


TPoo 

Poo 


其中的记号同前面一样， 角 a ， /3 给出来流相对于物体的方向， aoo 是来流在无穷远 
处的声速， A /% 是马赫数.马赫数 I 在这个问题中所起的作用类似于雷诺数或弗 
劳德数在前面研究过的问题中所起的作用. 

—种特别的情况是，例如，长度尺度 d 有可能不在参量 (8.22) 之列.无限长的楔 
形物体和圆锥形物体的绕流问题就是这样的例子，这时坐标系原点应当取在圆锥形 
或楔形物体的顶端.在这种情况下，流动具有自相似性，从而可以只用2个无量纲自 

变量！，$来代替3个无量纲自变量^兰. 

x x add 
在所研究的问题中，阻力和升力满足以下 公式： 


^ /? ， 7, ^oo)/w^d 2 

A = c A ( a , /?, 7 , MocXd 2 . 


(8.24) 


布西内斯克问题 


显然,对于可压缩理想流体而言，力 W 和 A 对速度〃的平方依赖关系由于马赫数的 
影响而不再成立.公式 (8.24) 对亚声速 （Moo < 1) 和超声速 （Moo > 1) 来流均 成立. 
在超声速绕流中可能有激波.要想确定函数 c w ( a , ^ 7 , A ^ o ) 和 c A ( a , ^ 7 , M ^), 
可以根据流体力学问题的解进行计算，或者在风洞和其他专门的空气动力学装置中 
进行实验测量，还可以利用自由飞实验. 

我们来考虑弹性力学中经典的布 爭 

西内斯克问题.设满足胡克定律的 
均匀弹性介质充满半空间，其边界平面为自由面.依 
条件，在自由面上没有外面力. 。 \ n 

半空间的无变形初始状态是没有任何外载荷和 Ve ~ 

内应力的状态.如果在弹性半空间自由面上的某一点 \ 

有集中作用 力少， 这就导致空间的变形状态.为简 \ 

单起见，我们认为力少垂直于无变形状态的边界面 

(0 65). 问题在于确定弹性半空间在平衡时的应力应图 65. 布西内斯克问题示意图 
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变状态，这时还假设从点0离开趋向无穷远时，位移趋于零.显然，这个问题的解具 
有轴对称性，并且力矢量位于对称轴上. 

我们在线性弹性力学的范围内研究这个问题，这时自由面上的线性边界条件被 
移动到无扰动的初始边界面.该边界条件是:在自由面上除点0以外的所有点成立 
等式 

Pn = 0 ， 

而在点有 p nri —► 00,并且、 

Pnn = 列 W ， （8.25) 

式中 <5( r ) 是狄拉克 (5 函数. 

从运动方程、附加条件 (8.25) 和无穷远条件显然可知，内应力张量的分量和位 
移矢量的主定参量是 


( T , E , r , (9, 


(8.26) 


其中 r 和0是经过力矢量少的平面上的极坐标，并且点0为坐标系 原点； a 是泊 
松比，而五是杨氏模量.平衡方程是具有2个独立自变量 r ， 0的偏微分方程.因 
为杨氏模量具有压强的童纲，所以从5个参量 (8.26) 只能组成3个独立的无量纲 


组合: 


a , (9, 




(8.27) 


由此可知，所有待求无量纲量只依赖于3个参量 (8.27). 

问题的线性化具有重要作用.因为力的值少在边界条件中是线性的，所以位移 
场和内应力场显然线性地依赖于力少， S 卩所有待求的位移矢量分量和内应力张量分 
量都正比于参量 ^/ Er \ 所以，只要知道待求量的量纲，我们就能够完全确定待求 
量对坐标 r 的依赖关系.例如，位移矢量 ti ; (夕， r , 0 ) 的量纲与长度的童纲相 
同，从而可以写出 

备咖，約, (8.28) 

式中/&,彡）是只依赖于1个坐标变量的某个矢量. 

把公式 （8.28) 代入平衡方程，就得到无量纲待求函数的常微分方程.这种方法 
极大地简化了问题.通过求解相应的常微分方程，即可轻松地得到需要的解. 


§9. 现象的相似与模拟 

模拟与物理相似量纲与相似理论在模拟各种现象时具.有重大意义.模拟是把我们 

对所关心的实际现象需作的研究，替换为通常在专门的实验条件 
下在尺寸缩小或放大的模型上对相似现象的研究.模拟的基本思想在于，根据模型 
试验的结果就能给出关于效应的特性和与实际条件下的现象有关的各种量的必要的 
答案. 



在大多数情况下，模拟是以研究物理相似的现象为基础的.我们用研究比较便 
于实现的物理相似的现象来代替研究我们所关心的实际现象.力学相似，或一般地 
说物理相似，可以视为几何相似的推广.如果两个几何图形的所有对应长度之比相 
同，则这两个几何图形相似.如果知道了相似系数——比例尺，则对一个几何图形的 
尺寸简单地乘上比例尺的值，即可得到与之相似的另一个几何图形的尺寸. 

如果根据一个现象的给定的特征置，通过类似于从一种单位制转换为另一种单 
位制那样的简单换算，就可以得出另一个现象的特征量，则这两个现象在物理上相 
似.为了进行换算,必须知道“转换比例尺”. 

两个不同的但相似的现象，其数值特征量可以视为同一个现象在两个不同的单 
位制中表示出来的数值特征量.对于任何一族相似现象，所有相应的无量纲特征量 
(有量纲量的无童纲组合）部具有同样的数值.不难看出，逆命题也是立的，即如果 
两种运动的所有相应的无量纲特征量都相同，这两种运动就是相似的.一族力学相 
似的运动确定一种运动方式. ‘ 

有时可以更广义地理解两个现象的相似性，即认为上述定义只是对专门的某一 
组特征量而言的，这组特征量完全确定现象并可以用来求出任何其他的这样的特征 
量,这些量在从一个现象转换为另一个“相似的”现象时却不能通过简单乘以相应比 
例尺的方式得到.例如，任意两个椭圆，当使用沿椭圆主轴方向取的笛卡儿坐标时， 
可以认为在上述意义下是相似的.用上述换算可以通过某一个椭圆的点的坐标得出 
任何一个椭圆的点的笛卡儿坐标（仿射相似). 

为了在模拟时保持相似性，必须遵守某些条件.然而在实践中，保证现象在整体 
上相似的那些条件往往得不到满足，这时会®到在将模型上得到的结果搬到实物上 
时所产生的误差值的问题（比例尺效应). 

mm 在建立了所选出的一类现象的主定参量组之后，就不难建立两现象相似的 


其实，设现象决定于 n 个参量，其中部分参量可以是无量 纲的; 再假设主定参量 
中的可变参量和物理常量的量纲可以通过主定参量中的个 （ A : < n ) 量纲独立的董 
的量纲表示出来.显然，这样由 n 个量就可以组成 n - &个独立的无量纲组合.现象 
的所有无量纲特征量可以看作是这 n - k 个由主定参量组成的独立的无量纲组合的 
函数.因此，在由现象的特征量组成的全部无量纲量中，总可以选出一个基，即决定 
所有其他的量的一组无量纲量. • . 

在由相应的问题提法决定的一类现象中，包含着彼此根本不相似的现象.利用 
下述条件可以从中划分出一小类相似的现象. 

M 个琊舉咋诹咋考分伞睪奪#舉，痄碑華 W 那丁卑无量纲组合的数值在这两个 

现象中相同.由给定的确定现象的那些量组成的无量纲参量的基相同的条件]称为相 
似律. ’ 

如果相似性条件得到满足，那么，为了根据模型的有量纲特征量的数据来真正 
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计算实物的所有特征量,.必须知道所有相应量的转换比例尺.如果现象决定于 n 个 
参量，其中个具有独立的量纲，则对于量纲独立的量，转换比例尺可以是任意的， 
它们应当由问题的条件给出，而在实验中则由试验条件给出.所有其余的有量纲量的 
转换比例尺，容易由各有量纲量的量纲公式得出，这些量纲公式是通过 fc 个量纲独 
立的量的量纲表示的.对于这 A ; 个量，试验条件和问题的提法即暗示了其比例尺. 

J 量由3个参_定： W 和雷诺数也._相_条件 
' 7 ——相似律一是以下关 系式： 


const , p = const ， Re 


pvd 


const . 


其含义是，％ 和 fte 的常数值表示在各种（相应的）相似现象中这些量都取相同 
的值. • 

在模拟一个现象时，模型试验的结果只能用于％ 和相同的实物.前两个 
条件在实践中总是容易实现的，而第兰个条件 (Re = const ) 则较难满足，尤其当被 
绕流的物体尺寸较大时更是如此，例如机翼.如果模型小于实物，则为了保持雷诺数 
的值相等，就必须或者增大绕流速度，而这通常是不现实的，或者大大改变流体的密 
度和黏度.这些情况在实际研究气动阻力时带来很大困难.必须保持雷诺数不变，这 
就导致建造可在其中对真实飞机吹风的巨大风洞，和建造密度较大的压缩空气在其 
中作髙速循环的闭口型风洞. 

专门的理论研究和实验研究表明，在流线型物体的许多情况下，雷诺数只显著 
影响无量纲迎面阻力系数，而有时对无量纲升力系数和在各种实际问题中起十分重 
要作用的其它一些量影响很小.因此，模型与实际现象的雷诺数的差别在某些问题 
中并不重要. 

我们已经指出了不考虑空气的压缩性时物体运动的相似性条 

■認 I 謚件.在速度与声速相比很小时，压缩性是不重要的” . 

絲亚声 3 S 糊声速飞棚空气财学巾，臓性的影 
响首先是通过马赫数表现出来的.我们在前面分析了机翼或 
者一般而言任何形状的物体在无界气体中的绝热运动问题的提法，相应无量纲主定 
参量组由 （8.23) 给出.气流的整体特征量或者运动和状态在特征点的特征量，其主 
定参量是 • • 


«，卢，7, 


在模拟时必须保证这些参量在实物和模型试验中取相同的值.显然， 7 和马赫数 I 
相同是最重要的相似律 . 7的值关系到对气体性质的选择.对于同一种气体，条件 
7 = const 自动满足 . Afoo 相同应当由试验装置的基本条件来保证. 

0注意这个结 i 仅对定常流动成立.—译注 
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模拟的难点在进行模拟时，若改变基本参量，我们就会发现， 在模型 试验中出现的 

各种效应可能在所采用的问题提法中对于我们所关心的实际现象并不 
重要.例如，机翼被低速空气流定常绕流时的马赫数很小，所以空气的压缩性是不重 
要的，这时雷诺数是主要的相似律在风洞中模拟绕流时，随着尺度 d 的减小，要想 
保持雷诺数= pvd /^ i 不变， 一 般而言必须对缩小的模型增加速度增加来流速 
度将导致马赫数 Moc 增加，所以缩小的模型的马赫数将比实物要大.尽管压缩性的 
影响对实物可能并不重要，这种影响的效应却可能在模型上显著地表现出来，相似 
性就可能遭到破坏.这种状况给空气动力学实验带来巨大的困难，并提出在设计风洞 
时必须考虑的许多要求. 

物体在水中运动时出现的空化效应和实验装置中气体的凝结效应，是可能出现 
于模型试验但并不出现于应当研究的实际现象的另外一些例子.这些效应的产生与 
运动介质的某些区域中的压强和温度值降低有关（空化即低压区域中的水发生汽化 
的现象，而风洞中的空气发生凝结是由于气流中某些微元的温度在绝热膨胀过程中 
显著降低而导致的).为了消除水中的空化现象，需要（见第八章）增加“不重要的” 
无穷远处的外部压强 Poo . 为了消除气体的凝结，需要增加来流的温度 T 。。， 而从相 
似律的角度讲，这个量在问题的原始提法中并不重要.因此，一般而言，在髙超声速 
风洞中要给工作气体加热到较高温度. 

动力学问题(水花的产生，航行中的晃动,在海浪中航行时海水的 
灌入,等等)，可以用小船模在专门的水渠中进行水动力学拖曳实验. 

从前面给出的问题提法和 （8.21) 可知，为了使实物和模型上的运动相似，必须 
使雷诺数和弗劳德数 Fr 保持相等，但是容易看出，在缩小尺寸 d 的条件下，当 
g = const 时对于水不可能同时满足等式 . 


Re 


pvd 


const , Fr 




const . 


弗劳德数模拟 


由雷诺数相同的要求可知，模型的航速应当比实 物高； 而由弗劳德数相同的要求可 
知，模型的航速应当比实物低. 

因此，严格地讲，在 g 和^ 不变的条件下模拟船舶航行时，完 

全的力学相似根本无法实现.不过，对流体力学现象的本质的详尽 
分析表明，在许多问题中可以利用附加的计算或简单的实验来考虑雷诺数的影响.在 
通常的船舶水动力学中，弗劳德数具有主要意义，所以模拟是在保持弗劳德数相同 
的情况下进行的.这就是弗劳德数模拟. 


弹性结构平衡的模拟 


现在我们再来讨论弹性结构平衡的模拟问题.设我们有某一 


种由均质材料制成的建筑物，例如桥梁的桁架.各向同性材 
料的弹性性质决定于2个 常童： 杨氏模量五(量纲为 kgf / cm 2 ) 和无量纲的泊松比 a . 
我们来讨论几何相似的结构并列出主定参量组. 
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为了确定模型的全部尺寸，只要给定某一个特征尺寸 d 即可.如果结构的重量 
在所考虑的平衡状态下是重要因素，则应把材料的比重 7 = PP (量纲为 kgf / cm 3 ) 列 
入主定参量组.在建筑物各部分上，除重力外还作用着以某种确定方式分布在结构 
单元上的外载荷.设这些载荷的大小由力少（量纲为 kgf ) 确定.于是，主定参量组 
为 

(7、 E 、 d 、 pg ' 穿. 

这时我们有 n = 5, k - = 2) 所以力学相似的弹性平衡状态的基是3个无量纲 参量： 

E 夕 

^ Jfd ： 'EdP' 

相似 律是： 这些参量对模型和实物是相同的.当满足这些条件时，所有变形都是相似 
的.如果模型为实物的 1 / n , 则模型上所有位移为实物的 1 / n . 

如果模型和实际结构由同一种材料制成，则模型和实物的 p ， a 和五值相同，所 
以为了力学相似必须满足条件 

gd = const . - 

在通常的条件下 g = const , 所以，为了保证力学相似,应有 d = const , 即模型应与实 
物相同.换句话说，在 g 为常量的情况下不可能进行模拟. 

酬可以人为 ftfe 改变当模型尺寸足够小而旋转半径足够大时， 
模型各部分的离心惯性力可以认为是平行的.在绕竖直轴旋转的时候，我们得到， 
在模 M (相对于离心机).处于相对平衡状态时，作用在模型上的质量力是不变的，此 
力类似于重力，只不过加速度有所不同.调整旋转角速度就可以得到任何大的加速 
度值. 、 

现在已有造好的离心机，可用于各种目的，包括用来在模型上研究在土壤中发 
生的各种过程 1 

弹性结构在重董和给定的载荷分布的作用下发生变形，我们来研究这时产生的 
应力 r (量纲为 kgf / m 2 ). 我们可以把 t 理解为某一应力分量的最大值，或者一般地 
说理解为结构的确定部分上的某一应力分畺. 

组合 r / 五 是无量纲的，于是可以写出 

1 _ / _ E _ 

E 一 1 、， pgd ， Ed 2 ). 

如果模型和实际建筑物由同样的材料制成，则五= const , 所以对于力学相似的状态， 
对应点上的应力是相同的. 

D 如果除了参量 P , & d ， E ， 还有其他一些参量同样也是重要的，则在模拟这样的过程时，条件 
E/pgd = const 仍应满足.所以，在所有这样的情况下都可以利用离心机进行模拟. 
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如果认为受力状态是力学相似的，并且破坏是由最大应力值决定的，则显然在 
模型上和实物上的相应点会出现破坏. 

如果外载荷的值大而结构的自重小到可以忽略不计，则参量 7 = 是不重要的 

(从而参量 E / pgd 也不重要).这时，前面的关系式变为 


而相似性条件则仅为2个 等式： 


g — const , 




= const • 


由此还可以得出，在保持材料性质不变的情况下进行模拟时，外载荷必须正比于长度 
尺度的平方而改变. 


小尺寸结构的强度较 
大 


我们把弹性系统某一单元的长度在变形时的改变记为 Z . 对 
上述一类结构成立关系式 




pgd ^ \ 


在许多情况下，根据物理上的考虑立即可以看出，在结构元件的比重减小时，即参量 
pgd/E 减小时，量 Z / d 也减小. 

现在取两个尺寸不同但材料相同（五和 a 相同）的几何相似结构.假设外载荷 
值正比于长度的平方而改变，即 

E^ = const * ‘ 

显然，这时参量 pgd/E 随结构尺寸的减小而减小，因此,力学相似性将被破坏.在小尺 
寸结构上相对变形也小，所以小尺寸结构有较大的强度.然而，这个结论只在材料的 
比重7 =即起重要作用的情况下才是正确的.若自重7不重要，而 ^/ E ( f = const , 
则对于不同尺度的物体，相对变形具有同样的值. 

再考虑7不重要的一种情况，并且己知对于给定的结构，当外载荷逆减小时比 
值也减小.如果外载荷与长度尺寸的立方成正比，则小尺寸结构的比值 l / d 職 
小于大尺寸结构的比值.因此，这时减小尺寸也使强度增大. 

在某些情况下，当模型和实物的某些无量纲参童 rii ， n 2 , •. • 具有不同的值，但与 
此同时由附加的考虑事先已经知道所求无量纲量对这些无量纲主定参量 iih n 2 ，••• 
.的依赖关系的形式时，可以利用明知是不相似现象的实验来进行模拟.在这种情况 
下，在模拟时需要保持不变的只是那些对其依赖关系未知的相似性参量. 

有时，当未知量对参量 FU ， n 2 , ••• 的依赖关系的形式作为工作假设而提出时， 
可以采用上述办法进行模拟.在做了模型研究之后，所作假设就可以得到证实或者 
被推翻.如上所述，当雷诺数对某些未知特征量的影响不重要时，在不同雷诺数值下 
进行的模拟，在许多情况下可以作为这种模拟的 例子； 而在雷诺数是重要的但对它 
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的依赖关系事先己知的情况下，也可以应用这种方法. 

利用模型来进行研究，往往是实验研究和解决重要实际问题的唯一可行的方法. 
在研究那些历程达几十、几百甚至几千年的自然现象时，情况就是如此，而相似的现 
象在模型试验的条件下只持续几小时或几天.在模拟石油的渗流现象时，我们也会遇 
到这种情况.也可能出现相反的 情况： 为了研究自然界中进行得极快的现象，可以转 
而研究与它相似的、在模型上进行得缓慢得多的现象. 

模拟是一种在原则上和认识上具有普遍意义的极为重要的科学手段，但只应当 
把模拟看作完成主要任务的初步基础.主要的任务在于实际确定自然规律,探索各 
类现象的普遍性质和特征，发展出研究和解决各种问题的实验和理论方法，最后，还 
在于得出解决具体的实际问题的系统的资料、方法、法则和建议. 




附录一具有若干张量自变量的非线性 

张量函数 n 

B . B . 洛欣， JI . H . 谢多夫 ， 


许多基本的几何和物理概念是标量或张童，所以具有几何或物理本质的各种规 
律在数学上可以通过标量关系式或张量关系式表述出来. 

利用方程的张量写法能够表述那些具有不变性的规律，也就是与坐标系的选择 
无关的规律.当所研究的几何的或物理的现參、对象、定律和性质涉及对称性时，相 
应的张量和张量方程就会具有一些附加的不变性和特别的性质. 

主定参量是根据所研究的问题的基本前提条件提出的 .. 下®将发展出能够在线 
性和非线性问题中自动考虑种对称性的一些方法，这些方法的基础就是适当地选 
取相应的主定参量.关于对称性所起作用的相应结论是利用类似于相似理论和量纲 
分析的方法 W 得到的. 

本文旨在解决两个基本 问题： 

( a ) 证明了取向介质 2) 和晶体的性质可以由张量给出，并实际建立了作为几何参 


本文发表于《应用数学与力学》： JIoxmh B . B ., Ccaob Jl . M . HeJiHHettHwe TeH 3 opnije 4> ynK - 
Uhm ot HecKo^jibKHx apryMCHTOB. ripMKJia^naH MaTeMaTHKa vl MexaHMKa, 1963, 27(3): 393 一 
417 (Lokhin V. Sedov L. I. Nonlinear tensor functions of several tensor arguments. J. Appl. Math. 
Mech” 1963, 27(3): 597—629). 

2) 取向介质 (TCKCTypa), 英文译为 oriented (textured) medium, 其定义在 3° 中给出（见 353 页). 
—译注 
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数集合的若干组简单的张量，它们确定并给出了所有7种取向介质和所有32类晶 
体的对称性. 

( b ) 建立了以一系@标量和若干不同阶数的独立张量为自变量的任意阶张量函 
数公式的一般形式. ' 

与这两个问题有密切关系的是对组成某种对称群的坐标变换集合的研究. 

在物瑝学中，对称性具有基本的意义.相对于相应对称群不变的函数和各阶张 
量，其专门形式已经在许多论文中得到研究.相应结论被应用于各种实际问题，成为 
发现诸多新效应的源泉. 

在 Nye 的专著 [2] 中汇总了各种具体实例的基本结果，还有关于前人工作的详 
细的参考文献. 

在代数学中发展出了一种一般理论，用来得到有限变换群下的标量不变量并研 
究其性质，该不变量是张量分童和矢量分量的多项式.对于任何正交有限群 G 已经 
证明％，总是存在多项式不变量的整有理基（整基)，它是由给定的张量和矢量的分 
量组成的数目有限的标量不变量多项式，并且由这些分量组成的任何不变量多项式 
都可以通过整基表示出来. 

整基组成一组在群 G 的有限数目的变换下不变的量,但是其元素——所给张量 
分量的多项式——在任何坐标变换下显然一般不是不变董，尽管整基中包括这样的 
不变量.整基的元素数目只与群以及所给张量和矢量有关，该数目一般大于所给张 
量和矢量的独立分量的数目，所以整基的元素一般而言是函数相关的. 

在 D 6 ring [ 4 l，Smith 和 Rivlin [ 5 l , Pipkin 和 Rivlin [ 6 l , CmpotmhP ’ 8 !的论文中实 
际建立了取向介质和晶体群的整基.下面将证明，构造张量函数的充分必要条件是 
使用一组完全的函数独立的联立不变量[ 9 , 1Q 】， 这些不变量是由给出对称群的张量分 
量和其他张量自变量组成的. • 

在 Smith , Rivlin 和 Pipkin n, 12 ^, Bhagavantam 和 Venkatarayudu , Jahn [ 14 l , 
IlIy 6 HHKOB [ 15 , 16 , 17 ;和 CHpOTHH ( 7 , 18 , 19 1 的论文或专著中给出了构造具有给定对 
称性的标量和矢量的实例. KonnifK 在论文 [20] 中研究 j 具有物理本质的各种张量， 
他把晶体的对称性定义为“晶体所具有的在给定时刻所观察到的一些性质的点对称 
群的交集”(见 [20], 935页). 

对于自变量为张量的张量函数，二阶张量的情况已经被研究清楚.这时，张量之 
间的函数关系归结为二阶矩阵之间的函数关系.这个领域的基本结果是哈密顿一凯 
莱公式及其向自变量是若干个矩阵（二阶张量）的情况的推广 [ 21 — 24 , 25 —然而， 
在这些推广中基本上只考虑了矩阵和张量分量的多项式函数. 

1°. 基本概念. 众所周知，张量可以看作与坐标系的选择无关的不变的 对象; 在 
相应的基中，张量是由标量分量确定的. 可以用 各种方法引入张量的基，例如在某一 
流形空间中，总是可以把坐标系基矢 M 的矢积取作张量的基. 

为简单起见，下面只考虑三维空间中的张量.设: r 1 , Z 2 , Z 3 是空间点的坐标， ei ， 

警 
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e 2 , e 3 是协变基矢量 1} . 我们用孖表示一个 r 阶张量，用 W 〜表示它通过基 
e 1 ) e 2 , e 3 表示的分量.下面将把张童 H 表示为和的 形式： 

if = i/«i-^e ai ...e arJ (1.1) 

式中对取值为1，2, 3的所有角标 a 1? ..., a r 求和.在一般情况下，公式 (1.1) 包含 
3” 个线性无关项，每一项都可以视为一个专门的张量. 

我们指出，对同一个坐标系可以引入各种流形和各种相应的基矢量.对于同样 
的坐标^和同样的分量 W ' 可以考虑不同的基所对应的各种张量.例如，在 
使用运动的、不断变形的拉格朗日坐标系时，可以把这种不同的流形看作给定介质 
的各种状态还可能出现的情况是，对于给定的拉格朗日坐标系，相应各种流形 
具有不同的度规.于是，可以同时考虑具有同样给定分量的不同张量，但是它们的基 
是不同的，所在空间也是不同的，其中某些空间可能是欧几里得空间，而其余空间是 
非欧几里得空间 ( Kondo , Kroner , Bilby 等). 

以下理论的发展是对度规空间中的张量进行的.我们用心表示坐标分别为 d 
和？ H - dx l 的两点之间的距离，设量 ds 2 由公式 ds 2 = dx a dx 0 定义.矩阵（夕 i：/ ) 
组成基本度规张量 g 的协变分量，逆矩阵（9,组成其逆变分量.逆变基矢量 d 由 
公式 d = g ia e a 定义.对于基本度规张量 g 成立公式 

9^ 9 ^ e a e ^ = g a 0 e Q e 0 = S ^ e a e 0 [8] 是克罗内克符 号). ( i .2) 

各张量分量的升标、降标运算是利用加和#实现的.公式 (1.1) 可以表示为 

P 

(1.3) 

8=1 

式中 A ; s 是标 fi , 私是某些 r 阶张置.我们在下面总是假设张量线性无关.显 
然，彡 3' 

设张量 H 的分量与坐标系的选择无关，这些分量总是 m 个张量 

= 7^ 1 (x = 1, • • • , m ) (1.4) 

的分量的同样一些函数. 

整 数外， ••• ， P m 确定了张量仏的阶数.在一般情况下，数心， ••• ，彼此 
不同，并且不等于 r . 按照定义，我们把张量孖称为张量 Tj , T m 的函数.在张 
量 I 中既可能有变 W , 也可能有常量，但它们都是张量函数//的张量自变量. 

如果从张量组。可以组成 f 个线性无关的 r 阶张量 ff s ， 则此时张量 ff 满 
足公式 （1.3), 其中标量 h 只依赖于张置组 r x 的联立不变量和其它一些可能的额 
外给定的标量自变量. 


D 坐标系是任意的. 
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下面只研究在张量自变量心中包含有张量 g 的张量函数. 

利用乘法和缩并这两种运算就可以从张量 R 构造张量 H s l K 因为在张量自 
变量中含有张量仏所以对任何2个角标总是能够进行缩并运算.若干个张量的不定 
乘运算给出一个张量，其阶数等于相乘各张量的阶数之和.对2/个角标的缩并使张 
量的阶数降低 2 Z . 

分量为 T ^ knl 的给定张量 T 与分量为 明 n 的张量 S 相乘后再按照显然的方 
式缩并，结果是分量为 


rp*ikjl _ rpjkil 

的同阶张量.张量: T * 称为张量: T 的异构张量.因此,，交换角标的运算可以归结为 
与基本度规张量相乘再缩并.按照定义，交换： T 的若干个角标之后得到的张量也称 
为张量： T 的异构张量 .. 

下面给出构造形如 （1.3) 的张量函数一般公式的一些方法，为此需要利用乘法 
和缩并运算从张量自变量 （1.4) 建立线性无关的张量基 (5 = 1, p ). 

2°. 张量的对称群.张量 A 的逆变分量具有由一组坐标变换矩阵 2 ) 

« ) (4: = ^7 ， ^ = W)) 

给出的对称群 G ， 如果对于群 G 的所有矩阵都成立等式 

•• • … 心 = 义《 广 . 〜 a V Qi .... a t〆 (2.1) 

基本度规张量9所具有的变换群称为正交变换群.换言之，正交变换群的变换 
矩阵满足彼此等价的方程组 

a 

9 ij = & a V. a a^, g {j = g a0 a°：l a ^： (2.2) 

容易检验，如果 G 是正交群，则从张量 A 的逆变分量的不变性条件 （2.1) 可 
知，张量 A 的分量，无论其角标结构如何，都在组成群 G 的坐标变换下不变 3) .所 
以，对于正交变换，可以简单地讨论张量的对称性和它的所有分量相对于群 G 的不 
变性. 


' D 可以证明，当张量自变量中包含度规张世的协变分量和逆变分量时，或者，作为这种 
情况的推论，当张盘自变量中包含张 fi Tx 的具有各种可能的角标结构的分量时，用这种方法从 
Tx 组成 p 个线性无关的 r : 阶张量总是可能的.这个假设在其它一些更一般的情况下也成立. 
这里并不需翠这#的证明，因为对于三维空间中正交对称性的所有可能的形式，下面借助于张量 
自变量的分跫的乘法和缩并运算实际组成了 p 个线性无关的张量同时，从一般理论可知，具 
有给定对称性的任何 p + 1个 r 阶张量都是线性相关的. 

2) 为简单起见，在群 G 的矩阵中，元素的编号都被省略,所以上述写法中的其实是指七 
其中"=1,…，/ I ，而 h 等于群 G 的元素的数目 ； 

3) 如果群 G 不是正交群，则从（ 2 .1)无法得出张童 A 的具有其它角标结构的分量的不变性. 
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使张量4保持不变的所有正交变换组成张量 A 的对称群.某个张量4的对称 
群可能仅由恒等变换组成.任意二阶张量（非对称，的对称群包括2 种变 
换一恒等变换和反演变换.任意二阶对称张 fl 的对称群与三轴椭球自变换群相同. 
如果张量椭球是旋转椭球，则对称群是无限群.二阶球张量的对称群与完全的正交 
旋转群相同，这与基本度规张量 g 的情况一致. 

考虑若干个张量: z \，••• ， r m , 并分别用 ••• , 表示其对称群.由群 

Gm 相交组成的群 g 称为: z \ ，…， r m 这一组张量的对称群.不难看出， 
张量丑(乃， ••• ， r m ) 具有对称群 a 这是因为，张量 h 的分量是诸张量 T 的分量 
的函数，而这些张量在群 c 中的变换下不变，所以张量 u 的分量相对于群 g 也是 
不变的.因此显然有，若一个张量是通过乘法和缩并运算从若干个张 ft 得到的，则其 
对称群或者是组成该张量的那些张量的对称群的交集，或者具有更髙的对称性，而 
上述交集是其子群. 

如果张量 if 具有对称群 C ， 则公式 （1.3) 中的线性无关项的数目 P —般小于 
3 r . 于给定的群 <7,如果张量的阶数 r 是给定的，就可以利用特征标理论[ 13 , 14 , 30 ] 
来计算数目 p ， 而取向介质和晶体对称群的相应结果由文献[13, 14, 18] 给出. 

如果奇数阶张量 if 只具有由恒等变换组成的平凡群 G ， 则线性无关项的数目 p 
等于3”，这时张量 ff 具有最一般的形式. 

如果张量 K 是偶数阶的，则其对称群 G 总是至少包含2种变换——恒等变换 
和反演变换.对于仅包括反演变换和恒等变换的对称群，在 r 是奇数时有= 0 ,所 
以 P = 0 ;在 r 是偶数时有 p = 3”，这时的偶数阶张量具有最一般的形式. 

公式 （1.3) 中的标量系数匕在一般情况下是张量 T u , T m 的联立不变量和 
任何数目的给定标量（如温度、浓度等）的函数.在这些联立不变量中，某些可能是 
常量，其余的则可能是变量. 

我们用0 1? n N 表示张量组 T u ... , T m 的完全的联立不变量组【 9 ,叫.由 

不变量组的完全性可知，由张量 T u ... , T m 的分量组成的任何不变量 J 都满足函 
数关系 

«7 = /(Qi，. • • ， 

•» 

依照定义，不变量 A 的大小及其对张量分量的函数形式对于任何坐标变换都 
保持不变.借助于张量的乘法和缩并运算即可得出这样的不变量，这时它们是张量 
乃，…， T m 的分量的齐次多项式[ 9 ,叫. 

假设在张量:2^，…， T m 中，张量乃，…， r m ( l < p 彡 m ) 是作为参量的常张 
量.设张量组 T U1 , T m 具有有限对称群 G *. 

如果在坐标系 W 中给出张量乃， •• •• ， T m 的分量并固定这些分量的值，则不变 
量仏归结为仅以张 fl 7\, 的分量为自变量的函数叫，并且在坐标系 d 

中成立等式叫 =(V 

在其他坐标系中，这些等式一般不成立.不过，这些等式对于所有由群 G •确定 
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的坐标变换都是成立的，因为张量 T m 的分量在这些变换下不变.量叫在 
任意坐标变换下一般不是不变 fl . 显然，如果某些叫只依赖于张量几，…，的 
分量，或者只依赖于张量 . • • ，的分量，则这些叫在坐标变换下不变.此外 
还显然，所有作为张量1 \，.…，的分量的函数叫都可以视为相对于群 G •的 
不变量 • 因此，公式 （1.3) 中的不变量系数 h 是 A 的函数.如果只使用群 G * 中的 
坐标变换，量 h 就可以看作只依赖于不变量叫的函数. 

不变量叫类似于整基的不变量.只要适当选取一组完全的不变置仏， 量叫就 
与整基 相同. 在一般情况下，那些函数独立的不变量具有特别的意义.可以采用各种 
方法来选取函数独立的不变 

用给定的张量1\， ... , T m 构造张量总是可能的，下面将举例说明相应的 
一般方法. 

张量的线性无关性可以根据几何方法直接证明，也可以利用计算相应行列 
式的方法进行检验,还可以利用其他^些方法加以证明.例如，如果张 fl i / sl 和私 2 
正交或具有不同的对称群，它们就是线性无关的，否则这两个张量成正比，而这与它 
们的对称条件矛盾.不过，具有相同对称群的张量也可能是线性无 关的. 

设张量具有对称群在许多情况下，最好[ 19 】这样选取张量仏，使得 




显然，总可以取只依赖于基本度规张量9或只依赖于9和三阶张量 


E = \ g tJ \ 1/2 ( eie 2 e 3 一 eie 3 e 2 + e 2 e 3 ei - e 2 eie 3 + e 3 eie 2 - e 3 e 2 ei ) 


的？ （< P ) 个张量 H u • H q 作为前 g 个线性无关的张量. 

这些张量对应着相对于完全正交群或正常正交群的各向同性张置.各向同性 r 
阶张量 Hi ，…_，巧已经在文献中得到了很好的研究[ 3 , Vio , 3 o ]. 

对于三维空间中的各向同性 r 阶张量，数 g 的最大值等于[ 30 】 

r = 1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

^ = 0 0 1 1 3 6 15 36 91 232 603 

所有各向同性 r 阶张量都是的异构张量，并且 

丑广 •••,_〜 ( r = 2A:), 

• » 

= E a ' a ^g a ^ • .. g a r-icc r ( r = 2A; H-1). 

# 

数目 g 等于在考虑张量分量的对称性的情况下各种线性无关的异构张量 
的 数目. 如果 r 是奇数,则对于完全正交群 g = 0. 所有相对于完全正交群不变 
的奇数阶张量都是零张量.相对于 △ = | a %| = 1的正常正交旋转群不变的奇数阶张 
量仅在 r 彡 3 时才不是零张量.在 r = 3 时有月 1 =方，所以 g = l. 


具有若干张量自变量的非线性张量函数 


. 353 • 


张量函数相对于某个角标排列群的对称性一般而言;会使 p 和 9 减小.从一般公 
式出发，利用对相应角标的对称化和交错运算，在只保留线性无关项的条件下总是 
容易得到具有对角标的相应对称性的张量函数公式. 

3°. 给出取向介质和晶体的几何对称性的张量如果一种介质在每一点的全 
部性质相对于正交变换群不变,我们就称之为各向同性介质.各向同性介质可以分为 
以下2种 类型： 

(1) 相对于完全正交坐标变换群的各向同性介质， △ = 士1; 

(2) 相对于旋转变换的各向同性（旋磁性）介质， △ = +1. 

容易看出，第一种情况下的对称性完全由基本度规张量 g 表征.张量 g 的分量 
的不变性条件可以视为定义完全正交群的元素的条件，所有元素都是实矩阵，它们 
组成一个无限集合. . 

用来定义旋磁性介质的 △ = 十1 的 k 转群是完全正交群的子群.‘为了选取这样 
的子群，需要提出方程 （2.2) 的一个附加条件，这个条]牛要求由公式 (2.3) 定义的张 
量五的分量是不变量.因此，旋转群元素的无限集合完全决定于张量 g 和五的分 
量的不变性条件.这两个张量可以视为决定 △ = +1的旋转群的张量. 

下面将使用由舒布尼科夫提出的简略符号来表示对称群.根据文献[15, 161，完 
全正交群记为 oo / oo-m (该群的生成元素是无穷阶相交轴和镜像对称面 m ). 旋转群 
对应记号 oo / oo . 

在2。中给出了关于任何阶张量的张量函黎在各向同性条件下的一般形式的结 
果，这时函数的自变量只包括 g 或和 

各向异性介质最简单的例子是取向介质.取向介质是指这样一种介质，它在每 
一点的所有性质相对于由绕某个轴旋转任意角的变换组成的无限正交群不变.显然， 
取向介质的对称群是完全正交群的子群.简单的分析表明，取向介质只可能有7种 
不同类型，其中包括2种各向同性介质. 

后面的表格 （354 —355页）给出了各种取向介质的相应几何图形和给定其对称 
群的相应张量和矢量.这些结果的芷确性容易直接检验. 

0 

对于具有连续或离散结构的一种各向异性介质，如果可以引入与所考虑的介质 
具有同样几何对称性的三维周期性布拉维格子（在固定坐标系中不同布拉维格子的 
周期相同)，这种.介质就称为晶体.具有给走周期的布拉维格子能够具有有限点对称 
群，群的形式既依赖于所研究的布拉维格子的构造，也依赖于给出周期的平行六面 
体单元的形式. * 

众所周知[ 12 , 16 ]，由有限点群描述的晶体只有32类不同的对称性.在 354-355 
页的表格中列出了所有32个晶类的结果，每一种对称群由相应几何图形描述.单位 
基矢量 e2 , e 3 组成晶体物理学正交基，在晶体对称示意图中指明了此正交基的 
方向.在每个方格的左上角给出了相应群的舒布尼科夫符号，此外，在每个方格中还 
给出了由我们建立起来的表征并给出所研究的群的若干简单张量的记号.相应张量 
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取向介质 


立方晶系 


6/4 


3/4 


3/3 


X 1 , X 2 , X 3 是晶体学笛卡儿坐标 
^ 1 , e > e 是任意坐标 

ai -; = S，△ =det ( ai :;) 

dr dr 

ei = —， ei = w 

gj = a?j € a , e\ = a^^a 0 / 3 e a ep 

^ = cf + e 2 + e 2 = g^ eQ€0 


四角晶系 


六角晶系 


m 
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E = eie2C3 - 6261 e3 + e 2 e 3 e \ — e 3 e2ei + e ^ e \ e 2 — eie 3 e 2 
= △(€16263 — €2€3Cl — €362^1 + C36162 — €16362) 

12 = eie 2 - e 2 ei - (a^[ a% a ft . 2 (e Q e 0 - e 0 e a ) 

°/» = e i + e 2 + e 3 = (a?i aTi a 6 . \ 4 - a?2 2 2 a< ? 2 + a ^3 3 3 a< ?3) € a 

Th = e i e 2 + e 2 e 3 + ®3 e i> ^ — eie2e3 + e2Cie3 + e2e3ei + 6362^1 -fe3de2 + e.\e^e2 

= e? — eie^ — e2eie2 — e^ei, -C>3d — D 6 h = D^ h 

D2h = A n ej H- A 22 e 赛 + A 33 e§ = - afj = d af 3 e a e^ 

(A 11 ^ A 22 ^ A 33 ^ A 11 ^ 0 , d a0 = # a ) 

Ci = -D2/1 -f uj tj eiej = C^eae^, ^ / 0 

^__ - — • • 

三角晶系 至交晶系 I 福晶系 I ~三斜晶系 
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的定义由表格中的公式给出 

考虑定义立方晶系群对称性的张量.我们来证明，张量相对于一个由48种 
变换组成的群不变，这个群给出了群6/4的同构表示，并且不存在使张量 0& 不变的 
任何其他变换.为了证明这个结论，我们来求出使张量不变的所有实变换. 

张董的逆变分量的不变性条件等价于变换矩阵 （ ci %) 的9个元素的以下非 
线性代数方 程组： 


% 

七 a°y 2 a 气 ’ 2 a'’ 2 a' 、 a°!^a (3 3 d y / 3 a 6 .' 3 - = | ^ 


(3.1) 


等式右侧在 a = p = ^ = 6 时等于1，在其余情况下等于 0. 令 a =卢且 7 = i 在 
a # 7时得方程 


«) W + (a<? 2 ) 2 (aT 2 ) 2 + (OW = 0 (a^ 7 ), 


(3.2) 


从而 


a a ； aT ： 


(3-3) 


因为行列式 det ( a ? ： ) ^ 0,所以从等式 （3.3) 可知，在矩阵 ( a tt ；) 的每一行和每一列 
中分别只有1个非零元素.- 


因为在 a 


S 时根据 （3.1) 有 
«) 4 +妒 2 ) 4 + (0 


所以对于矩阵 ( a ? ： ) 的每一个非零实元素都成立等式 


a% = ±l. 


(3.4) 


穷举所有可能情况，从 （3 .3)和 (3.4) 可知，由取值为1.或0的元素 ( a %) 2 组成 
的矩阵只可能具有下列形式： 


10 
0 1 
00 


0 1 
0 0 
10 


0 0 
0 1 
10 


0 1 
10 
0 0 


10 
0 0 
0 1 


0 1 
0 0 


(3.5) 


所得矩阵一共只有 6 个.按照 （3 . 4) ,如果考虑的符号，则 (3.5) 中的6个矩 


D 在这个表格中和下文中，矢量的幂理解为并积. 
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阵中的每一个都给出8 个矩阵 ( a %). 例如， （3.5) 中的第一个矩阵对应以下 矩阵: 


+ 1 


+ 1 


+ 1 


+ 1 


+ 1 


+ 1 


-1 


-1 


+ 1 


一 1 


+ 1 


(3.6) 


-1 


+1 


+1 


-1 


-1 


+1 


-1 


+1 


-1 


我们知道，依照立方对称群 6/4 的定义， （3.5) 中的每一个矩阵都对应形如 (3.6) 
的矩阵组，这些矩阵合在一起组成一个完全群，即立方对称变换矩阵群 6/4, 其元素 
为 6 x 8 = 48 个正交矩阵.因此，方程组 （3.1) 的解所对应的任何矩阵只可能是诸如 
(3.6) 的 48 个矩阵之一.另一方面，容易证明逆命题也成立：所得 48 个矩阵中的每 
一个矩阵都给出方程组 (3.1). 的一个解. 

现在求出使张量 r d 保持不变的变换群矩阵.张量乃的逆变分量的不变性条件 
等价于变换矩阵沁^)的 9 个元素所满足的以下非线性代数方 程组： 

(3.7) 

如果 a ，^ 7 彼此不同，则 （3.7) 的右侧为 1; 如果在 a，A 7中哪怕只有一对 
角标相同，则 (3.7) 的右侧为 0 •取 7 = 久 则由 (3.7) 得方程 


a ? ia / ? 2 a /3 3 4- a ?2 a a a ^3 + a ^3 a ^ i a ^2 = a , /? = 1, 2, 3. 
因为 detCa ^) ^ 0,所以由方程组 (3.8) 可知 

= 0 , 


(3.8) 


(3.9) 


式中是任意的固定角标. 

根据这个结果和条件 det ( a *}) ^ 0可知,在矩阵 [ a \)) 的每一行和每一列只有1 
个非零元素.非零元素角标结构不同的这样的矩阵只有6 个： 
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方程 （3.7) 在角标％成7彼此不同时给出 


a，ibiCi = 1 , 


容易看出，对于正交变换，在条件 




(3.11) 


(3.12) 


得到满足时成立等式 




在一般情况下，为了表示对称群3/2,除了要求 张量乃 的不变性，还必须补充 
张量 P 的不变性条件，因为只有在这样的条件下才能满足晶体学对称群的定义所包 
含的条件 (3.12) 

.矩阵组 （3.10) 和条件 (3.13) 一起确定了对称群6/4的48个矩阵，而附加等式 • 
(3.11) 分离出一个由24个矩阵组成的子群,并且在这些矩阵中，或者\ q = 1， 
或者在叫，^ q 这3个数中有2个都等于 -1. 例如，从 (3.10) 中的第一个矩阵只 
得出4个 矩阵： 




’-1 0 0 、 

0+1 0 • (3.14) 

、0 0 - lj 


容易检验，给出群3/3的上述24个矩阵是封闭方程组 (3.7) 的解.此外，这些 
矩阵在 det ( a i .；-) ^ 0时组成方程组 (3.7) 在所求矩阵是正交矩阵的条件下的所有实 
数解. • 

现在考虑张量 T h 的不变性条件.变换矩阵的元素 a % 的方程组就是张量 T h 的 
逆变分量的不变性条件，其形式为 


a ^ 2 ^ 2 a ^ 3 aS '3 + a 。 a ? ; a *? i + a ' a ? ja % = |^ (3.15) 

# 

并且在 a = /3 = 2, 7 = 6 = 3 时，或在 a = = 3, 7 = <5 = 1 时，或在 a = /5 = 1, 

7 = 6 = 2 时，等式右侧为1，而在所有其余情况下等式右侧为 0 .从 （3.15) 有： 

在 a = = 7 = J = 1，3 时 • 

a \' 2 a\' z = 0, a 1 . a \' 3 a \ \ = 0, = 0, a \\ a \' 2 = 0, a \\ aV 2 = 0, (3.16) 

在 q ； = /? = 2，7 = J _=1, 2 时 

•士 = 0， aV 2 aV 3 = 0, aV z a \ \ = 0, aV ^ a 2 . \ = 0, a \ a \' 2 = 0, a 2 .\ aV 2 = 0, (3.17) 

D 容易检验，在 hi = 1 时成立等式 2 g = T d : T d ， 式中对 2 个相同位界的角标进行 缩并; 然而, 
根据这个等式和 (3.11) 并不能得出 S 相对于变换 （3.10) 的不变性. 
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在 a - = 卢 = 3, 7 = 5 = 2, 3时 

= 0， a 3 . ' 2 a ^ 3 = 0, a 3 , ga ^ i = 0, a 3 / 3 a 3 . \ = 0, a 2 .\ aV 2 = a z .\ aV 2 = 0. (3.18) 

根据 18 个方程 （3.16)—(3.18) 和条件 det ( a ^) ^ 0 可知，在矩阵 { aVj ) 的每一 
行和每一列中只可能有 1 个非零 元素; 于是， 



从的这些值可知， (3.19) 中的每个矩阵都可以分解为8个矩阵，从而一共得到 
3 x 8 = 24个正交矩阵，它们组成6/4的子群.显然，我们得到的解满足封闭方程组 
(3.15)，并且任何实数解都包含在这些解中. 

因为张量 E 只相对于 △ = +1的正常旋转群不变，所以在主定量中增加张量 
E 的结果是去掉 △ = -1 的矩阵.对于可以得到由 48 个矩阵组成的群，而利用 
' On ^ E 这两个张量可以从这个群中分离出 △ == +1 的子群,其中包含 24 个矩阵， 

张量 仏乃 所对应的群包含24个矩阵，而利 用张量 仏 r d 和五 可以从这个群 
中分离出 △ == +1的子群，其中包含12个矩阵.分离相应矩阵的实际结果表明，张 
量沒，乃，五和张 fl IX ，五都对应由12个矩阵组成的变换群，并且这些变换群是相 
同的. * 

对于四角晶系，在表格中列出的张量与相应对称群的等价性是用以下方法得到 
的.四角晶系对称群可以作为立方晶系和取向介质的相应对称群的交集而得出.所 
以，要想从立方晶系对称群和取向介质对称群中分离出相应的子群，可以把给出立 
方晶系相应对称群的张蜇和给出取向介质对称群的张量合在一起组成一组张量.容 
易直接看出，对于四角晶系的7个对称型，其中每个对称型的张量组的不变性条件 
都定义了相应的变换矩阵群，这些变换矩阵正好对应这些晶体对称型的对称群. 
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为了证明给出六角晶系和三角晶系对称型的那些张董的选取是恰当的，必须考 
虑和 D 3 / l 和吨/ 和这 3 对张量的分量的不变性条件.并积的 
不变性条件只分离出以下形式的矩阵作为可能的坐标变换 矩阵： 



根据 D 6 / l 或£) 3/1 或£>犯的不变性可知 a 、 = a % = 0. 

如果不要求具有不变性，但要求矢量 e 3 具有不变性，这離给出以下形式的 
变换 矩阵： 



(3.23) 


因为只用基矢量 ei 和 e 2 就可以表示 D 6h ， D 3h 和所以这些矢量的不变性与 


二阶矩阵 



(3.24) 


的结构有关. 

为了研究清楚 矩阵乃 的结构,最好按照公式 


， 3\ = ei 十 ie 2 j 2 = ei - ie 2 

^入复基.在这个基中，和的形式为： 

2D Sh =j^jl 4D 6h = {j\ + j 2 3 ) 2 , 2D 3d = 

这些张量在实基中的不变性条件可以改写为在复基中的不变性条件.如果复基 
变换公式的形式为 

Ji = b a ;.f a . 


则等式 


2 - 

•1 


a 1 . 2 

a 2 . 2 


1 / 21/2 
-i /2 i /2 


)* Ui ^2) ' V 


(3.25) 


确定了矩阵 ( a %) 与 ( M ;) 之间的关系. 

张量 £> 3 d 的不变性条件归结为 6(:. 的以下方 程组: 


4-6 a 2 6^ 2 6T 2 = 


ri 5 = % 

to, 在其余情况下， 
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其展开形式等价于 

• 识1) 3 + ㈦ 2 ) 3 = 1， ^( b 2 [) 2 + b ] 2 ( b 2 2 ) 2 = 0 f 

(^i) 3 + (bV 2 ) 3 = 1, 6 2 ； (^i) 2 + bV 2 (bV 2 ) 2 = 0. 


(3.26) 


容易求出方程 （3.26) 的所有满足条件 det(M •) ^ 0的解，因为4是实数，所以 
从 (3.25) 可知 b \\ = bV 2 , b \' 2 ^ b 2 \, 从而对(6\；)得出6个矩阵： 



(3.27) 


在 (3.22) 相应矩阵的正 1 交性可以自动 得出. 利用公式 (3.27), (3.25) 和 （ 3.22) 
容易写出 12 个矩阵，它们对应着表征六角晶系对称型 m.3:m 的张量 D 3/m 的 
不 变性. 组合 D 3hl e 3 的不变性则确定了 6 个矩阵,它们得自 (3.23), (3 .叫 和 (3.27) 
并对应着三角晶系的对称型 3 • m. 

£> 3 d 和的不变性条件使方程 (3.26) 的形式有所改变.相应方程的解给出12 
个矩阵，其中前6个矩阵对应 e 3 的不变性，它们就是对称型 3. m ( D 3/l , e 3 ) 的 矩阵; 
此外，如果改变这些矩阵所有元素的符号，就得到其余6个矩阵 . 和的不变 
性条件给出形如 （3.22) 的矩阵，并且在形如 （3.26) 的相应方程中必须把其右侧的+1 
改写为土 1. 于是，相应的解包含对称型 m .3 : m 的12个矩阵以及以下12个 矩阵： 



利用公式 (3.25) 容易写出相应的实数矩阵. 

六角晶系和三角晶系的所有其余对称型都是上述对称群的子群，并且只要考虑 
张量特征量已知的相应的群的交集，就容易求出其余对称型的张量参数. 

至于正交晶系、单斜晶系和三斜晶系，在表格中列出的表征对称性的张量是直 
接就能看出的.显然，给出对称群的相应张量组不是唯一确定的. 

在表格中列出的每种情况卞，可以用另外一组张量来取代所列张量，并且这两 
组张量之间的相互关系是 一一 对应的.特别地，决定对称性的张量数目和张量阶数 
可以有不同的取法. 
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例如，可以使用群和张量之间的以下对应关系来代替表格中所列的张量 1〉 : 


m • 2 : m 

^1? ^2"> ®3» v 

2 

el e 3 \ E, 

2:2 

el el el E, 

rrt 

• 

^2, eg, 

2 -m 

el ， e|, e 3 , 

2 

eie2, eies } e2es y 

2 : m 

e?, e§, fl. 




这里的每一个张量都容易通过表格中列出的张量表示出来，相反的关系也是显 
而易见的. 

前面研究了如何确定给出晶体和取向介质对称群的张量的问题，并且在个别重 
要情况下解决了其逆问题，即如何确定与一个给定张量相对应的正交对称群的问题. 

4°. 表征取向介质和晶体几何性质的张量的张量函数.对于取向介质 2 )和晶体 
的矢量分量4%二阶张量分量三阶张量分量和四阶张量分量下面 
给出它们在任意坐标系中的形如 (1.3) 的一般公式.这些张量是表中决定相应对称 
群的张量自变量的 函数. 

用来确定对称群的那些张量，其联立不变量是绝对常数.因此，作为不变量的系 
数 h = 1，, P ) 或者是常数，或者是某些标量的函数，而这些标量也可能与被 
选出的张量一起位于主定量之列 

在每一种情况下，在公式中仅写出 p 个线性无关项.也可以另选一组线性无关 
项,但是无论怎样选取，相应项都可以表示为公式中写出的那些项的线性组合.在使 
用关于函数关系特性（对某些分量的线性关系等）的各种附加假设时,关于如何选取 
线性无关张量的问题可能是极为重要的.如果成立对称条件 


— — j 认 i ， J^3 kl = ^ lk ； = A^ kl = A kli \ 

从上述公式就容易得出一些已知的结果 [ 2 L 

为了使这些条件成立，还需要补充一些附加条件来限制作为不变量的那些系数. 
利用对称化运算就可以从写出的公式得到相应公式. 


取向介质 

对称型 oo/oo - m ( g ) 

^ = 0, W = kg^ A^ k - 0, A^ kl = k l9 ^g kl + k 2 g ik g^ 1 + k 3 g il g^. 
对称型 oo/oo ( y , E ) 

4 = 0， A ij = kg ij , A^ k = kE ijk , A ijkl = A ijkl ( oo / oo - m ). 

p 

D 矢量的乘积和矢量的幂都理解为矢量的并积. - 

2) 类似公式发表于[281，伹其中有错误.这里给出了改正的公式. 
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对称型 m- oo : m(g 1 B = e\) 

A 1 = 0, = k ig ij + k 2 B ij , A^ k = 0, 

A^ kl = AW.(do/oo - m) + k 4 g ij B kl +■ k b g ik D jl + k 6 g il B 沐 
+k 7 g kl B^ 4 - k^ 1 B ik + k^ k B u + k l0 B ij B kl . 

对称型 oo:2(p，B = e! ， 五 ） •• § 

4 = 0 ， A ij = kig ij -h k 2 B { ^ 

A^ k = kiE^ + k 2 B l a E ajk + A ijkl = A^ kl (m -ooi m). 

对称型 oo : m(g, B = e^, O = e\e 2 — e 2 €i) 

4 = 0 ， = k ig ij +‘k 2 B ij + k 3 n ij , = 0, 

A ijkl = i4 iiW (fn 、 oo. : m) + A; 11 /^ w + ， fc 12 / A5 l^ + fci 3 /n^ + 

+ k l7 B ij n kl + k ls B ik n jl + h 9 n ij B kl . 

对称型 oo • m (c/ , 6 = e 3 ) 

/ = kb\ A ij = k l9 ij + k 2 b i b j 1 A^ k = k l9 ij b k ^k 2 g ik }P + + fc 4 _ k ， 

A ijkl = A ijkl (oo/oo. m) + k 4 g ij b k b l + k^g^b 1 + 

+WW + ks^W + W W + fcu^fcW. 

t 

对称型 oo(g y b = e 3 , E) 

A { = kb\ A ij = k ig ij + k 2 b i b j + k 3 E ija b a , 

A ijk = k ig ij b k + k 2 g ik b j + k 3 g jk b { H- + k 5 fi ij b k + + k 7 Q jk b\ 

A ijkl = A ijkl (oo. m) + k n g ij ^ kl -f k l2 g ik n jl + A: 13 /W fc + k l4 g kl Q ji + 

+fc 16 夕作 + knb^^ 1 + hs^b^ 1 4 - k 19 n^b k b l {n ij = E^ba). 

# 

立方晶系 

对称型 6/4 (O h ) 

A { = 0, A ij = kg ij 、 A ijk = 0, A^ kl = A^ kl (oo/oo • m)-h k 4 O h _. 

对称型 3/4 (O/^ E) ’ 

^ = 0, A ij = kg ij , A ijk = kE ijk , A^ kl = AV w (6/4). 

对称型 3/3 (a T d ) 

4=0 ， A ij = kg ij , A ijk = kT d ijk , A^ kl = A ijkl (6/A). 
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对称型 3/2( 仏五， r d ) 或 （ 7X ，五） ： 

^ = 0, A ij = kg ij , A ijk = ki E ijk -f k 2 T d ijk , 

A ijkl = A ijkl (6/4) + k 5 T h ijld + k 6 T h iljk -f k 7 T h ikjl . 

对称型 6/2 (7\) 

^ = 0, = kg ij y A ijk = 0, A ijkl = A ijkl (3/2). 

四角晶系 

对称型 m • 4 : m (Oh y B = e|) 

A % = 0, A 1 ^ A 1 - 7 (m - oo : m) = k\g^ H- 

A ijk = 0,- A ijkl = A ijki (fn -oo: m) + k n O h ijkl . 

对称型 4 • m (^, Td, B = e^) 

4 = 0 ， =： W+/c 2 B' 

A ijk '= 泓 + k 2 T d i ^B k a + k 3 T d ijQ B j / Qy A^ kl = 

对称型 4:2(C^, B = e§, E) 

^ = 0, = k ig ^ + k 2 B' A^ k = A^(oo : 2), (m-4:m). 

对称型 4 : m (O/j, S7 = e\e 2 - e 2 ei, -B = e§) 

4=0， = ^*(oo : m), 4 说 = 0 ， 

火 ’ = 4 洲 (00 : m ) + k 2 oO h ijkl + k 2 iO h jkla ^ a . 

% 

对称型 3 (g, 7^， 17 =. eiC2 — e2ei, B = e|) 

• 4 = 0, ^ = >l^(oo : m), 

A ijk = A 说 (i,m) + k 4 T d ija n k . a + k 5 Qi a T d ajk + k 6 ni a T d a ^B^ pi - 

A ijkl = >1^(4 : m). 

对称型 b = e 3 ) 

= kb\ = k ig ^ H- k 2 賦 A^ k = A 讲 (oo • m )， A ijkl = A ijkl (m • 4 : m). 

对称型 4(0", b = e 3 , E) 

A 1 = kb\ A ij = k x g ij + k 2 b i b j 4- k 3 n ij (Q^ = E ija b a ), 

A^ k = ^(oo), = W w (oo) + A ： 20 lV 讲 + A ： 2i0^^ a f2! a . 
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六角晶系 

I 

对称型 m • 6 : m (Deh, B = e^) 

# 

A 1 = 0, A ij = kig ij + k 2 B ij , A ijk = 0, A ijkl = A ijkl (m-oo: m). 
对称型 m • 3 : m (B 3hl B = e\) 

A 1 = 0, A ij = kig ij -h k 2 B ij , A ijk = kD 3h ijk } A ijkl = A ijkl (m-oo : m). 
对称型 6:2 (D 6/l ， B^el E) 

= 0, A ij = kig ij + k 2 B ij , A ijk = A ijk {oo : 2), A ijkl = A ijkl (m • oo : m). 

对称型 6 : m(DQh^ B = e§，12 = e\e 2 — 

=0, A ij = A ij (oo : m), A ijk = 0, A ijkl = A ijkl (oo : m). 

对称型 3 : m (£> 3 / 1 ， B = e h ^ = e i e 2 - Qei) 

4 = 0， ^ ^ ^'(oo : m), A 讲 = ⑽狄 咻 + k 2 D 3h W a ， 

A ijkl = A ijkl (oo : m). 

參 

对称型 6 • m {D 6 h, b = e 3 ) 

A i = kb\ A ij = kig ij + k 2 b i b j y A ijk = A^(oo-m), A ijkl = A ijkl (oo-m). 

对称型 6(£> 认 ， 6 = e 3 , E) • 

A 1 = kb\ = ^'(oo), A^ k = A^ k (oo), A^ kl = A ijkl (oo). 

三角晶系 

对称型 6 • m (£> 3 /i, B = e\) 

^ = 0, A ij = k ig ij + hB ij ， A ijk = 0, 

A^ kl = A^ kl (m -ooim) + k n D 3d ijkl + k n Dj ikl + /: 13 D 3 /W + k 1 A D 3d li ^ k . 

对称型 3 : 2(D 3/l , B = el E) 

= 0, A ij '= k l9 ij + k 2 B ij , A^ k = A ijk {oo : 2) + k 4 D 3h ijfc , 

A^ kl = A^ kl (m.oo:m) + knE^ 1 . W a + k 12 E ai W 3h k ! Q 

+k 13 E aik D 3h J :! a + k 14 E^D 3h ^. 
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对称型6 (£>3 di B = e \, — e \ e 2 - e 2 ei ) 

^=0, A ij = A ij (oo : m), A ijk = 0, 

A ijkl = A ^ kl (oo : m) + k 20 D 34 ijkl + k 21 D 3d jm + k 22 D 3d kijl + k 23 D 3d 啡 

+A ： 24 iV 伽 Q! a + k 25 Dj ika n l . a -^ k 26 D 3d ki ^n\ a + k 27 D 3d li ^n k a . 

对称型 b = C 3) 

A i = kb { , = k ig ij -f fc 2 6W ， A^ k = A ijk (oo • m) + hD 3h ijk , 

A^ kl = W w (oo. m) + kuD 3h ^ k b l + k 12 D 3h ^ l b k + k l3 D 3h ikl b^ + k l4 D 3h ^b\ 

对称型 3( D 3h ，b = e 3 , E ) 


- kb\ A ij = A ij {oo) } r 

A ijk = A ijk {oo) -f k 8 D 3h ijk + k 9 D 3h ija n k Qi A ijkl = A ij ' fef (6). 

正 交晶系 

对称型 m • 2 : m ( D2hy 9 ) 

^ = 0, A^= k x g^ + k 2 D 2h ^ + k 3 D 2h ia D 2ha j . ( 哈密顿一凯莱公式 ) ， A^ k = 0, 

A^ kl = kig ij g kl + k 2 g ik g jl + WV* + hg^D 2h kl + hg ik Dj l 
+ k 6 g il D 2h ^ k + k 7 D 2h ^g kl + k 8 D 2h 〜 l + k 9 D 2h il g^ k 
+ W 增 W + A: 12 / V’ + ki 4 M ik g jl 

+ ki^M il g jk 4 - fc 16 D 2/ ^D 2/ ^ + fc 17 D 2 ， M# 十 fc 18 D 2/ ^M w 
+ k 19 D 2h ik Mh 十 k 20 A^i) 2h kl + k 2l M^M kl (M^ = D 2h ia D 2ha j .). 

对称型 2 : 2(£> 2/1 ，尽 g) - 

A { = 0, A tj = A %i (rn - 2 : m), 

A ijfc = kxE^ + k 2 E i ^D 2ha k . 4 - k 3 E ika D 2ha j . + k 4 E^M， a 
^k 5 E ika M j / a + k 6 D 2h ia E a ^M^ k , 

A ijkl ^A ijkl (m ^2': m). 

对称型 2.771(1^，6 = e 3) 

= kb 1 , A tj = i4V(m• 2 : m) — kig” + 々 2 W + k^D 2 h^i 
A^ k = kig“b k + k 2 g ik b j + k z g kj 。+ k b D 2h ^b k + fc 6 D 2/l ifc ^ -f k 7 D 2h k ^b\ 

A ijkl = A ijkl (m^2:m). ; 
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单斜晶系 

4 

对称型 2 : m (£> 2 / 1 , ^ = eie 2 - e 2 ei, g) 

/ = 0 ， A ij = A ij (m • 2 : m) + k 4 ^ ij + k 5 n ia D 2h j ： a1 A ijk = 0, 

A ijkl = A ijkl (m - 2:m)-f k 22 g ij n kl + h 23 g ik ^ 1 + k 2 49 il ^ jk + k 2 59 kl ^ ij 
.+ k 26 #n ik + k 27 g^ k n il + k 28 g ij n ka D 2hQ l . 4 - k 29 g ik Q^D 2ha l . 

+ w ⑼ U + 

+ k ⑽ g^iP a D 2ha l . + fc 34 D 2 ，妒 + k 35 D 2h ik ^ 1 + k 36 D 2h kl ^ 
-hk 37 D 2 ^Q ka D i2ha l . + k ss D 2h il n^D 2ha ^ + 

+ k 40 M kl f^ + k 4l M ij Q ka D 2ha [. 

对称型 2 (D 2/l ， 石 ， 6 = e 3 , Q) 

# 

/ = A ^， Ad = ^'(2 : m), 

A 说 = k ig ij b k + k 2 g ik b^ + + k 4 _ k + k 5 D 2h ^b k + k Q D 2h ik W 

+ hD^b 1 + k 8 n ij b k + + k^b 1 + fc n ^D 2 ^^6 fc 

1 + k l 2 n ia D 2ha ^ + k 13 n ka D 2h J M ， 

A ijkl = A ijkl (2 : m). 

对称型 m(£> 2 /»，b = ei, c = e 2 ) 

/ = A：!^ + /bscS A ij = kig ij + k 2 b i b j 4 - A; 3 cV + A: 4 6V + fecV, 

A^ k = k ig ij b k + k 2 g ik 0 + k^^b 1 + k 4 _ k + k 5 g ij c k + k 6 g ik cP 
+ kj ^ + k ^ b k 4 - MW + fc 10 6 Vc fc + A ： ii 6 Vc fc 
+ knc ^^ + A: 13 cW + ArucVc ^, 

A ijkl = A ijkl (2 : m) = kig ij g kl 十 k 2 g ik g jl + k 3 g il g^ + k A g^b k b l 4 - k^g ik b^b l 

+ hg il lPb k + kW 时 1 + k ^ g ^ 1 + kWb 1 〆 + k 10 g ij b k b l + k u g ik Mc l 

+ WW + W 咖 + WW + W’W + k l6 g ij c k b l 

秦 

+ k l7 g ik (Pb l + k 18 g il db k + k 19 gW + k 20 g jl c i b k + k 2 ig jk c i b l 
+ k 22 作 b k b l + A: 23 6VW + k 2 ^b i b j c k b l + k 25 bWc l + k 26 g ij c k c l 
+ k 2 ig lk cPc l 4 - k 2 s 9 U cPc k 4 - + k^ob^^b 1 + k^ig^^c 1 

+ fc 32 抑 W + k^b^c 1 + A: 34 6 Wc* + ka^^b 1 + k^c^b 1 

+ A ； 37C l cW + k^b l cPc k c l -h k^c^c^c 1 + k4oc i c t b k d' -f- k^^cP^b 1 . 
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如果取 61 ， e 2 , g 作为张量自变量来代替 D 2 h ， ei ， 句，则最后一个四阶张量公 
式可以替换为. 

A 4 = 4 - A a(333 e a e^e z e^ + + ^ 33Q ^e 3 e 3 e a e^ 

+ A 3a ^e 3 e a e 3 e p + A 3a03 e 3 e a e p e 3 + f 3 郎 e a e 3 %e 3 + ^ 3333 e 3 e 3 e 3 C3, (*) 

式中表示求和的角标〗， J ， h 〖， a ，0 的取值仅为 1 和 2 . 简单的计算表明，公式中 

共有41项，并且宣接可以看出，它们是线性无关性的. 

不难看出，对于偶数阶张量，例如单斜晶系对称型 2 : m ， 2 和 m 的四阶张量，相 
应自变量可以替换为同一组张量 ei ， e 2 , e §， 所以可以使用同样一些公式.因此，公 

式 （*) 适用于单斜晶系所有对称型的四阶张量. . 

还容易看出，对于具有21个线性无关项的正交晶系，其四阶张量也得自公式 
(*)，其中应取 i = j ， k = I.， i = k，j = I 和 i = I， j = k, a = 13 的那些项. 

因此，在构造张量函数的一般公式时，针对所研究的个别情况改变原来的自变 
量有时显然会带来好处. 

三斜晶系 

对称型 5 ( G ) 

4 = 0，是一般情况下的9个分量， 

A^' fc = 0, 是一般情况下的81个分量. 

对称型 l ( h ， e 2 , e 3 ) 

所有张查具有一般形式，没有对 称性. 

5 °. 具有附加张量自变量的取向介质和晶体张量函数.我们现在假设，独立自 
变量不仅包括给出取向介质和晶体的几何性质的那些张量，而且包括其他一些张量. 
显然，这时自变量组的对称群是取向介质或晶体的相应的群或 子群. 不同于晶体学 
群的子群只可能在研究取向介质时出现.如果在确定晶体对称性的张量中再补充其 
他一些张童，则结果还是归结为晶体学对称群，或者归结为恒等变换. 

给定的晶体学对称群，其所有子群包含在 32 个晶体学群之中，所以，如果在给 
出晶体对称性的张量组中补充其他一些张量，则自变量组的对称群仍属于犯个晶 

体学群 之一. 

在一般情况下，待求张量的线性无关分量的数目仅在存在相应对称性时才可能 
减少.显然，当自变量组具有非平凡对称群时，描述昴体的函数将有相应简化.在研 
究清楚张量自变量组晶体学对称群的类型之后，就可以应用4。中的公式之一来阐明 

待求张量函数的分量的结构. 

因此，在晶体的一般情况下，可以应用 4 。中的公式来确定张量函数的 结构为 
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了实际阐明相应公式的本质，必须研究给定自变量组的对称性，这对晶体而言等价 

于把张量自变量通过在表格中列出的表征晶体对称型的那些张量表示出来. 

| 

当那些附加的张量是特殊张量或者在晶体学坐标系中具有特殊形式时，利用上 
述方法能够很容易地分析大量个别情况. 

当存在附加张量自变量时， 标量匕 一 般是附加张童和给出取向介质或晶体对称 
性的张量的联立不变量的函数.可变的联立不变量是因为附加不变量而出现的.函 
数独立的不变董，其数目一般等于张量变量的函数独立分量的数目.在个别情形下， 
函数独立分量的数目可能更小一些. 

在一个周定的坐标系中，如果系数^能够表示为标量自变量叫的函数，在一 
般情况下就可以这样来选取这些标量自变量，使得它们的值不依赖于各种张量变量， 
并且从取向介质或晶体对称性的观点看来，这些张量变量是彼此等价的.在固定坐 
标系中确定下来的这样的自变量可能不等于在任何坐标变换下都保持不变的不变量 
a , 但能够在给定的固定坐标系中与之相等（叫= a ). 

6 °. 黎曼空间的曲率张量和舒尔定理的推广.上述理论直接关系到数学和物理 
学中以矢量方程和张量方程的形式表述出来的、在某种程度上与几何对称性有关的 
所有定律或规律. 

己有的应用涉及各个方面，例如取向介质和晶体的胡克定律，压电效应和光学 
效应等，作为一个实例，我们考虑克里斯托费尔一黎曼曲率张暈 R ijkl . 众所周知，这 
个张量相对于角标 i 和:/是反对称的，相对于角标 A : 和/ 是对称的，相对于角标对 
ij 和 W 是对称的.在三维空间中， Ri 3 kl 只有6个分量能够独立地任意取值.这6个 
分量定义了二阶对称张量 iT - 的6个分量，引入该张量的公式为 

K mn = E ijm E kln Rijki. (6.1) 

由此可知， 

Rijkl = ^Eij m Ekln^ mn •. (6.2) 

众所周知【 31 1，曲率张量的分量满足 比安* 恒等式 ‘ 

▽r 尺 ijfmn + = 0， 

式中的角标 m ， n ， r 彼此不同，而％是对坐标 X %的协变微分算子.容易看出，比 
安基恒等式等价于张量分量的以下恒 等式： 

V a ^ ma = 0. (6.3) 

% 

如果曲率张量在黎曼空间诸点具有某种类型的对称性，则根据上述理论容易写 
出确定张量分量和的一般公式，这些公式是通过那些给出相应对称群的 
张 ffl 的分董表达出 来的. 例如，对于取向介质的对称型 oo / oc . m 和 oo / oo 成立公式 


K mn = kg mn \ 


(6,4) 
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• 对于对称型 oo - m , m-oo : m , 00 : 2, oo : m 和 oo 则成立公式 

K mn = kg mn + kib m b n , (6.5) 

式中 6 〜是沿对称轴方向的单位矢量的分量.在张量分量具有某种有限对称 
群的任何情况下，都可以写出类似的公式.例如，对于立方晶系的5种对称型中的任 
何一种，成立公式 

K mn = kg mn ， (6.6) 

因此，这时张量 I < mn 是球张量，这与完全各向同性的情况相同. 

从 （ 6.2) 和 (6.4) 一 (6.6) 可得张量分量 Rijki 的相应公式.根据公式 (6.4) 和比安 
基恒等式 (6.3) 可知 * 

g^Vak = 0. (6.7) 

等式 （ 6.7) 就是著名的舒尔定理.按照舒尔定理 , 根据曲率张量在每一点的各向 
同性可知，曲率在整个空间中都是常数，因为从 （ 6.7) 可得 

k = const . 

參 

在舒尔定理的上述证明中已经包含了该定理的推广，即要求曲率在空间中的每一点 
满足完全各向同性条件是不必要的，该定理的充分条件是在每一点成立群 3/2 的对 
称性条件，也就是张量分童 iT - 或 相对于对称群 3 /2的12个变换的不变性 
条件. 、 

如果曲率在每一点都由常共线矢量以确定，则比安基恒等式给出 

▽入 A: + = 0. (6.8) 


方程 (6.8) 是相应黎曼空间中的曲率所满足的方程组. 

我们在上面把张量函数 H 定义为张量 I ， T k 的函数，从而要引入/£ 
与 I ；之间的在任何坐标系中都保持不变的函数关系. 

作为这些概念的进一步推广，还可以注意以下 事实： 张量的概念与所使用的坐 
标系有密切的关系，而坐标系是由基矢 ffl 决定的.对于每一个张量，都可以引入正则 
矩阵和单位基矢量的相应正则并积，它们因而一般也可以视为给定张量的非单值的 
函数. 

晶体物理学对作者而言是一个_新的科学领域，同 IO . M . 西罗京的讨论帮助作 
者了解了这一领域的研究现状，作去对此深表感谢. 
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附录二具有内自由度的连续介质模型 D 

JI . H . 谢多夫 


众所周知，在现代物理学和力学中需要建立、引入并应用具有复杂性质的新模 
型.气体和可变形固体的运动与各种物理化学过程有密切的相互作用，相应物理化 
学过程不仅发生在给定物质微元的内部，而且发生在它们与相邻物质微元以及外部 
对象的相互作用过程中.因此，实际发展相应宏观理论的时代已经到来.在最近几年 
的国际文献中，有大量理论工作引入了新形式的广义力和状态方程，其中绝大部分 
工作是以形式数学结构为基础的. 

新理论的建立密切关系到两个 问题： 其一，为了描述空间和时间的性质，为了描 
述物体诸物质微元以及场的位置和状态，需要引入一些新的概念并用数学方法给出 
相应特征量作为主定量和被 定量； 其二，需要在一般的运动规律和物理化学过程中 
选取出基本的主定量. 

为了更具体地说明这个问题，我们来考虑关于建立连续介质力学模型的问题的 
一般提法，所建立的模型应当能够描述范围很广的多种运动和过程. 

我们首先给出一些基本特征量的实例.在研究物质连续介质的运动时，我1 门必 
须使用时间的概念和三维或四维度规空间的概念，此外还总是必须使用两种&标 
系——观察者坐标系 X 1 ， re 2 , f 3 , rr 4 和相应的拉格朗日坐标系 f 1 , f 2 , ？ 3 ,衫=1 


D 本文是 1968 年 1 月 25 日在第三届全苏联理论与应用力学大会开幕式上的报告，发表于《应 
用数学与力 学》： CeAOB JI. M- Mo^ejiM cnjioniHbix epe^ c BHyTpeHHHMM CTeneHHMH cbo6oali. 
ripMKJiaaHaii MaxeMaTHKa m MexaHHKa, 1968, 32(5): 771 — 785 (Sedov L. I. Models of continuous 
media with internal degrees of freedom. J. Appl. Math. Mech” 1968, 32(5): 803 一 819). 
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(图66) 1〉 .在牛顿物理学中总是可以 
认为等式是成立/的，并把 
绝对时间当作标量变量.坐备 e 1 ， f 2 , 
确定各物质点.这两种坐标系在本 
质上一般是曲线坐标系. 

在黎曼度规空间中，对长度微元有 

ds 2 = g^dx^dx^ = . (1) 


定义度规的张量分量是基本的时空 
特征量.张量 Py 在牛顿力学中是欧几里得张量，在狭义相对论中则是伪欧几里得张 


量，其分量是由观察者根据自己的考虑而补充定义的，它们只依赖于坐标系 V ， ： T 2 , 
X 3 , X 4 的选取. 


在广义相对论中，张量是由表示物理原理的方程定义的.四维黎曼空间度规 
张量的性质是由微分不变量给出的，这是新类型的非经典待求物理量的第一个 
非常重要的例子. 

在用来确定介质运动的观察者参考系中，基本的待求关系式是运动规律，它表 
示为4个函数 


• = e , i \ e 4 ) (i = 1, 2, 3, 4). ⑵ 

餘 了函数最好引 入并研 究导数 

Q x i • , • ， • 

x j = … ， … ▽fc/}，' • • (P = 丄 ， 2 ’ 3 ，…)， ⑶ 

它们可以作为各种物理函数的自变量. 

这里的记号表示对 f 的协变导数，并且一阶导数巧在角标 j 固定时可以 
视为矢 ffl 的分量（对应角标 i ). 这些矢《：确定了速度矢量的分量，相应的旋转，以及 
应变张 fi 的分量 

^i3 = \(9ij - Sij) = 4 工 1 - 9ij)y 

后者是在对比物体当前位置与通过假想引入的某一 “初始位置”而定义的. 

这里用 e , e , i 4 ) 表示“初始位置”所对应的度规张量的分量，并且在 


U 某些人认为，仅仅借助于一个笛卡儿坐标系就可以不失一般性地建立运动的连续物质介质的 
力学理论.在某些书中反映出来的这种观点已经深入到学生的意识中.然而，这种观点是错误的, 
它妨碍我们理解力学的本质和力学问题的提法.错误的根源在于,一方面，在可变形固体力学中通 
常只研究线性问题，这时在计算中可以认为观察者参考系与随体坐标系 相同; 另一方面，在流体力 
学中，拉格朗日随体坐标系的度规只有通过密度才能体现出来.与此同时经常被忘记的是，在利用 
观察者参考系引入诸如速度、加速度、应变率张量等表征物质体或物质面的特征量时，随体坐标 
系的概念起到了重要的作用. 
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引入“初始位置”时利用了基于物理方法的某种约定.在一些最简单的个别情况下， 
可以把给定的可变形固体在某个“初始”时刻的三维空间部分当作一种“固定不变 
的固体”，从而引入初始位置（见[1】). 

除了运动规律（2)，还必须引入可变参量及其各阶梯度（协变导数). • 

，=.作' 以 3 ,《 4 )， W …▽* 〆 ，••• 1 (4) 

(^4 = 1, 2, ••• , N ; q = l , 2, 3,…）. 


可以选取下列物理量作为这样的附加参量 

熵混合物各组元的浓度％残余应变张量的分量位错密度张量 D 的分 
量而； 

电磁场矢量势的分量木，它们与电磁场张董之间的关系为 




dAj 

dx ^ 


dAj 


并且电磁场张量由相应惯性坐标系中的以下矩阵定义（参见诸如问的文 献): 

/ 0 B 3 一 B 2 cEA 



- B 3 

B 2 


一 B 1 


B l cE 2 
0 cE 3 


\—cEi —cJ 5*2 —cEs 0 f 


式中 6 是光速， e u ' e 2 、 e 3 是电场强度矢量的分量， b 1 ， b 2 , b 3 是磁通量密度矢量 
的 分量； 

极化强度矢量的分量^ = - /^)/2,并且和由以下矩阵 定义： 




Hs 


(泸）= 


0 

H 2 - H x 


- H 2 - D l / c \ 
^ 一 D 2 /c 
0 - D 3 /c 


\D"c D 2 /c D 3 /c 0 ) 


式中 / 2 , / f 3 是磁场强度矢量的分量， D 1 , D 2 , D 3 是电通量密度矢童的 分量； 
内禀动量矩张量的分量 m ifc ， 等等. 

可变参量一的本质可能是标量、张量或旋量[ 4 , 5 ,队按照 （ 4), 可变参量一必 
须在求解问题时求出，于是，可变参量的存在就表示所研究的连续介质模型具有内 
自由度. 

可变形介质和场的所有宏观模型的有代表性的重要特点在于，有限尺寸物体的 


目前正在以补充一些新参量的形式完善和推广塑性力学 , 位错理论就是这样建立起来的（参 
见诸如⑵的文献 ). 




待求量是主定量的泛函.例如，有限尺寸的可变形物体的总内能永远是函数:> 
和的泛函 • 

在实际应用的许多情况下可以认为内能具有广义的可叠加性，所以对总内能 r 
可以使用以下形式的公式： 

U - Ju(g ijy xj, •• - , ▽fc 1 Vfc 2 ...Vfc r a^, 〆，••■•， H … ▽ 、 〆， & K B )dm + U 0 , 

m 

. (5) 

式中 m 是介质的静止质量， dm 是静止质量微元， tx 是质量内能，并且它在物理上仅 
仅是所列自变量的确定的函数，而 s 是熵， (万 =1，2,…）是坐标 e 的已知函 
数 U (这是给定物理常量的推广).按照基本的物理假设，质量内能 u 在给定点的值 
不依赖于没有在 u 的上述自变量中列出的所有高阶梯度 2) ( r 和 S 是固定的数). 

在经典弹性力学中（在三维欧几里得空间中)，情况最为简单，这时 

u = u {9 ij ^ S } K b )- 

垂 

在一些更复杂的新的连续介质模型中 3) ， 质童内能 u 的自变量包括一些附加的 
物理化学特征量以及量4和的各阶梯度. 

既然在内能的表达式中出现这样的梯度，就必须重新考虑一些已有的概念，例 
如运动方程和过程方程，边界条件和初始条件，相互作用机理，间断条件，等等. 

在公式 （5) 中专门列出的常量％在经典弹性力学中无足轻重，所以通常取为 
零.在更一般的情况下必须考虑常量％，并且在把一个物体实际划分为许多不同部 
分时,对物体各部分而言不能把这个常量看作可叠加的量.这是因为，把一个物体划 
分为许多小部分的任何过程都关系到外部能量的消耗.在初步近似下，总内能的 
不可叠加性可以通过常量％加以考虑.当物体表面因为形成裂纹而变化时，当位错 
形成并发展时，当物体发生损坏时， 考虑％ 的改变具有头等重要的意义. 

当弹性体内存在孤立奇点时，在平衡过程中可以通过弹性能的总体变化来求出 
常量％ 的变化.如果在物体内部因为内部过程或已知的外部作用而出现或消除了 
某些缺陷,这就涉及能量的消耗，能量的来源可能是物体的总弹性能和已知的外部能 

D 对于内能的公式，还可以通过观察者所使用的一般的非惯性曲线坐标系对公式 （ 5 ) 中的积 
分进行变换，或者直接使用该坐标系 . 这时，函数 U 的自变童不仅包括待求的那些函数，还包括 / 
的各种函数 K C ^) ( 类似于 K s (f)) ， 并且这些函数在观察者坐标系中是已知的.观察者坐标系度 
规张量的己知分置是函数 ZCc(/) 的一个 例子； 如果介质或场的体积内能或质量内能与外部电磁 
场有关 , 则外部电磁场的已知特征董是函数 Kd^) 的又一个例子 . 参量或可能是标量， 
也可能是已知张量或所给张量的分量 . 

2) 早在柯西创立弹性力学的时候，他就预见到并实际认为，在所给函数的自变量中引入高阶导 
数是可 能的 . 在静力学理论中，从非连续介质向连续介质过渡的极限过程的结果是，质量内能 u 的 
自变童一般可能包括 （ 3) 中的任意阶导数 . 

3) 例如带有小气泡的液体模型 【 7 】. 
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量流.在某些情况 下,％ 的变化类似于熔化的潜热 1】 或一般的相变能. 

必须强调 2) ,在物理学基础上进一步解决材料强度问题将密切关系到有关％的 
变化的研究.在解决材料强度判据问题的过程中没有得到成熟的理论和明显的进展， 
其原因可以解释为，我们忽略了量％.另一方面，脆性物体裂纹理论中的成就首先 
归功于对量％的研究. 

在某些弹性力学问题的解中，理论应力在个别微小区域中可能无限增长，但这 
并不导致整体的甚至局部的明显断裂.因此，在弹性体中出现理论应力超过某些极 
限值的情况，有时并不能作为可以接受的断裂判据. 

各种建筑结构或试验零件的断裂一般是整体现象，这与运动不稳定性现象具有 
同样的特征，或者说与不可能出现平衡或连续运动的现象具有同样的特征. 

在一般情况下，断裂判据的本质是非局部的.尽管如此,整体不稳定性经常决定 
于完全的局部条件.然而也不能不考虑，在许多情况下，相应局部条件可能仅仅是破 
坏平衡的稳定性和破坏给定结构的必要条件，而不是充分条件. 

构造连续介质模型，其问题在于确定特征量并建立函数方程或微分方程^以及各 
种附加条件，使得我们能够在具体情况下提出数学问题,用来求解运动规律和 
决定物理化学过程的函数 

建立连续介质模型并将其应用于已知的多类实际对象和现象，这是物理研究的 
基本问题之一.解决这个问题的基础是那些普适的和非普适的基本原始假设，各种 
实验资料，以及观察和实验测量结果同理论和计算结果在实际需要的精度下或者在 
根据问题的提法给出的精度下的一致性. 

本文旨在描述、分析并发展具有内自由度的连续介质模型的一种一般理论，以 
便根据最少的物理假设就能建立复杂的封闭方程组，并提出用来区别个别模型和个 
别问题提法的复杂的附加边界条件和其他一些条件.我们所研究的作为模型基础的 
基本变分方程是拉格朗日变分原理的一种简单而自然的推广，该方程在许多重要情 
况下完全等价于拉格朗日变分原理的一些众所周知的应用实例和表述[ 4 , 6 , 9 , 1 iq i . 

1 我们早就知道，在相对论、分析力学、平衡过程热力学、弹性力学、流体力学等 
学科中，所有基本方程都可以从拉格朗日变分原理推导出来. 

在许多现代物理学理论中，该变分原理不但是一种有效的研究工具，而且就本 
质而言是唯一合理的原始出发点. 

我们的分析表明，物质介质和物理场的拉格朗日变分方程可以作为任何物理模 
型的基础，其中不仅包括可逆现象模型，而且包括不可逆现象模型. 

利用变分方程可以在共同基础上把热力学和力学不可逆过程理论中的各种唯象 
方法和统计方法整合在一起.例如，在不可逆过程热力学的已有理论范围内就能够 


d 在国家标准中不再使用 “ 潜热 ” 一词来表示相变中传递的热量，相应物理量可以通过焓的变 
化表示出来.一译注 
2) 例如，可以参考本书第二卷 . 
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解释并评价塑性力学中残余应变的关联定律 U . 

在下述理论中，变分方程的使用是已知的创新点，该变分方程被 用于： 

(1) 描述能够在连续介质中真正出现的不可逆 现象； 

(2) 建立状态 方程； 

(3) 建立动理 方程； 

(4) 得到初始条件和边界 条件； 

(5) 得到介质内部的强间断条件. 

大量应用是建立和引入二维或一维模型，以便取代三维模型，这时要用额外含有 
待求可变参量的相应一维或二维已知函数去逼近描述运动或平衡的三维待求函数. 

即使在牛顿力学的范围内，也不可能只根据牛顿力学基本方程 

ma = F (6) 

来描述那些明显具有许多内自由度的现象.在发展连续介质和场的复杂宏观模型的 
现代理沧时，明确这一点格外重要. 

基于方程 （6) 足以发展质点系分析力学、刚体 力学、 绝热弹性力学、理想不可 
压缩流体运动理论以及其他某些领域，但是要想考虑宏观的热效应和电磁效应，仅有 
方程 （6) 是不够的. 

例如,仅仅基于方程 （6) 不可能得到控制塑性应变增长的宏观定律，不可能研究 
连续分布的位错发生变化时出现的相关效应，不可能研究与介质极化和磁化宏观理 
论有关的各种过程和效应,还不可能研究其他许多情况. 

再如，介 M 微元或有限物体的动量矩方程不是方程 (6) 的推论，而是与自然定律 
相对于旋转变换群的对称性有关的独立的基本方程，而方程 （6) 则与自然定律相对 
于反演变换群的对称性有关. 

在许多经典连续介质模型中，应力张量是作为被定特征量从固定一种介质的性 
质的一般假设引入的，这时微分形式的动量矩方程或者归结为应力张童对称的条件， 
或者自动成立. 

我们指出，在微观层面上基于方程 （ 6) 发展起来的统计理论可以用来得到一些 
宏观规律，而统计理论的发展总是关系到某些普适的和个别的重要附加假设，这些 
假设却不能直接得自方程 （ 6). 

我们现在阐述基本变分方程的意义，该方程可以作为构造具有内自由度的宏观 
介质模型的原始的基本方程. 

为了简单和程度更 高的一 般性，我们在伪欧几里得时空假设下在狭义相对论范 
围内考虑下述理论. 

经验和相近的研究表明，利用通过几何方法定义的四维物理时空以及四维矢量 
和张量来发展理论是非常方便和自然的，并且在一些重要情况下，这样的处理从物 

1〉 关联定律 (accottHpoBaHHuft 3aKOH) 即塑性本构关系，见本书第二卷第十章 §3. - 译注 
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理观点来看是完全必要的. 

在观察者所使用的固定坐标系中，设实际的运动和过程由分段光滑函数 

_ 

〆 #)，兆， ⑺ 

精确地或近似地描述.与此同时，我们还引入足够大的一类分段光滑容许函数 


x\e)=Ae)^sx i 1 

根据条件，函数组 （7) 也包含在 （8) 中.此外，按照量 K B ( e ) 的含义，我们认为 

6K B (^ k ) = 0 . * 

在四维时空中，考虑由三维曲面1: 0 包围的 区域％ 中的事件组，我们将在其中 
某一区域中的 k 研究函数 A A ' 孓函数的进一步构造关系到以下 假设： 在容许函 
数类中，变分 J /， (5,和 M 在区域 V 0 中连续并具有足够的任意性，变分方程中的 
所有导数都是连续的，并且变分如 j ， SV k x), …， JVfc〆 1 ，... 可以通过描述实际现象 
的函数 〆 # ) 及其变分知 s 和对坐标 w 的导数表示出来. 

下述理论的重要创新 点是： 

(1) 变分以定义为一个四维逆变矢量的分量，而变分定义为本质与 〆 相 

同的张量的 分量； . 

(2) 对于任意区域 V 4 c Vb ， 在其边界上的变分如< 和以及它们的导数 
能够取不等于零的、在已知条件下任意的值. 

我们把基本变分方程写为以下形式： 

S J Adr-f 6W* + SW = 0, (9) 

v 4 

式中 A 是拉格朗日函数的体密度 ， dm = pdr , dr 是四‘体微元 dr = dK 4 = dR 也 
对于物质介质， A 由以下公式给出 D : 

A = -pu( gij , x), Va ^， … ， 〆 ，％ 〆 ，…， 5, K b ), (10) 

式中 p 是标量密度（静止质量与随体坐标系三维体积之比)， u 是随体坐标系中单位 


°如果在公式（ 5 )中存在量 t / 0 , 则这个量一般能够因为边界 E 0 和 V 4 内部的间断面的发展而 
变化，所以在进行变分运算时，可以在对 V 4 的积分中补充相应一些项.在下述理论的基本提法中 
没有引入这样的附加项. 

在八的公式中，在自变量所包含的参《 V 1 中专门单独列出 了熵& 但在 A 的自变量中没有 
熵 S 的梯度.下述理论还可以被直接推广到不专门列出熵的情况，熵在这时只是 A 中的参童 
之一，其中还有熵的任意阶梯度. 
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静止质量的内能.在狭义相对论中，量〃可以视为四维标量.热力学第一定律指出， 
可以对任何物理上无穷小的微元引入函数 up dr . 

确定函数 u 的自变量和形式，这就是在具体建立连续介质模型时出现的基本物 
理问题.要想把内能以其自变量的函数的形式固定下来，总要提出某些假设，其中部 
分假设有时可能显得是非常自然的和理所当然的. 

在实际应用中经常可以把可变参量的取值看作小扰动特征量，所以在许多情况 
下可以把函数^简单地看作小参 fi 的正定二次型.这时，确定函数 u 的问题就归结 
为确定相应二次型的常系数的问题.在确定这些系数时，对称条件大有用处 [ u ， 12 !， 
也可以利用实验结果，在某些条件下还可以基于（从一些普适假设和给定模型所特 
有的假设发展起来的）统计理论把这些系数的值同分子常量联系起来.这样的系数 
类似于杨氏模量和泊松比，在实际应用中总是能够很容易地从实验中得到这些系数. 
可以（根据某些进一步的假设）用统计方法计算这些系数.不过，在固体的许多情况 
下用统计理论计算出的结果一般不符合实验结果.对于气体，计算与实验的符合情况 
好一些，但这时仍要用实验来检验计算结果.尽管如此，利用统计方法能够发现类似 
系数之间的某些关系式，例如热导率、黏度和扩散系数之间的关系式，而这些关系式 
在唯象理论中是不明显的. 

在牛顿力学中，在惯性坐标系中通常使用公式 



来代替公式（10)，式中 V 是连续介质物质点的速度,标量 W 是质量内能. 

对于物质介质的确定模型和电磁场，在已有理论中可以认为函数 A 是已知的. 
在广义相对论中，量 A 中与引力有关的部分是已知的（希尔伯特理论)，这是确定代 
表引力场的度规张量义的基础.广义相对论的各种推广一般总与拉格朗日函数密 
度 A 的变化或其他给定方式有关. 

需要重点指出的是，只有在内能或相应拉格朗日函数 A 给定或已经确定时，我 
们才能从物理观点说，一个物理系统是给定的或已知的 ! I 1Q ， 13 — 15 ]. 

因此，从一般的物理观点来说，用宏观变量的函数给出方程 (9) 中的拉格朗日函 
数 A 的要求是自然的.为了满足这个要求，我们要具备在各种物理理论和实验中积 
累起来的深厚经验.我们总是必须提出一些假设来固定函数 A ， 而这些假设的正确 
性可以用各种直观的和其他一些一般很简单的方法加以证实. 

在讨论固定函数 A 的问题时，宏观理论能够并且应当同普适物理原理、实验和 
统计理论发生最直接的接触. 

现在来阐明泛函的表达式，它表征在％中给定的那部分介质与外部场和 
外部物体之间的相互作用，其中既包括按照体积分布的相互作用，也包括与曲面 S 3 
的相互 作用； 此外， W 还表征与所取区域％相邻的介质在曲面上的某些不可 
逆作用. 
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.在绝热可逆过程中，以及当％内部和曲面 S 3 上没有外部能量流的时候，经常 
可以简单地认为外 = * • 

在天体力学的保守系统中总是可以认为，在相应选取 A 时成立= 0. 
在唯象理论的一般情况下，既有外部能量流进入所研究的介质所占区域和表面, 
也存在不可逆过程，这时 a 的自变量包括 ^ A ( e ) 对 c 或 w 的各阶导数， 
6 W * 的表达式的一般形式从而可以写为 U 

縱 * = f(pOSS- Qi Sx i - M a 6^ a ) dr - f ( E … 

V 4 E 3 +S ； fc、>np 

+ E W 1 、％ ••• 机 （ ii) 

Jl-jq / 

式中表示运动特征童发生强间断的％内部的三维曲面 S 的两侧， n fc 是 S 3 , 

和的单位外法线矢量的分量，分量 

Q(Qu Qi jl ^H M{M A) M k A h ''^) 

是某些给定的广义外 “力，、 而量彡的意义是绝对温度，它在不同情况下可以视为被 
定量或给定量.在公式 （11) 中，熵的变分是独立于变分和6 〆 而引入的量. 

给出泛函的表达式，这关系到把相互作用分为内部作用和外部作用的问 
题.例如，如果把电磁场或引力场看作外部对象，则 6 W ^ 的表达式包括电磁场有质 
动力和引力的相应能 量流； 如果这些场是给定的，而外部能量流也包含在介质模型 
中，则在的表达式中会出现相应的全微分，于是可以把它们从中分离出 
来并放到 A 的表达式中.在把 SW ^ 中的全微分移动到 SfAdr 中之后， A 的含义发 
生变化，公式 （10) 也就替换为另一个类似的公式，其中取代内能的是自由能、焓或 
其他热力学状态函数.对于不可逆过程，不可能完全放入 A 2 ), 因为变分 W 
一般是非完整的. 

如何定义广义质量“力” Q 和广义面“力” M 的分量的问题密切关系到耗散 
机理的理论，在解决这个问题时必然要作出各种假设，也必然要使用已有的不可逆 
过程热力学的各种结果.确定 Q 和 M 的问题类似于在牛顿力学中建立力的定律的 
基本物理问题；在牛顿力学中，力由牛顿方程定义，而这里的力则由变分方程 （9) 定 
义.研究 SW * 的被积表达式中的量在间断面上的性质可能具有特别的意义.确 
定既关系到主定量 d 和的选取，也关系到这些量的变分的定义，还关系到 
诸如变分在间断面上的连续性等情况. 

需要重点指出的是，各种不同介质的共同点在确定或给出量 A 和 SW * 的时候 


n 在四维情况下，在确定给出能量流的标积的符号时必须考虑 249 页脚注中的说明, 
2 > 原文如此，其实这句话的含义是 SW * 不可能完全放入 5/Adr. —译注 
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就已经显现出来.利用这一点就能够使用和整合各个领域的经验，并直接把各种理 
论联系起来.此外，还有一些使用统计方法的额外手段. 

[变分方程 （ 9 ) 与热力学第一定律和第二定律有密切的关系 1〕 . 我们将在牛顿力 
学的范围内更详细地研究这个问题.能量方程（热力学第一定律）可以写为（见第五 
章方程 ( 2 . 17 )) 

d J <^pdr = J (Fmass - dr -h + dq**)pdr J dx a da y ( A ) 

v 3 v 3 e 2 

热力学第二定律可以写为（见第五章 § 5 ) 

J OdS p dr = /(扣⑷ + dg ’) pdr ， ( B ) 

^3 V 3 

式中#是质量总能量，量 0 的意义一般是绝对温度， S 是质量熵， cV 是非补偿热，％ 
是任意的运动的介质物质体，而 E 2 是 v 3 的表面. 

方程 （ A ) 和 （ B ) 是对任意的三维物质体 K 3 写出的，并且按照定义有 

* d J <^pdr = J 衣 , p’ dT’ — j <^p dr,. (C) 

V3 v 3 

其中不带撇号的量对应时刻 i ， 带撇号的量对应时刻而能量方程中的 di 对所 
有介质微元均相同.在关系式 （ A) 中 ，量出 是通过增量 dd ， 如⑷ 等表现出来的.也 
可以假设 dt 对不同介质微元和不同时刻《是不同的，并进而研究作为能 S 方程推论 
的关系式 （ A). 然而，关系式 （ A) 这时不是能量方程，而是能量方程对组成物质体 ％ 
的那些介质微元的推论. 

在 z 1 ， x 2 , x 3 , i 空间中取任意的四维区域 K 4 , 并用不同平面 i = const 截取该 
体积，得到不同的三维区域现在考虑不同的《 = const 值所对应的各种 V 3 并研 
究关系式 （ A ). 

把关系式 （ A) 对时间积分，根据式 （ B) 和 （ C) 可以得到关系式 
-d J <^pdr dt + J (Fmass • dr 4 - ^ d5 - dg 7 + dq* m )p dr dt + J p ^ n ^ dx 01 da dt , (D) 

V4 V4 s 3 

它 是对; tf 毕区域 R 写出的类似 （ A ) 的关系式的推论.在对关系式 （ A) 进行积分时， 
如果认为所有 K 3 都对应同一个运动的物质体， 并且出 对所有物质微元都相同，则 
关系式 （ D) 就是有限时间间隔内的通常的能量方程. 

作为一个自然的基本假设，可以认为变分方程 （ 9 ) 中的 A , 和的定 

D 方括号内的部分是为本书第四版写的 . 



具有内自由度的连续介质模型 


义 n 满足以下 条件： 如果所有量的变分都是主定 量在出 时间内的真实无穷小增 fi ， 
换言之，如果成立等式 


Sx } 


dx 1 

dt 


dt == v l di , 


Sfi A = = fi A df , 


(E) 


6 S = S dt , 


则方程 （ 9) 完全等价于方程 （ E). 

当变分的卑义由等式 （ E) 给出时，上述情况是在物理上解释方程 （ 9) 中的各个 
项和函数的基础.由此可知，在变分 知<， 和仿的约束（例如条件 S ( pdr ) ^ 0) 
所允许的任意变分的一般情况下，总是可以把方程 （ 9) 写为以下 形式： 




一 S S 9 p dr dt -\- / ( F m&ss ^ 8 r + 6 SS — 6 q r 6 q**)p dr dt 


J 6 x Q da 2 dt H - f 60. dr dt 


(9i) 


s 3 


式中沉 2 表示在真实的运动和过程中恒为零的泛函 ， = o. 

就像在相对论中那样，在牛顿力学也可以 把量# 看作四维标量，但是这时必须 
在的公式中考虑质量力（惯性力）的虚功，它是表达式 F mass •知中的一项. 
在牛顿力学中，如果微元 dm 相对于惯性参考系以加速度 a 运动，则惯性力在 dm 
的虚位移 Jr 上的同一个虚功有2种 写法： * 


—(a - Sr)dmdt — —S ( V ^ dt + Sv 2 — d 


Sr \] 
v •— 

dt J\ 


dmdt 


(F) 


或 


-( a * Sr)dmdt = s( V ^) dt - ^±^ dt . ) 減 

\ 2 J at dx a 


⑹ 


U 下面将证明，当 A 和给定后，量 (5 W 就是确 定的； 这是由状态方程决定的 . JVV 的一部 
分是 （92) 中的曲面积分（见385页)，还可能对 d </( e ) 有贡献. 

如果根据一些物理理论和假设己经建立起泛函 A 和 SW * 的具体形式，则欧拉方程和状态方 
程在的相应标准形式 （19) 下是完全确定的. 

另一方面，对于给定的欧拉方程,泛函 A ，(5 VV * 和 不是唯一确定的.其实，如果把 A 替换 

为 A + qW ， 式中以 是依赖于坐标和待求函数的任意4个函数，则在笛卡儿坐标系下有 

▽此 = 竺+^! +豎 + — 

1 洳 1 十枷2十加 3 十汍 ■ 

对该附加项的体积分的变分应用奥一髙公式后得 

S f Vi^ dr 4 =S f ^Ni dr 3 . 


所以，此变分只影响从而只影响状态方程和间断面 条件. 因此，在 A 中增加这一项并不 
改变欧拉方程. 
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在等式 （ G ) 的右侧应用了质量守恒方程 dm = pdr 3 = const , 即 dp/dt + divpv = 0. 
添加一个共同的因子并不改变问题的本质，因为依条件有= 0. 


在方程 （ 9) 中，表达式中与惯性力的虚功有关的部分根据等式 （ F) 和 （ G) 
可以改写为下面的形式 （ F0 和 （Gj 对 （ F) 直接积分即得 


SW^ = J (—a - Sr)dmdt 

V 4 



v 2 dm 
— 2 


d 亡 + 



Va 


V 4 



dm dt. 


(F') 


我们强调，对于真实的过程，表达式 Sv 2 - S(v • Sr/dt) 恒等于零，第二个积分从而也 
恒等乎零，所以在 J 替换为 d 之后，等式 （ F0 对于真实过程变为以下 形式： 


SW ； = 一 dTdf ， 

式中 T 为动能，即 

r = / 竽 — 

^3 

根据恒等式 （ G), 把相应“体”积分变换为“面”积分后可得 
SW* = J (-a-Sr)dmdt = J ^-dr 4 — J pv - Sr N 4 dcr 3 - J v Q (v' Sr)N a dcr 3 , (G f ) 

v 4 v 4 e 3 e 3 

铷 

式中况是区域 14 的边界上的四维单位法向矢 fl ： 的分量，而最后两个积分可 
以包含 g 的表达式中. 

在使用式 （ F) 的理论中，变分 -S(updr) 与变分 -S(pv 2 dr/2) 相加，这时在方程 
(9) 中取带有负号的质量总能量作 为八： 



pv 2 

~Y 



这时，在 8W ： 中还剩下积分 J [知 2 - d ( v . Jr / dt )] dmd 以0,它在真实过程中精确地 

^4 


D 设表面 S 3 的方程为 

/(x 1 , X 2 , x 3 t t) =0, 

则显然 

— An a (a = 1, 2, 3), N 4 = — 入切， 

式中是介质三维区域的二维表面的三维法向 矢 #: 的分量，这是该表面的运动速度， 



(df/dx 1 ) 2 + (df/dx^ + (df/dx 3 y 
(d"dx ”2 + (df/dx^ + (df/dx^ + (df/dt ) 2 9 


= _ -df/dt _ 

yj(df/dx^ + (df/dx^ + (df/dx 3 ) 2 


(G') 中的最后一个积分还可以写为 J v a (v- 6 r) n a da dt 的形式 . 

S 3 
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等于零，而方程 （ 9) 则变为 （ 9J 的形式.在这种情况下，泛函是从区域 K 4 的边 
界进入的全部外部虚能量流（虚功率). 

在使用公式 （ G ) 的理论中仞与-如相加，所以可以认为 



这时,拉格朗日函数 L 不是带有负号的“总能量”.在使用 （ G ) 时，在外^的表达式 
中含有 （ G ') 中的“曲面”积分，所以这时不同于通过 Vi 的边界进入的原始总 
能量流.在分析力学中通常使用表达式 A = p ( V 2 /2 - u ) = L (即式 ( G )). 

使用 （ G) 的优点在于，如果在分析力学中除了惯性力再没有无势的外力（有势 
的力的功可以包含在 w 中)，换言之，如果系统是保守的，则这时不必引入但 
是在非保守外力或非完整系统等一般情况下# 0,所以在分析力学中也需要引 
入 8 W \ 在使用 （ G) 时，基本变分方程 （ 9) 可以写为以下 形式： 



v 4 


式中 



S / Adr 4 + / (Fmass - {-eSS-Sq 1 6q^)pdr 4 


V 4 



Sfli dr 4 -f- J [{p'J. - pv p v a )N (3 - N 4 fw a ) Sx a da 3 = 0, (9 2 ) 


V4 


S3 


= SQ — p 


Sv 2 — —(v a Sx a ) 
at 


如果注意到物理力学系统是具有内自由度的热力学系统，其中的过程一般是不 
可逆的，则方程 （9) 和其中每一项都具有独立的物理意义，而对无穷小区域写出的方 
程本身则是能量守恒（更准确地说，能量变化率守恒）的变分方程.因此，使用 （ G ) 
的理论因其物理上的合理性（其中每一项的四维标量本质保持不变）而更加可取 D . 

得自变分方程 （9) 的欧拉方程一般依赖于泛函的形式.导致这一项的原 
因是在欧拉方程中可能包含有一些“广义回转力”，这些力对能量方程没有贡献，但 
是在主定量的假想增量上却给出不为零的广义功. 

在一般情况下，只要把方程 （9) 与 （ D ) 进行对比，就容易求出泛函这时 W 
和拉格朗日函数的密度 A 是给定的，内能 u 因而也是给定的. 

1964 年，文献 [14] 研究了关于奶的一般形式的问题.当犯# 0 时，回转力的 
一个实例是洛仑兹力 （ 1 ； x H ) e / c . 这个力垂直于电荷 e 的运动速度，因而在真实运 
动中不做功.显然，如何给出“广义回转力”是一个物理问题，下面将在给出函数八 
和泛函 W 之后利用方程 （ 9) 唯一地解决这个问题.另一方面，对手固定的能量关 
系式 （ D), 泛函⑹以及与它和能量方程相应的 A 和 6 W * 可能因为“广义回转力” 
不同而不同 .j 


D 文献 [21] 详细研究了上述两种理论. 
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真实运动和过程是由一些定律描述的，其中的熵产生方程可以并且适宜用来考 
虑耗散过程.下面将从一般变分问题 （9) 中的欧拉方程得出介质微元的熵变化方程. 
内部不可逆过程使熵增为正，这应当由给出真实现象的 A 和广义“力” Q , M 的那 
些定律来保证. 

根据方程⑼的基本意义，可以认为童是通过£ 3 + 5 ± 上的曲面积分表示 
出来的.当变分 W ， (5 〆 和它们的导数在 S 3 + S ± 上不等于零时,可以利用方程⑼ 
通过 (5 /A dr 和 SW * 来计算变分朴 

如果除了方程⑼，还有一些外部条件给出在 + S ± 上的值（这时化， 
Sfi A 和它们的相应导数是任意的)，则下文将表明，由此可得初始条件、边界条件和 
间断面条件. 

当变分知^，及其所需阶导数在 E 3 -f 上等于零，但变分本身可以在 K 4 

内取任意值（线性无关）时，方程 （9) 给出欧拉方程 D 


s ^ q ViX ^ Vs W Q 


SA 

SS 


+ 

dA 

dS 


dA 

dK ^ 


ViK B + Qi + M A Vifi A = pOVi S, 


一 P 沒， 


SA 

Sfi A 


M A) 


式中 SA / Sx ^ 和 SA / SS 表示变分导数，例如 


8\ 一 
Sx ^ dXq 




aA 




d^ s VkX\ 


方程 （12) 乘以 < 后再对角标 i 求和，得 


p dS 


^ dx { “ da A dA dK B „ … 

Qi w + A W + dK；W + 3 ’ 


( 12 ) 

(13) 


(14) 


(15) 


D 利用 . 

5A = dA 4 - V* A, Sn A = d^ A -f <5z l Vj fi A , ^ dr = V» dr 

并令体积分中知、 a〆 和沾的系数为零，即可得到这些方程.在方程⑼中，标量、矢量和张量 
的变分是对表征物质微元的函数定义的,也就是在 d ， 《 2 ,和不变的条件下定义的. 

用沒表示的变分是在观察者的观点下在坐标系/中定义的，这时对函数的变分运算是在自 
变 fl d 不变的条件下进行的.变分6和 a 之间的关系为 


S = d ■{- Sx* Vi. 

例如，按照和 Kcix ^ 的定义有 

SK b (C) = 0, 所以 dK B = -dx^i K Bi 
dKcix 1 ) = 0, 所以 SK C = ^ V * K c . 

禱 • 

对于任何张量 T 的个别形式的变分 5 G T 或 d G T ， 如果张量的分量是标量 i ? 的自变量，并且 
只对基矢量^或〜进行变分运算，则由此可得，无论方程的形式如何,都成立以下恒 等式： 

孀 * 

只 = 0 或 OqR = 0 . 

这类等式在某些中间变换过程中可能是有用的.详见文献 f20l. • 


具有内自由度的连续介质模型 


• 387 • 


式中 


i s SA d 

〜义兩， d ^ = d^ Vi 


因为由等式 


0 = ^( x W ^«) = ^ 


SA / d 2 x p d 2 x p 
Sx^ \d^d^ 一 


可知 


x ^ Vs ^ +x " Vs (£f x 0 =Vs (« 卷 ) 


方程 （15) 就是介质微元的熵变化方程，因为坐标0按照约定起时间的作用.为 
了得到对固有时间 （dT = (§44) 1/2 ^ 4 )的导数，只要在方程（ I 5 )两侧都乘以 ―)一” 2 
即可. 

在欧拉方程中包含有动量方程和能量方程，此外，根据参量的意义，在欧拉 
方程中还可能包含有麦克斯韦方程、化学动理方程和表征内自由度的待求函数 
的其他各种 方程. 可以证明包括塑性介质模型在内的所有重要的宏观连续介质 
模型都可以从基本方程 （9) 推导出来. 

一般而言，欧拉方程是偏微分方程，其阶数与拉格朗日函数 A 的自变量中的导 
数的阶数有关.在一般情况下，这个阶数可能相当高. 

如果 A dr 和是由公式 （10 ) 和 （11) 定义的四维标量，则对基本方程 (9) 中 
的第一个积分进行变分和分部积分运算后得到公式 


6 W 





e 3 +s± 


■ 

E (#••• 〜 +< 1 ’ 义 … u〆 

jV ••乂 7 - 


dc 7 + 



V 9 n sk n k d ( j , (16) 


^3^ S ± 


式中 Pf … jp 和 ^ 是通过 A 和： r % 的一些导数表达出来的某些量（张量 

的分量)，它们是用分部积分法对变分 



A.dr 


进行变换后得 到的. 这些变换手段一般不能唯一地确定分量 ff 1 …、和 因 
为当⑽ 是任意反对称张量苷且其分量以及分量的一阶和二阶导数在曲面 S 3 + 5± 
所包围的区域中连续时，等式（ I 6 )中的最后一个积分恒等于零,从而能够把这个积分 
写在等式的 左侧. 这个结论根据奥一髙定理是显而易见的，因为从等式^ 

可知 v 9 v k n sk = o . 

可以选取在形式上与公式 （16) 中前面的被积表达式相同的任何线性型作为分 
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量显然，因为 n # 的选取具有任意性，所以把张量分量 

通过介质微元的运动和状态特征量表达出来的公式不是唯一确定的. 

由此出现的问 题是： 能量动量张量的概念不是唯一的，当欧拉方程给定时状态 
方程一般具有随意性,例如内应力这一基本概念具有随意性. 

公式 （16) 中的上述张量分量对主定量的函数关系可以看作并解释为物理介质 
的状态方程，这些方程是胡克定律的推广. 

•因此，对于固定的欧拉方程组，在确定状态方程时出现了随意性.强间断面上的 
边界条件和初始条件是表示物体边界上或物体内部间断面上的物理相互作用的一些 
附加条件.更详细的分析表明，利用这些强间断面条件不能消除状态方程的上述不 
唯一性. 

当欧拉方程组固定时,可以用补充散度项的方式改变拉格朗日函数的密度 A . 不 
难看出，这也会引起状态方程的改变.然而，完全固定的拉格朗日函数可以包含在连 
续介质模型的物理定义中.固定的欧拉方程组不能给出介质具体模型的全部所需信 
息. • 

自然，在状态方程确定后，应力就唯一确定下来.尽管如此,在一些具体问题中， 
即使状态方程具有某些不同的形式，所有关于运动和参量的变化过程的规律也 
操持不变.上述不唯一性的全部意义正在于此. 

必须强调，上面这种隐含的不唯一性与使用变分方程 （9) 建立状态方程的这种 
特殊方法无关.如果使用热流微分方程这种一般热力学方程，也会出现这种情况[ 14 !. 

利用下述一般物理方法可以理解并阐明这种不唯一性的意义. 

众所周知，当刚体运动时，刚体内部的应力问题没有确定的解答.我们总是可以 
想象，在刚体中作用着任意一组等价于零的内力，但是因为无法发现是否存在这样 
的内力，所以其存在是毫无意义的. 

容易证明，对于任何可变形体也有类似于刚体的情况，这时可以指出许多组不 
同的应力，它们并不影响运动规律，因而同样无法发现这样的应力是否存在.对于不 
同的内应力组，运动方程和附加条件都是相同的，但是状态方程各不相同. 

显然，如果首先给定状态方程，就不会出现这样的不唯一性问题.然而，在构造 
新模型*的问题中，从需要求解的问题的本质讲，在建立状态方程组时自然会出现状 
态方程可能有各种选择的问题.当拉格朗日函数的密度依赖于主定量的一系列梯度 
时，这个问题能够具有特别重要的意义. ^ 

为了举例说明以上提法的正确性，我们来考虑弹力学方程，相应状态方程由 
以下公式 表示： 


P ij = P 


du 


(17) 
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为了代替状态方程 (17), 我们再选取其他一些状态 方程： 

. = 〆 • + 户，= \ 7 s V k N iksj { N iksj = - N ikj % (18) 

式中己经指明，量 N 叫 相对于角标 s ， j 是反对称的.这些量是一个张量的分量，该 
张量在所有问题中都以同样的、但任意给定的方式依赖于任何状态参量及其任何导 
数 ”• 

容易证明，运动和变形的所有规律都是独立于而确定的，因为附加应力夕^ 
恒满足平衡方程 

▽#=0， 

此外，对于表面为封闭曲面 S 的任何区域 V ，我们有 

J(Vjp ij )Sxi dr = J(p^ Sxi H- VkN^VsSx^nj da = J ^(VkN^Sx^nj d<r = 0. 

V E s 

显然，这时除了应力户还要引入三阶表面应力 2 ) V k N _• 根据边界条件，曲面积分 
被积函数中的梯度％的法向分量在曲面 S 的每一点都恒等于零.按照奥一髙公式， 
对曲面 s 的任何微元的曲面积分可以化为对该微元的边界 r 的曲线积分，在微 
元 Aa 上的相互作用于是归结为围线 r 上的相互作用，因而可以视为内部相互作用. 
如果在 r 上如< = 0,对微元 Aa 的曲面积分就等于零.由此可知，附加应力和 
V k N iks ^ 在整体上对被任何曲面 S 的微元分隔开的相邻介质微元之间的相互作用能 
量流没有贡献（对于任意可能的位移 6 xi ), 因此，它们对介质与物体边界^上的外 
部物体之间的相互作用能量流也没有贡献.对公式 （17) 所定义的分量使用类似 
的变换，就得到能量方程，因为 u 表示质量内能.在所得方程中考虑了在一 0时 
被曲面 S 的微元 Aa 分隔开的介质微元之间的机械功的交换.这时，相邻介质微元 
之间的能量交换只是因为通常的二阶应力而实现的.有鉴于此我们强调，在更复 
杂的模型中不能把内部的面相互作用仅仅归结为通常的二阶应力，上述讨论因而是 
有意义的. 

利用变分方程 （9) 能够更加深入地揭示状态方程、强间断面上的边界条件和初 
始条件等概念的本质.如果没有一些附加的假设，仅从微分方程出发是无法得到间 
断面条件的.结果表明，上述条件和方程之间有密切的关系，应当在统一的框架下对 
它们进行研究. 

为了得到下面的结论，我们对的公式 （ 16) •进行变换，使得被积表达式只含 
有变分 Jd ， 和+ 心 上的独立的沿法线方向的协变导数 Vi a ) 6 x \ vi P ) Sfi A 

D 在没有外质量力的弹性力学平衡问题中， 应 力的解也可以表示为的形式，但在成立 
胡克定律或其他具体的状态方程的条件下，童 N ㈣ 是坐标的函数，并且不是变形特征量的（对所 
有问题均相同的）普适函数.例如，若是任何反对称张量，则当 N ㈣ 时，分童 
根据 （18) 是对称的. 

2 )详见： Sedov L . I . ZAMP , 1969, 20(5): 653—658. 
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(«, 卢=1 ，2, •••). 问题在于，变分 W 和梯度可以视为独立的,但并非所有 
E + 上的髙阶梯度&…都可以视为独立的. 

为了建立边界条件， MmhajihhG [ 17 丨在一些最简单的个别情况卞对公式 （16) 提 
出了一些相应的变换.为了得到间断面条件， Jlypbel 1 ^ 提出了一些相应的个别变换. 

我们假设曲面5] 3 + 5±是光滑的，为此只要假设曲面 S 光滑即可（因为 区域％ 
和所选曲面 S 3 是任意的).上面提到的变换给出公式 

SW= J (^ i 0 Sx i + ^ il V n Sx i + 

T ,+ S ± 

+ ^ ao^/^ a + ^ai V n <5 /^ A + … + ^ a ( s - i ) V T ^ s ~ 1 ^(5/ i j4 ) d (7. (19) 

在公式 （19) 中，矢量分量淨 i 。， 只 1,…， ^ t ( r - l ) 和张量分量為10,…， ^ A ( s - l ) 
是唯一确定的，它们可以通过并非唯一确定的…九 ••九 和…九 
表示出来. 

矢量分量瑪 a 和张量分量 JC A & 是在边界面 S + 的微元 da 上的点定义的， 
它们不仅像通常的应力那样依赖于所考虑的曲面微元的方向，而且还依赖于其曲率 
以及其他一些更精细的微分几何性质 2 )，这是这些分量的一个非常重要的特点. 

矢量&和张量就是连续介质的真实特征量，它们依赖于在其上面发生 
相互作用的曲面微元的几何 特性； 它们对主定量的函数关系则是通过拉格朗日函数 
A 以及的表达式中的 Qp …夂和表现出来的.显然，在 6 W ^ 的公式 
(11) 中， 只有瑪 《和 Ji 邱 的定义中所包含的、含有…夂和 M 义 ^的那些组 
合才是重要的. 

如果量在边界 S 0 的部分区域中是给定的，则根据公式（19)、和的 
任意性以及它们在仏上的法向梯度的任意性可以得到，在 ☆ 的上述区域中的点 B 
成立以下 条件： . 

^ia ^ = 9Api^) ( 20 ) 

(i = 1, 2, 3, 4; A = 1, 2,…， AT ; a = 0，1，2 , …， r - 1; p = 0, 1, 2 , …， s - 1)， 

式中 L ⑹和 g Ap ( B ) -般是在点 i ? 的给定函数.在 t 0 = const 所对应的边界 E 0 
的三维空间部分中，等式 （20) 是物体所占三维区域中的初始条件. 


”对于变分的任何有限阶梯度， B .. A . >KeiiHopoBHH 提出了四维时空中的一般变换. 

2 )如果 E + 5± 没有棱或尖点，就容易从公式 （16) 变换到公式 （19); 如果存在这样的奇异性，则 
公式 （ I 9 ) 仍然成立，但这时必须把积分 （19) 的值看作对趋于有棱曲面的光滑曲面 E + 的积 
分的 极限. 公式 （ I 9 ) 中的被积函数依赖于矢量 n 和它的切向导数，所以当被积函数具有奇异性和 
间断时,在取极限时（在趋于具有二维棱的三维曲面 E + 5^时）就会出现一些对棱的二维曲面的 
附加积分.只_要对有棱曲面直接应用在棱上没有奇异性的积分 （16)， 就可以写出这些附加的积分， 
然后应当进行一个变换，从而得到公式 （19). 在这个变换中，散度项的第二个积分对于光滑曲面 
S + 等于零，对于有棱曲面则给出一些对棱的积分,它们都很容易计算，并且一般不等于零. 
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E 的三维区域由物体的二维边界 S 2 和同时发生变化的时间 t 组成，该区域中 
的条件 （20) 可以视为给定物体所占的变化的三维区域的边界上的边界条件.在当前 
边界 （ = const > ~上，等式 （20) —般可以简单地视为用来确定其右侧的关系式，这 
时要使用由初始条件和边界条件决定的运动规律. 

现在，我们来写出位于连续介质四维区域％内部的三维强间断面 S 上的条件. 
根据前面的研究和相应假设，我们认为所有分布在 S 上的对介质的外部作用都已经 
包含在中（例如，有时可以把下列效应看作外部 作用： “可叠加”的常量％ 
的变化，燃烧或爆轰前锋中的化学反应放热，或者在 S 上的各类间断面上的能量吸 
收；同样这些效应也可以解释为内部过程，这时要改变拉格朗日函数的密度 A ， 使 
其更加 复杂， 例如，可以把对间断面 S 的相应附加曲面积分的变分分离出来).令 
SW = 8 W ^ + SW s ± ,再令变分如％ 以及所有在中出现的这些变分的导数 
在 S 3 上等于零，在间断面 S 上可得 ' 

0 = SW s± = J [(馮0知％ + (夕 io ^) 一 + … + (外卜”▽义一 1 ‘％ 

5 + (巧卜 D ▽ 广以幻 ―+ (^ao^) + + ( WaW 〆)- + … 

+ (為 ” J〆 ). + (為 (卜 ”处-々 〆 )-] da . (21) 

对于公式 （21) 中所有依赖于 S 的法线方向的量，下面将采用法线的同一个方向. 
根据巧 a 和 心 以及算子 Vj 的定义,我们有 

^ia(n) = T^a(-n), ^ A0 (n) = 干為 〆 一 n), V^ 1 =干 V ^； 1 ， (22) 

并且减号对应 a ， 久 A : 是偶数的情况，加号对应 a，A ifc 是奇数的情况. 

我们已经指出，容许函数类的基本条件在于以下 假设： 待求的解和区域％中的 

比较函数是分段连续的，在基本变分方程 （9) 中出现的这些函数的所有偏导数也是 

分段连续的.在区域 V 4 内部引入强间断面 S 的基本意义在于，待求的解和进行变 

分运算的相应容许函数在假想穿过曲面 S 时发生间断 1 h 这些间断可能具有各种特 

性，其中有些特性可能与在 S 上发生间断的函数本身的阶数和形式有关，或者与其 

导数的阶数和形式有关.例如，可以研究裂纹类型的强间断面，这时待求函数本身以 

及任何偏导数都发生 间断； 或者研究位错类型的强间断面,这时垂直于曲面 S 的小 

位移是连续的，但在 S 的切平面内的位移在从这一侧穿过 S 到达这一侧 

时发生 间断; 或者研究经典空气动力学中的激波类型的强间断面，这时所有坐标（位 

移）在 *9 上是连续的，但是导数 d ^/ de 可能发生间断. 

如果在函数 A 的自变量中有髙阶导数 

d k x i 
… } 

d 在一般情况下7待求函数的间断值也是需要求解的量.木过，也可以考虑这样一些问题，这时 
待求量的某些间断在问题的一些附加条件下是固定的. 


就会出现数量更多的各种类型的可能的强间断面. 

在空气动力学中和在固体力学的一些简单理论中，在提出和解决具体问题的时 
候可能出现各种情况,这时间断面类型或者是给定的，或者需要在求解过程中求出. 

因此，在应用变分方程时还必须引入或求出这样的函数类，使得待求的解应当 
存在于其中例如，如果认为容许函数类决定于在曲面 S 上的点成立的以下 条件: 


(▽㈣ + = (▽⑽ 


1, 2, 3, 4; a = 0, 1, • • • , rj - 1; r Y ^ r), 


(▽抑％， (▽，％ 在 a = 、 + 1, …， r 一 1 时是任意的和独立的， 

(▽“〆)+ = (▽&〆)— (^ = 1, .2, •••, ^ = 0, 1, - s^l; s^s), (23) 

(▽々 〆 )+， （▽“ 〆 )_ 在 = 〜+ 1 ，…， s - 1时是任意的和独立的， 

这就定义了在穿过曲面 s 时的容许函数类 ^( e 1 , e , e , e ) ^ x 2 , x % 

它们都是连续函数，并且前者的 q -1 个偏导数和后者的 h - 1个偏导数也是连续 
的，此外，这些函数对 S 的高阶法向导数可能具有任意间断.作为对条件 （ 23) 的补 
充，这里还假设在沿曲面 S 的运动过程中，方程 （ 9) 中的所有量在曲面 S 的每一侧 
都是连续的.根据 （ 22) ， （ 23) 以及量和 ▽加 A 的任意性和独立性，从 （ 21) 可 
得以下间断面 条件： 


(少 ia)+ = == (*^4/?)- 

(a = 0，1，…， r ! 一 1，/? = 0，1，…， s t - 1), 




= (^Ap) 


(24) 


(a = r” r x H- 1, …， r - 1, /? = s ly + 1, …， s - 1) 


条件 （24) 可以视为量少 ia 和 烏 p 在间断面 S 上的连续性条件（介质微元的 
世界线在穿过间断面 S 时仍然保持). 

为了更详细地研究具有间断解的问题，特别是与间断面 S 的边界发生变化有关 
的问题（例如孤立位错沿介质内部微元传播，裂纹增长等情况)，可以推广基本变分 
方程 （9) 并再引入曲面 *9 或其边界对拉格朗日坐标 f 的附加的变分运算. 

因此，为了得到在实际物体中发生的这类复杂间断现象所对应的附加关系式 ，一 
般而言必须用更加复杂的形式改写基本变分方程 （9) 中的泛函，这时要在或 
SjAdr 中引入一些附加项，其中含有对拉格朗日坐标的相应变分.决定因素在于， 
我们有必要考虑一些特殊的能量效应,这些效应与不同本质的间断的形成过程有关， 
或者与间断可能沿介质微元传播有关. 

在连续介质理论以及与电磁场有相互作用的连续介质理论中，根据基本方程 
(9) 进一步发展一般方法并建立具体的介质模型的相关结果包含在已经发表的文献 
[19—22] 中. 


1〉 这种类型的假设类似于在连续介质力学中所采用的关于各种函数的连续性和可微性的一些非 
常一般的假设. 
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点力 ，93 

点源 ( 点汇 ) ， 25, 26 

〜 的强度（流量 )，26 

电场强度矢量， 133, 222-227, 239-255, 260- 

262, 264-270, 300-304 
电磁场， 220-232, 239-274 
〜 的不变量 ，240 
〜的矩张童， 258-264 
〜 的能量 ，245 
〜 基本矢量的变换， 249, 252 
〜张量， 227-232, 240, 24 次 249, 253, 
303 

〜中的间断， 300-304 
〜中的强间断条件， 301, 302 
〜中（〜与介质）的能置相互作用， 244- 
270 

电磁相互作用， 220, 222-226, 239-270 
电导率， 243, 244 
电荷密度 ，221 
电雷诺数 ，270 


电流密度矢童 ，221 
电流体力学方程 ，270 

电通量密度矢量， 247-250, 252-254 ， 260, 

262, 300-304 
定常场 ，21 
定常运动， 21，283 
定容热容， 154, 177 
定容压强系数 ，178 
定压密度系数 ，178 
定压热容， 154, 177 
动理方程 ，197 
动理关系 ，192 
动理系数 ，192 
动力学黏度 ，120 

动量矩守恒定律， 102-108, 258-263, 296, 298, 

322 

动置守恒定律， 95-98, 100, 296, 298, 299, 

322 * 

动能定理， 136-138 

无穷小物质体的 〜，136 
有限物质 体的 〜 ，136 
动能密度 ，136 
度规张量， 35-37 

圆柱坐标系和球坐标系的〜， 1 邡 ，127 
对流导数， 19-21 
多参量介质， 139, 168-170 

F 

反应进度 ，206 
反应速率 ，196 
范德瓦耳斯气体， 184, 185 
方向导数 ，19 
仿射变换， 64, 65 
无穷小 〜，72 

非补偿热， 171, 174, 187, 190-192, 204, 212, 

296 

非欧几里得空间 ， • 36 
. 分布力 ，93 
封闭系统 ，142 
弗劳德数， 338, 343 
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复变函数论方法 ，284 
复势 ，284 

傅里叶热传导定律， 189, 192, 216, 217 

G 

刚体速度分布的欧拉公式 ，70 

刚体运动， 39, 63, 65, 70, 332-334, 336-339, 

342, 343 

葛罗麦卡一兰姆形式的运动方程， 113, 114, 

271 

各向同性， 117, 118 
各向异性 ，117 
孤立点涡 ，82 
孤立系统 ，142 

〜的熵增加原理 ，174 
古尔德贝格一瓦格定律， 207, 208 
固有时间， 238, 256 
固有坐标系， 238, 246, 252, 256 
观察者坐标系， 12, 256 
惯性力 ，93 

惯性坐标系， 12, 233, 234 

狭义相对论中的〜， 233, 234 
光速， 225, 227, 228 
〜 不变假设 ，232 
广义力， 381, 385 

广义牛顿黏性定律， 116-120, 192, 217 
广义热力学力， 192-194, 215-217 
广义热力学流， 192-194, 215-217 
过程， 141，142 

不可逆〜， 150, 151 ， 167-169, 171 ， 172, 
190-194, 211 

等温〜， 115, 155-157, 182 
定常〜 ， 21，150 
多方 〜，156 
非定常 〜，21 
非平衡〜， 150, 152, 153 
间断〜， 141, 

绝热〜， 155, 157, 158, 174, 181 
绝热不可逆 174, 296 
绝热可逆〜， 174, 381 


可逆〜， 150, 151, 159, 164-166 
连续 〜，141 

平 衡〜， 148, 150-152, 171, 172 
斜压 〜，115 

正压〜， 115, 156 r 

准静 态 〜， 148 

H 

亥姆霍兹动力学定理， 275, 276 
亥姆翟兹方程 ，177 
亥姆翟兹运动学定理 ，81 
焓， 176, 183 

耗散函数， 187, 188, 193, 194, 215 
胡克定律， 116-120 

各向同性介质和旋磁性介质的〜， 118- 
120 

化学反应， 88, 195-197, 205, 206 
化学计 fi 数 ，196 
化学平衡条件， 205, 206 
化学亲和势 , 206 
化学势， 199, 200 
混合物， 88-90, 195-219 
〜 的内能 ，198 

. 〜 的热力学第一与第二定律 ，204 
〜 的热力学函数， 198-201 
〜的热力学函数相对于质量的齐次性， 
200, 201 

〜的整体运动问题， 195, 211，212 

鬌 〆 

〜可逆过程的运动方程组 , 211 
活塞问题 

具有爆轰波的〜， 315’ • 

具有平面波的 〜, 312, 313 
球面〜， 313, 327-329 
霍尔电流 ，243 

J 

基本变分方程， 377-379 
基本动力学方程 , 96 
基矢量， 13-15, 28^0, 49-54, 63, 64 
〜 的并积 ，30 


〜对时间的依赖关系 ,39, 40, 256, 257 
单位〜 和非单位〜， 14，. 101, 126 

t 

逆 变〜， 33-35 
协 变〜， 13, 14, 28-30, 33 
激波， 299, 300, 304-318 
〜极线（扭结线 )，316 
完全气体的〜关系式， 315, 316 
斜〜， 317, 318 
正 〜， 317 
吉布斯公式 ，187 
吉布斯热力学势， 176, 1 杉 3 
吉布斯佯谬 ，204 
极高雷诺数运动 ，337 
极化， 221 ， 247-264 
〜定律 ，251 
计量单位， 319-321 
加速度， 15, 16, 21 

〜在任 意坐标系中的分量 ，102 
〜 在圆柱坐标系和球坐标系中的物理 
分量 ，127 

〜 在正交坐标系中的物理分量 ，127 
伽利略一牛顿相对性原理， 12, 232, 333 
伽利略变换， 231, 236 
间断， 289-318, 327-332 
〜的结构 ，290 
〜的破碎 ，298 
〜 面速度， 293, 294, 384 
〜沿介质微元的传播 ，305 
电磁场中的〜， 300-304 
. 静止〜， 305, 311 
内能〜，邓 6 
强〜， 293-318, 381 
切向 〜，299 
弱 〜，293 
小 〜，309 

焦耳热， 155, 246, 247, 253-255, 267, 269 
解的可加性 ，288 

径矢的无穷小增童 dr 的分量的变换 ，29 
局部导数（就地导数 )，19 


局域平衡假设 ，152 
绝对时间 ，8 
均匀场 ，21 

K 

卡诺定理， 161-164 
卡诺循环， 159-165 

〜的效率， 161-163 
开放系统 ，142 
柯西一黎曼方程 ，284 
柯西问题， 23, 24, 280 
可压缩流体， 181-185 
克拉珀龙方程， 115, 153 
克里斯托费尔符号， 50, 53-59, 125 
〜 的变换 ，55 
正交坐标系中的 〜，125 
克罗内克符号 ，28 
空化 ，343 

空气的性质， 208-211 
控制面 ，17 
控制体， 17, 294 
库仑定律 ，221 

扩散流矢量 , 90, 195, 196, 212-218 
扩散系数， 218, 219 

L 

拉格朗日定理 ，275 

拉格朗日观点， 10, 12, 13, 16-18 

拉格朗日函数密度 ，379 

拉格朗日坐标， 10, 12, 17, 18 

拉梅方程 ，123 

拉梅系数， 119, 120 

拉普拉斯方程 ，223 

拉普拉斯算子， 122, 129 

雷诺数， 336-338, 342, 343 

黎曼一克里斯托费尔张量， 60-62 

理想不可压缩流体模型， 179, 180 

理想流体， 111-115, 137, 153, 154, 179-185, 

304-318, 327, 338, 339 
〜的运动方程， 113-115 
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〜绕流条件 ，281 
〜中的内面力的功 ，137 
〜自 由面条件 ，282 
〜的应力张貴 ，112 
理想气体模型， 181-185 
里奇张量 ，61 

联络系数 （见： 克里斯托费尔符号 )，50 
连续介质 ，7 
〜的点 ，10 

〜的运动方程， 99, 100, 102 
〜微元的变换 ，65 
〜微元中的内质查力的功 ，137 
〜 微元中的速度分布， 67-73 
〜的本构方程 ，116 
连续性方程 

混合物的〜， 88-90 
连续性假设 ，7 
S 纲， 319, 320 

〜独立的量 ，323 
〜公式 ，320 

列维一奇维塔张量 ，131 J 

临界点 ，24 

流变学 ，111 

流管， 24, 90 

流函薮 ，284 

流面 ，24 

流线， 22-24 

〜方程 ，22 _ 

洛伦兹变换， 231-240 
无穷小 〜，236 

洛伦兹力， 244, 252, 267, 269 

M 

马赫数， 317, 339 
麦克斯韦方程 

导体的〜， 241，242 ' 

积分形式的〜， 247, 300 
极化和磁化物 体的： 〜， 247, 248 
静电学中的 〜，223 
张量形式的〜， 227-230, 248 


真空中电磁场的〜， 224-226 
迈耶公式 ，154 
密度 ，86 
- 平均 〜，86 

面力 ，93 
面力偶 ，105 

闵可夫斯基空间， 228-232, 234, 248 
闵可夫斯基张量， 249, 258, 261 ， 263, 303 
模拟， 340-346 

船舶航行的弗劳德数 〜，343 
弹性结构的 〜，343 
利用离心机进行 〜，344 
模型的选取和建立， 111 ， 277, 278 

N 

纳维一斯托克斯定律， 116-120, 192, 217 

各向同性介质和旋磁性介质的〜， 118- 
120 

纳维一斯托克斯方程， 120, 122 
内察动量矩矢量， 104-106 
内禀动量矩张量， 258, 264 
内力 ，94 

内面力的功 ，136 

理想流体中的 〜，137 
应力张量对称时 〜，136 
黏性流体中 的 〜， 186 
内能， 147, 148, 175, 183 

〜 的可加性， 147, 200-202 
〜间断 ，306 
〜密度（质 量 〜 )， 147 
理想不可压缩流 体的 〜 ，180 
混合物的〜， 198, 200-202 
完全气体的〜， 153, 154, 184 
内质量力的功 ，135 
能量 

〜的各种形式， 142-147 
〜流， 142-149, 188 ， 189, 246, 247, 
253-255, 265 

〜守恒方程， 148, 190, 232, 298 


〜守恒定律，137, 145-149, 190, 296, 
298, 299, 322 
电磁场的〜，245 
总〜，145 

能量动 fi 张量，231，249, 250, 258, 261-264, 

303 

亚伯拉罕〜, 261-264 
闵可夫斯基〜，249, 258, 261, 263, 303 
能斯特定理，184 
逆变基矢量， 33-35 
〜的变换，33, 34 
逆变量，30 
黏度，120, 187 
磁〜，267 
第二〜，120 
动力学〜，120 
运动学〜，120 
黏性流体， 116-123, 185-190 
〜 的运动方程，120, 122 
〜模型，115, 185-188 
〜绕流的相似律，342 
〜中的机械能耗散，187, 193 
〜中的内面力的功，186 
球体在〜中的运动，336, 337 
牛顿第二定律， 95-97 
牛顿第三定律，95, 98, 103 

0 • 

欧几里得空间，8, 36, 59 
欧拉方程， 113-115 
欧拉观点， 16-18 
欧拉坐标， 16-18 
欧姆定律，242, 243, 251 

P 

平衡态，151 
平面波，285, 312, 313 
平面运动，283 
泊松比，120 
泊松方程，224 


泊松绝热线，157, 158, 308-311 

Q 

奇点，24, 279 
气体常量，153 
普适〜 ，153 
气体的凝结效戽，343 
气体绕流的相似律，342 
迁移率，268 

强间断条件，,298, .305 • 

电磁场中的〜，301,302 
球面波, 285, 313, 314 
曲率张量（见:黎曼一克里斯托费尔张量)，60 

R 

燃烧波，306, 315, 328, 329 
绕流条件，281 
绕流问题，333 
热传导，188 

〜 方程，189 
热机， 159-173 

〜的效率， 161-163 
热扩散系数, 218, 219 
热扩散效应，193 

热力学第二定律，160, 164-170, 190, 191, 

204 

热力学第三定律，184 
热力学第一定律，145, 148, 149, 204 
热力学平衡，149 
热力学势， 175-178 
吉布斯〜，176 
双参量介质的〜， 175-178 
. 完全气体的〜，183 
热力学系统， 13&-145 

〜与环境的相互作用， 142-147 
非完整〜，140 ’ 

封闭〜，142 
孤立〜，142, 174 
开 放〜， 142 
完 整〜， 140 
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热量， 142-145, 154, 155, 188, 189, 213 
〜 输送机理，155, 188 
热流方程，148, 149, 180, 189, 246 
热流矢贵，188, 189 
热容，144, 154, 177, 180, 210 
定 容〜, 154, 177 
定 压〜， 154, 177 

S 

撒哈方程，208 
三维力的分量，249 
熵， 166-168, 170, 183 
〜产生，191, 192 
〜的可加性，174, 199, 202 
〜方程，190, 296 
〜疏，191 

〜沿于戈尼奥绝热线的变化, 307, 308 
理想不可压缩流体的〜，180 
完全气体的〜，166 
声速，309 

升标和降标运算，35 
升力，334 

时间概念的相对性，237 
时钟佯谬，238, 239 
矢积，132 
矢量，15, 30 
〜场，18 
〜的长度，35, 38 
〜的分量，14, 28-30 
〜的分量的协变导数, 49-51, 53 
〜 的环量，75 
〜的散度，73, 74, 83, 84 
〜的散度在曲线坐标系中的表达式，126, 
127 

〜的物理分楮，126 
〜 的旋度，75 

〜的旋度在曲线坐标系中的表达式，131 
〜管，24, 80 
〜面，24, 80 

〜势，79, 227-229, 231，249 


〜线，22 

极〜，30, 71， 131-133 
无源〜， 78-80, 271 
轴（伪） 〜 , 30, 71， 130-133 
世界线，238, 256 
势流，24 

双参量介质，153, 166, 175-178, 185, 206 
〜所做的功， 158-163 
: 〜系统的总热流公式 ， 158 
变量分离的〜 ， 18?； 

双生子佯谬，239 
斯托克斯定理，76, 77 
四维电流密度矢量，241，249 
四维力的分量，249 
四维有质动力矢量， 302-304 
速度，13 

〜的散度，73, 83, 126 
〜分解的柯西一亥姆霍兹定理，73 
速度势，25 

多连通区域中的〜，78 
随体导数（物质导数，全导数)，18, 19 
随体坐标系，12, 13, 238, 256, 257, 374 
缩并，38 

T 

弹性力学，116, 123, 124 
弹性体，116 
汤姆孙定理，274, 275 
特征方程，45, 46, 109, 110 
特征线方法，24 
梯度矢量，20, 21，51 

〜在圆柱坐标系和球坐标系中的物理 

彎 

分量，128 . 

〜在正交曲线坐标系中的物理分量，128 
体积力，93 
体积膨胀因数，46 
体积相对变化率，74 
调和函数，284 

突跃膨胀，299, 300, 306, 310, 311, 313, 315 
• 突跃压缩（激波 )， 299, 300, 304-318 
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w 

外尔张量, 62 
外力，94 
外面力的功，135 
外质童力的功，135 

完全气体，153, 154, 156-158, 166, 182-184, 

190, 201-203, 207, 218, 219, 309, 
310, 315-318 

〜的等温线， 156-158 ： 

〜的激波关系式，315, 316 
〜的内能，153, 154, 184 
〜 的热力学势，183 
〜的熵，166 

〜混合物，201-203, 207, 218, 219 
〜模型， 182-184 
唯象关系，192 
唯象系数，192 

伪欧几里得空间，12, 36, 59, 228 
位势场，24 
位移电流，242 

位移矢量，48, 49, 54, 55, 123, 124 
温度， 152-154, 163, 164 
祸管，80 

〜强度，81 

祸置，73, 75, 77-82, 113, 132, 270-276 
涡面，80 
涡线，80 

〜冻结定律， 273-276 
乌莫夫一坡印亭方程，245 
乌莫夫一坡印亭矢量，245 
无滑移条件，280 
无 S 纲量，321，322, 324 
无穷远条件，279 

无旋运动（见：有势运动)，77, 78, 275 
物理相似，340 
物体，86 
物质面，17 

无源矢量经过〜的通量对时间的求导 
公式， 271-273 


物质体，17 

〜积分对时间的求导公式，84, 85 
物质线，17 

X 

线性弹性体模型， 115-117 
线性化，286, 288 
相对论，12, 237-239, 250, 256 
相对伸长率，70 
相对伸长因数，40 
相似律， 341-346 
相变，195, 197, 207 
相平衡条件，207 
小扰动， 286-288 
协变导数， 49-53, 60, 122 

矢量分量的〜， 49-51, 53 
张量分量的〜，51，53 
协变基矢量，13, 14, 28-30, 33 
〜的变换，29 
协变量，30 
行波，288 
旋磁效应，106 
旋磁性， 117-120 
旋量，32 
循环，141, 142 

Y 

压强，112 

〜函数，271 
亚伯拉罕张量， 261-264 
杨氏模量，120 
一维非定常运动，284 
遗传性物体模型，139 
引力，93, 137, 221，223, 224 
〜场微分方程，223, 224 
应变的协调方程, 62, 63 
应变率的协调方程，67 
应变率张量，66, 67, 70, 71 

〜在圆柱坐标系和球坐标系中的物理 
分量，129 
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应变张量， 41-45, 47-49, 54 , 55 
〜 的不变量, 46 
〜的主分量，44, 45 
〜和应变率张 置的分 量之间的联系, 66 
应力，94-102, 107-110 
应力张量，100, 101, 107, 112, 116, 119, 120 
〜的不变量，110 
〜的物理分量，101 
〜的主分量， 108-110 
〜在经典情况下的对称性，107, 117 
理想流 体的〜 ，112 
有量纲量，319, 321，322 
有势运动， 24-26, 77, 78, 275, 281, 282, 284 
有旋运动，77, 80-82, 270-276 
有质动力矩矢量， 258-260 
有质动力矩张量， 258-260, 262, 264 
有质动力矢量，244, 249, 251, 252, 256, 262, 

302, 381 

四 维〜， 249, 250, 262 
亚伯拉罕近似下 的〜， 262 
闵可夫斯基近似下的〜，262 
于戈尼奥绝热线， 307-312 
运动规律 

点的〜, 9 

连续介质的〜，10, 11 
运动学黏度，120 

Z 

张量，32, 35 

〜的标量不变量，37, 38, 46 
〜 的不定乘，37 

〜的对称化与反对称化运算，33 
〜的分量，32, 33, 35, 37 
〜的分童的变换，33-35 
. 〜的 分量的数目，37 

〜 的分量的协变导数，51，53 
〜 的混变分量，35 
〜的加法，32 
〜的阶，32 
〜的逆变分量，31，32 


〜的物理分量，101，126 
〜 的协变分量，33-35 
〜的主分量，38, 45, 71， 108-110 
〜的主轴，38, 43, 71, 108-110, 118 
〜面，38, 108-110 
〜 与数相乘, 32 
对 称〜， 32 

反对 称〜， 32, 130, 132 
球〜，113 
三阶 伪〜， 131 
正交变换，236 
质量力，93 
质量力偶，105, 106 
质量守恒定律，86, 296, 298, 299 
质量作用定律，207, 208 
轴对称运动，284 
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本书用统一的观点阐述力学、热力学、电动力学和相 
应数学方法，并将其应用于固体、液体、气体和电磁场等 
连续介质力学的经典对象 a 第一卷介绍连续介质力学的一 
般概念和简单模型，包括一般曲线坐标系中的张量分析、 
运动学、基本微分方程和本构关系、热力学基础和电磁场 
理论，特别关注如何提出连续介质力学数学模型的问题。 
第一卷附录收录了作者在张量对称性理论和建立物理模型 
方面的原创性工作。第二卷介绍连续介质力学的一些具体 
模型和理论，包括流体力学、弹性力学、塑性力学和裂纹 
理论。 - 

本书可作为高等学校力学和数学专业高年级大学生教 
材，也可供相关专业的研究生和科研人员参考。 



■学 科类别 •_ 力学、数学 

academic.hep.com.cn 































